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Algebraischer Beweis der vollstindigen Reduzibilitiit 
der Darstellungen halbeinfacher Liescher Gruppen. 
Von 


H. Casimir in Leiden und B. L. van der Waerden in Leipzig. 


H. Weyl’) hat zuerst einwandfrei bewiesen, daB jede analytische 
Darstellung einer halbeinfachen Lieschen Gruppe durch lineare Trans- 
formationen vollstindig in irreduzible Bestandteile zerfallt. Nach 
J. v. Neumann*) ist jede stetige Darstellung analytisch; die Behauptung 
gilt also fiir alle stetigen Darstellungen*). Sie ist faquivalent dem folgen- 
den rein algebraischen Satz: Jedes System von Matrices M,,..., M,, 
das den Bedingungen 


(1) [M;M,] = M,|M,—M,M; = 2¢.M, 


geniigt, wo die c;, die Zusammensetzungskonstanten einer halbeinfachen 
Lieschen Gruppe © sind, ist vollstandig reduzibel. Ein solches System 
von Matrices wollen wir im folgenden eine infinitesimale lineare Dar- 
stellung von © neunen. 

Es ist natiirlich erwiinscht, den erwihnten algebraischen Satz auch 
algebraisch zu beweisen. Der Weylsche Beweis benutzt folgenden trans- 
zendenten Umweg: Man betrachtet statt der gegebenen »- gliedrigen 
Gruppe eine andere, deren Zusammensetzungskonstanten ebenfalls reell 
sind, aber durch eine komplexe lineare Basistransformation aus den 
gegebenen ¢;, hervorgehen. Diese neue Gruppe ist nun kompakt, und 
die volle Reduzibilitat ihrer Darstellungen folgt in bekannter Weise mittels 
der Hurwitzschen Integrationsmethode. Aus dieser vollen Reduzibilitit 
folgt dann der obige algebraische Satz, der seinerseits wieder die volle 
Reduzibilitiit der Darstellungen der gegebenen Gruppe nach sich zieht. 

Im Oktober 1932 gelang es dem ersten Verfasser, fiir den Fall der 
dreidimensionalen Drehungsgruppe, also fiir den Fall 


(2) (M,M,])=M,, (M,M,])=M,, [M,M,] =M,, 

1) H. Weyl, Math. Zeitschr. 24 (1925), S. 328—395. 

2) J. v. Neumann, Math. Zeitschr. 30 (1929), S. 3—42. Vgl. dazu B. L. van 
der Waerden, Math. Zeitschr. 36 (1933), S. 781, FuBnote ?). 

3) Es geniigt sogar, daB die darstellenden Matrices in der Umgebung der 
Gruppeneins beschrinkt sind. Vgl. B. L. van der Waerden, Math. Zeitschr. 36, 
8. 785. 
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einen rein algebraischen Beweis der vollen Reduzibilitat einer jeden in- 
finitesimalen linearen Darstellung zu geben. Der zweite Verfasser konnte 
dann diesen Beweis auf den allgemeinen Fall ausdehnen. Da der all- 
gemeine Beweis recht komplizierte Rechnungen erfordert, die einfachen 
begrifflichen Gedanken aber schon im Spezialfall klar hervortreten, werden 
wir auch in dieser Publikation den dreigliedrigen Spezialfall voraus- 
schicken. 

Wir verwenden die von Weyl ebenfalls benutzte Sprache der Vektor- 
raume und setzen fiir den allgemeinen Beweis die Ergebnisse der Cartan- 
schen Struktur- und Darstellungstheorie der halbeinfachen Gruppen als 
bekannt voraus. Wir werden diese Ergebnisse, soweit wir sie brauchen, 
in § 3 kurz zusammenfassen. 


§1. 
Allgemeine Hilfsbetrachtungen. 

Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Hauptsatzes: 

Wenn eine infinitesimale lineare Darstellung einer halbeinfachen Gruppe © 
genau zwei irreduzible Bestandteile enthdlt, d. h. wenn der Darstellungs- 
raum R einen irreduziblen Teilraum t mit irreduziblem Restklassenraum R/t 
enthilt, so zerfallt R in zwei irreduzible Teilréume: R = rt + v’. 

Aus dem Hauptsatz folgt nachher leicht, daB jede reduzible infini- 
tesimale lineare Darstellung vollstindig zerfallt. Es sei naimlich R der 
Vektorraum einer solchen Darstellung und r ein irreduzibler invarianter 
Teilraum von ®. Wir kénnen annehmen, da8 fiir alle Darstellungen 
kleineren Grades die volle Reduzibilitit schon bewiesen ist. Insbesondere 
ist R modulo r vollstindig reduzibel: 

Rie = F,+7,+ ... b.- 

Die Vektoren von ®, die modulo r zu t, gehdéren, bilden einen Teil- 
raum R,, wobei R,/r = f, ist. KR, enthilt somit genau zwei irreduzible 
Bestandteile r und t,. Nach dem als richtig angenommenen Hauptsatz 
ist KR, direkte Summe: R, = r+r,. Ebenso ist R, = r+r,..., 
R,, =1r+r,, und schlieBlich R = r+r,+4,4+ ... tm. 

Wir brauchen im folgenden noch einen Hilfssatz: 

Wenn eine Matrix der Gestalt 


? AI K : 
G=|,, oa mit A+ A 


(J = Einheitsmatrix) mit allen Matrices M einer Darstellung vertauschbar 
ist, so zerfallt diese Darstellung. 
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Beweis. Transformiert man G mit 


I (A—2#)"K 
P= 
ec p 
so geht @ in 
az 6 
PG P-'= 
P= (0 i) 


iiber. Das System aller Matrices PM P~', die mit dieser Matrix PG P-! 
vertauschbar sind, zerfallt wegen 4 + 2’ in zwei Bestandteile entsprechend 
den Kastchen AJ und /’'I. 

Wir erinnern schlieBlich an die Bedeutung der charakteristischen 
Wurzeln einer Matrix H, d. h. der Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
|AI—H|=0. Ist A eine k-fache Wurzel dieser Gleichung, so gibt es 
erstens einen Eigenvektor v, zum Eigenwert /: 


Hv, = Av,. 
Sodann gibt es modulo v, einen Eigenvektor v,, fiir den gilt 


Hv, = dv, (mod »,), 
d. h. 


Hv, = Av, + p,. 


So geht es weiter bis »,: 
H vy == Avy + My ty Hb fg My Hee, Hei Ue. 


Wenn man dieselben Uberlegungen fiir alle charakteristischen Wurteln 
anstellt und die so gewonnenen Vektoren v,, ..., 0%, ... als Basisvektoren 
fiir den Vektorraum ® benutzt, so erhalt man fiir die Matrix H eine 
,dreieckige’’ Normalform, in deren Hauptdiagonale die charakteristischen 
Wurzeln je so oft vorkommen als ihre Vielfachheit angibt, wihrend 
uuterhalb der Hauptdiagonale lauter Nullen stehen. Die Normalform 
zerfallt in Kastchen, die den einzelnen charakteristischen Wurzeln ent- 
sprechen. 


§ 2. 
Der Fall der dreigliedrigen Gruppe. 


Statt der Matrices (2), welche die Drehungsgruppe » darstellen, 
fiihren wir die Linearkombinationen 


H =iM,, 
E, =i(M,+iM,), 


E_, =i(M,—iM,) 
1* 
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ein, deren Vertauschungsrelationen lauten 


| [H E,) = E,, 
(3) [H E_.,] = E_,, 
[E, B_,) = 2H. 
Die Matrix 
G = —(M} + M3 + M}) = 3(E£,EB_,+ E_,E,)+- #° 


ist mit allen Matrices M, M,, M, oder H, #,, E_, vertauschbar. Fiir 
eine irreduzible Darstellung ist daher G = AJ. Die irreduziblen Dar- 
stellungen D; von Dd sind vollstindig bekannt‘): Sie sind durch eine 
halb- oder ganzzahlige ,,Quantenzahl’‘ j > 0 charakterisiert; ihr Grad ist 
2j +1; der Eigenwert. 4 von G@ ist = j(j7+ 1), und die Basisvektoren 
v(m = 7, 9 — 1, -... — Jj) werden so transformiert: 

[ 5-1 % = Um—1) 

E, vy, = (9 — m) (9 + m+ lj omes, 


H v,, = m?,,. 


(4) 


Ist nun eine reduzible Darstellung gegeben, die genau zwei irreduzible 

D; und D, als Bestandteile enthilt: 
A, B, 
M, = (, ¢,)° 

so kénnen zwei Fille eintreten: 

A. 3 +j’. Dann ist auch j(j + 1) + j'(j’ 4-1). Die Matrix G 
sieht so aus: 

G = ae - ). 
0 JI(V+)!1 

Sie ist mit allen Matrices der Darstellung vertauschbar. Nach dem 
Hilfssatz in § 1 zerfallt also die Darstellung. 


B. 7 = 7’. Dann sind die Darstellungen D; und D, fquivalent. Der 
Raum 8 enthalt einen Teilraum r, dessen Basisvektoren v;,v,—,,..., v_; 
sich nach (4) transformieren; auSerhalb von r gibt es dann noch Vektoren 
vj, Uj—y,+--, vj, die sich modulo r nach (4) transformieren. Bezieht man 
die Transformation H auf die Basisvektoren v;, ..., v_; und vj, ..., vj, 
so erhilt man eine ,,dreieckige’* Matrix, in deren Diagonale die charakte- 
ristischen Wurzeln j, j7—1,..., —g je zweimal vorkommen. Wir 


kénnen v; nach § 1 so wihlen, da® vj modulo v; zum Eigenwert j gehért, 
d. h. dab 
Hv gv, + py, 


‘) Vgl. etwa B. L. van der Waerden, Die gruppentheoretische Methode in der 
Quantenmechanik, Berlin 1932, § 17. 
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ist. Die weiteren vj_,,..., v_; kénnen durch 
(5) E_ 1, = Un-} 
definiert werden. Man findet dann auf Grund der Vertauschungsregeln (3): 
Ho_, = HE_,v; = E_, Hv; — E_,vj = E_, (joj + wv; — yj) 
= (j — 1) E_,v; + wE_,v; = (j -- lp oj-, + U4, 
E,v; = 0, da E,v; zum Eigenwert j + 1 von H gehért, 
E,vj—_, = E, E_,vj = E_,E,vj + 2H 0; = 0+ 2(jvj + wv,;) 
= 270; + 20; 


und ebenso weiter fiir m = j —i durch vollstiindige Induktion nach i: 


(6) H Um =m Um + lt Um ’ 
(7) E, Um — (y bier m)(j 7 m + 1) Up +1 <a 2u(j— M) Um +1- 

Fiir m = —j — 1 wird v,, = 0, da v_;_, zum Eigenwert —j—1 
von H gehért und da dieser Eigenwert unter den charakteristischen 
Wurzeln von H nicht vorkommt. Aus (7) folgt also fiir m = —j—1: 

2u(j+j+1)=9, 
also 
w= 0. 
Die Formeln (5), (6), (7) vereinfachen sich daher zu 
E_, 1,= Um -1»s 
(8) E, Un = (y ~ m) (j + m -- 1) Un + 1s 
H Um = © Pa 


Diese Formeln besagen, daB die Vektoren vj, vj_,, ..., v—; een Raum r’ 
aufspannen, der bei der Drehungsgruppe invariant ist und ebenso wie r 
nach der Darstellung D; transformiert wird. Der Raum §& zerfallt nun- 
mehr in r+’ und wir sind fertig. 


§ 3. 
Struktur der halbeinfachen Lieschen Gruppen. Die Matrix G. 
Die Gewichte der Darstellungen. 


Nach Cartan’) hat eine balbeinfache Gruppe © die infinitesimalen 


Transformationen H,,..., H,, E,, Ez, ..... Dabei sind die Trans- 
formationen H = /4'H,+...-+4"H,, alle untereinander vertauschbar. 
Die zu E,, E;,... gehdrigen ,,Wurzeln «, 8, ... sind gewisse Linear- 


formen in A’, ..., A". Mit jeder Wurzel « kommt auch —« unter den 


5) E. Cartan, Sur la structure des groupes de transformations finis et continus, 
Thése de Doctorat, Paris 1894, 2. Aufl, Paris 1933. Vgl. auch die Darstellung von 
Weyl, Math. Zeitschr. 23 (1925), S. 271—309 und 24, S. 328-395. 
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Wurzeln vor. Die definierenden Vertauschungsrelationen der Gruppe 


lauten (H, H,) = 0, 
. .. [H E.) = «E,, 
©) [E. B_.] = H,, 


[E, Bs) = Nag E..,3 oder 0. 
Dabei sind die N,, Zahlen und die H, gewisse Linearkombinationen von 
H,, ..., H,, unter denen m linear-unabhingige vorkommen. Der Wert 
irgendeiner Linearform £ = £(H) fir H = H, wird mit £, bezeichnet. 
Insbesondere ist «, + 0. 
Eine infinitesimale lineare Darstellung der Gruppe ist gegeben durch 
Matrices H;, E,, welche die Relationen (9) befriedigen. 


- DEM, = TH+ Lok, 


die allgemeinste Linearkombination der infinitesimalen Transformationen M, 
der Gruppe, so gibt es nach Cartan eine nichtsingulére quadratische 
Form 
(10) SZ HE = LL GAH + TNot0-* 
mit Lat oa , 

Jiu = ZZ Nef; Pp He, Z = a«: 


Die mit Hilfe der zu g,, komplementiiren (kontragradienten) GréSe g’ “ 
gebildete Matrix 


(1) G=LSy¥"MM, = ST gH We + ONDE « 


ist nach Casimir®) mit allen Matrices M, (oder H;, Z,) vertauschbar. 

Die Gewichte. Die charakteristischen Wurzeln der Matrix H = > AH; 
sind nach Cartan Linearformen in /', ..., A"; sie heiBen die Gewichte der 
vorgelegten Darstellung. Zu jedem Gewicht A gehért mindestens ein 
Eigenvektor v mit 

Hv=Av oder (H—A)v=0; 

es kann eventuell auch noch Vektoren v geben, fiir die nur 
(12) (H — Aj'v = 0 
gilt. Alle diese Vektoren bilden zusammen den zum Gewicht A gehérigen 
Teilraum t, des Darstellungsraums. Die Gewichte werden lexikographisch 
angeordnet: man schreibt A >- J’, wenn die Differenz A — J’, als Linear- 
form in /,,..., 4, geschrieben, mit einem positiven Koeffizienten anfingt. 
Ist v ein Eigenvektor vom Gewicht A, so ist E,v ein Eigenvektor vom 
Gewicht A +a. Darauf beruht die Einteilung der Gewichte in Serien 
in bezug auf eine beliebig ausgewihlte Wurze] «. Man geht, wenn « etwa 


*) H. Casimir, Proc. Kon. Acad. Amsterdam 34 (1931), S. 144. 
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eine negative Wurzel ist (« < 0 im Sinne der lexikographischen Anordnung), 
von einem Eigenvektor e, héchsten Gewichtes aus und bildet die Reihe 








€> 

e, = E,%, 
(13 dea 

qq = E, €i—1> 

0 = E, e; 

Dann sind ¢,, ¢,, ..., @ Eigenvektoren von H mit Gewichten 
A, A4-a,..., A+ 1a. Die Linge der Serie ist aus 
A 

(14) in —3— 
zu entnehmen; weiter ist , 
(15) Bota, = B..Eq ~ Oe a a. 


2 a“ 
Modulo (e,,...,¢) gibt es wieder einen Eigenvektor ¢, héchsten 
Gewichtes A’ und eine Serie ¢e,, ..., ey (mit Gewichten A’, A’ +a, ..., A’ +l’ «) 


A 
von der Linge I’ = — 2— mit der Eigenschaft 


(16) E_, E,¢; = Cry ee e; + (Glieder mit e,, ..., e) 


usw. Alle Vektoren e,,e;, usw. spannen zusammen den ganzen Raum 
auf. Ubrigens braucht man bei dieser Betrachtung nicht einmal vom 
héchsten Gewicht auszugehen, sondern es geniigt, das Gewicht A so zu 
wahlen, daB das A — « kein Gewicht mehr ist. 

Eine irreduzible Darstellung ist bis auf Aquivalenz eindeutig durch 
ihr héchstes Gewicht A bestimmt. Dieses ist einfach, d. h. der zugehdrige 
Raum r, ist eindimensional und wird von einem einzigen Eigenvektor e, 
erzeugt. Die itbrigen Basisvektoren des Darstellungsraumes entstehen 
aus e, durch Ausfiihrung von Operationen A = FE, E,...E;. Sie sind 
offenbar alle Eigenvektoren von H mit Gewichten A+ «+/+ ...+ 6. 


§ 4. 

Drei Hilfssitze. 

Hilfssatz 1. Wenn ein Vektor wv eines Darstellungsraumes aus 

einem anderen w entsteht durch Ausiibung einer Operation 2 9, A,: 

v = J0,A,w, 
wobei jedes A, ein Produkt von Faktoren EZ, und H, ist, so kann man 
die Reihenfolge der Faktoren in diesen Produkten immer so wihlen, daB in 
jedem Produkt von links nach rechts die Faktoren Z,, mit negativem « zuerst 
kommen, dann die Z, mit positivem « und zum Schlu8 die Faktoren H,. 
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Beweis. Auf Grund der Vertauschungsrelationen (9) kann man die 
Reihenfolge der Faktoren in jedem Glied beliebig andern unter Hinzu- 
fiigung von Gliedern, welche einen Faktor H, oder E,, weniger enthalten. 
In diesen Zusatzgliedern kann man ebenso die Glieder vertauschen unter 
Hinzufiigung von noch kiirzeren Zusatzgliedern. So kann man fortfahren, 
bis das gestellte Ziel erreicht ist. 

Der Hilfssatz wird insbesondere dann angewandt, wenn w ein Eigen- 
vektor der Matrices H, ist. Die Faktoren H,; kénnen in diesem Fall 
durch Zahlenfaktoren ersetzt werden. Ist insbesondere w ein Eigenvektor 
vom héchsten Gewicht A, so ist E,w = 0 fiir « > 0, also kommen in 
diesem Fall nur die £, mit « < 0 wirklich in Betracht. 

Hilfssatz 2. D, und D, seien zwei lineare infinitesimale Dar- 
stellungen einer halbeinfachen Gruppe ©. « sei eine Wurzel und A auch 
eine Linearform in /',..., 4". Dann ist es unméglich. daB A ein Gewicht 
von D, und nicht von D,, A+ «a dagegen wohl Gewicht von D,, aber 
nicht von D, ist. 

Beweis. Wenn A ein Gewicht von D, ist, dagegen A+ kein 
Gewicht von D,, so ist A Ausgangspunkt einer Serie von Gewichten 
A,A—«a,...,4—l1,a von der Lange 
(17) i, = 3 “ 

(nach Formel (14) mit —a statt «). Ist ebenso A+ «- ein Gewicht 
von D,, dagegen A nicht, so ist A+ a Ausgangspunkt einer Serie von 
Gewichten A + a, A + 2a,...,4-+ (1, + 1)a von der Lange 
(18) L = — (At), 
Xe 
Addition von (17) und (18) ergibt 

L+l= —2. 
Das ist aber unméglich, denn /, und /, kénnen nicht negativ werden. 

Hilfssatz 3. D, und Dr seien zwei nicht aquivalente irreduzible 
Darstellungen von ©, g, und g,; die zugehérigen Eigenwerte von G. Wenn 
nun das héchste Gewicht A von D, zugleich ein Gewicht von D, ist, so 
ist ga < gr. 

Beweis. Im Raum 8, der Darstellung D,; gibt es einen Teilraum 
t = ty, der zum Gewicht A gehért und der sowohl durch alle H; H, wie 
durch alle Z_, £,, in sich transformiert wird. Ist nun r die Dimension von r, 
so ist der Eigenwert g, von G der r-te Teil der Spur von @ iiber r’): 


(19) gr = + Sp, (G) = + Dd Gt Sp, (H, Ay) + = > 5 (E_.E,). 


7) Die Spur von @ iiber r bedeutet die Spur der linearen Transformation, 
welche von G@ in r induziert wird. 
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Ebenso gibt es in R, einen Teilraum r’ zum héchsten Gewicht A, 
der aber, (weil das héchste Gewicht einfach ist) nur einen Basisvektor v, 
enthalt; man hat also 


(20) ga = Spe @) = Dg Spy (H, Hi) + > 5 Spe (E-« B.). 


Die Spur von H,H, iiber rt ist rA,;A,, wo A; = A(H,), weil der 
ganze Raum r zum Eigenwert A,A, von H,;H, gehért. Also haben die 
Glieder mit H,H, in (19) und (20) beide Male denselben Wert. Wenn 
wir nun zeigen kénnen, da® fiir jedes « 


+ Sp, (E_«E.) > Spr (E-«E.) 


ist, und da8 fiir mindestens ein « das >-Zeichen gilt, so sind wir fertig. 

Wegen Sp(E, E_.) = Sp(E_.E,) kénnen wir uns auf die negativen 
Wurzeln beschrinken. Ist « eine solche, so kénnen wir nach §3 im 
Raum 8, die Serien ¢,,..., ¢:3 €,.--,¢@; --- bilden. Da der ganze 
Raum 8, von den Vektoren Ae, = E, E; ... Eye, aufgespannt wird, welche 
Eigenvektoren von H mit bestimmten Gewichten sind, so kénnen wir 
die @),..., €3 €&,... ebenfalls so wihlen, daB sie Eigenvektoren mit be- 
stimmten Gewichten sind. Wahlen wir dann aus diesen Vektoren die- 
jenigen aus, die zum Gewicht A gehéren, so bilden diese eine Basis fiir 
den Raum r,, welche wir zur Spurberechnung benutzen kénnen. Diese 
Basis mége aus den Vektoren @,, ¢,,..., €, bestehen; @, mége in einer 
Serie von der Linge /, vorkommen und dort die Nummer i, haben. Dann 
ist nach (15) und (16) 


als, 


E_.E,é¢, = 4&+h0—. ; 


E_,E,é, = @2tVG—4) , ¢, +4 (Glied mit é,), 
(21) . 


: +10, -6)  . ; as ; 
B.,£.¢, = ba Btn: Bat ae, + (Glieder mit é,,..., é,—:). 





An sich kénnten die eingeklammerten Glieder belicbige Linearkom- 
binationen von Vektoren aus friiheren Serien sein, wie in (16); da sie 
aber wieder das Gewicht A haben miissen, kénnen es nur Linearkom- 
binationen von vorangegangenen ¢, sein. Die Spur wird nun 


y (i, + I) (l, —4,) 
(22) Sp, (E_.E.) = 3 ——*— 


r=] 


Ebenso ist in r’: 


lId— 
(23) Spy (E_. E,) - Oe, 
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denn der einzige Basisvektor v, hat das héchste Gewicht A und ist 
Anfangsglied der ersten Serie v,,v,,...,%. Nach (14) ist die Lange 
dieser Serie durch A 

b= —2— 


bestimmt. Ebenso ist die Linge 1, einer Serie, deren i,-tes Glied é, das 


Gewicht A und deren Anfangsglied daher das Gewicht A — i, hat, 
durch 


’ o as : 
L=— —3———— = —2—+ 24, = 14 2i, 
gegeben. Es folgt n 


Setzt man das in (22) ein, so erhalt man 


Sp(B-.B.) > Da. = 15 ty. 


r=1 


Der Vergleich mit (23) ergibt die gesuchte Ungleichung 
(24) + Sp.(E—« EB.) > Spy (B-« E.). 


Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle i, = 0 sind, also alle 
Serien, die das Gewicht A enthalten, beim Gewicht A anfangen. Das 
kann aber nicht fiir alle negativen « stattfinden. Es sei niamlich 
é, = E,E,...E je, wobei nach der bei Hilfssatz 1 gemachten Bemerkung 
alle a, 8,...,4 als negativ angenommen werden kénnen, da e, ein Eigen- 
vektor vom héchsten Gewicht J" ist. Dann wird e, = E,v; mithin 
kommt ¢, in einer Serie nicht als Anfangsglied, sondern mindestens als 
zweites Glied vor. Also gilt in (24) mindestens einmal das Zeichen >. 
Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen 


§ 5. 
Bevreis des Hauptsatzes. 

Es sei eine infinitesimale lineare Darstellung der halbeinfachen 
Gruppe (3 vorgelegt, die zwei irreduzible Bestandteile D, und D, enthilt. 
Es sind nun drei Fille méglich: 

A. Die Darstellungen D, und D, sind nicht fquivalent, aber das 
héchste Gewicht der einen Darstellung ist zugleich ein Gewicht der 
anderen Darstellung. Sind dann g; und g, die zugehérigen Eigenwerte 
von G, so ist nach Hilfssatz 3 (§4) g; +g). Genau so wie in §2 im 
Fall A folgt daraus der Zerfall der vorgelegten Darstellung. 

B. Die Darstellungen D, und D, sind nicht aquivaient, und das héchste 
Gewicht der einen Darstellung ist weder ein Gewicht der anderen noch 
auch umgekehrt. ® sei der Darstellungsraum, r ein Teilraum, der nach 
der irreduziblen Darstellung D,- transformiert wird, wihrend ® modulo r 





~~ ~~ oCF£ @ © Qa 


an ee 86- 
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nach D, transformiert wird. Es sei e, ein Eigenvektor vom héchsten 
Gewichte J’ in r und e, ein Eigenvektor vom Gewichte A in R. ¢; liegt 
dann nicht in r. 

Wenn die Ausdriicke Ae, (A = Produkt aus Faktoren H,; und E,) 
einen Raum r’ aufspannen, der mit r nur den Nullvektor gemein hat, 
so zerfalit R in r und r’ und es ist nichts mehr zu beweisen. Wenn 
der von den Ae, aufgespannte Raum aber mehr als die Null mit r ge- 
meinsam hat, so umfaBt er r ganz, denn r ist ja irreduzibel. Insbesondere 
ist dann e, als Linearkombination von Ausdriicken A e¢;, darstellbar: 

(25) & = 2 0,4, 6. 

Nach Hilfssatz 1 (§4) kénnen wir annehmen, daS in jedem Glied 
von (25) zuerst die Faktoren EZ, mit « <0, sodann die mit « > 0 und 
schlieBlich die Faktoren H erscheinen. Die Faktoren H kénnen in 
Zahlenfaktoren verwandelt werden, da e, Eigenvektor ist. 

Jedes Glied rechts in (25) hat ein bestimmtes Gewicht. Die linke 
Seite hat das Gewicht J’; also kann man sich auf der rechten Seite auch 
auf die Glieder vom Gewichte J’ beschrinken; denn ein Vektor vom Ge- 
wichte J lat sich nicht aus Vektoren anderen Gewichtes linear zusammen- 
setzen. Nun gibt es in r nur einen Vektor e, vom Gewichte I’, da das 
Gewicht I einfach ist; und modulo r gibt es keinen Vektor vom Ge- 
wichte [’. Also ist jedes von Null verschiedene Glied der rechten Seite 
von (25) proportional zu e,. Es sei also 
(26) oe, = Ae, = E, Ey... Eye, o + 0. 

Wir miissen nun zwei Unterfille unterscheiden: [>A und ['< A. 

Im Fall [>A _ ist in (26) mindestens eine der Wurzeln «,f,..., 6 
positiv; also ist, da die positiven Faktoren ja am Ende stehen, 6 > 0. 
e, hat das Gewicht A, das in D,, aber nicht in D; vorkommt. LZ, ¢, hat 
das Gewicht A+ 6, das gréGer als A ist, also nicht in D, vorkommt. 
Wenn es doch in R vorkommt, mu8 es in Dr vorkommen. Dieser Sach- 
verhalt ist aber nach Hilfssatz 2 (§ 4) unméglich. 

Im Fall /’< A ist in (26) mindestens eine der Wurzeln «,f,..., 0 
negativ, also « negativ. Schreibt man fiir (26) 

oe, = E,v, 
so hat oe, das Gewicht J’, das in D,, aber nicht in D, vorkommt, 
wihrend » nur das Gewicht /’—a« haben kann, welches in D, nicht 
vorkommt, da es gréBer als J’ ist, und welches folglich in D,, vorkommt. 
Dieser Sachverhalt ist aber wiederum nach Hilfssatz 1 unméglich. 

€. Die Darstellungen D, und D, sind fquivalent: [= A. Der 
Raum ® hat wieder einen irreduziblen Teilraum r, der von einem Eigen- 
vektor ¢, des héchsten Gewichtes A und dessen Transformiertem Ae, auf- 
gespannt wird. Modulo diesem Teilraum gibt es wieder einen Vektor e¢, 
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des héchsten Gewichtes A, der so gewihlt werden kann, da er sogar 
modulo e, zum Gewicht A gehdrt: Ei 
(27) He, = Ae, + me. 
Ist nun « eine negative Wurzel und bildet man von e, ausgehend 
die Serie (13) und ebenso von e, aus die Serie 


e, = Eg 


e = E,e:-1 


po 
0= E,e, de! 
(welche genau dieselbe Linge hat, da die Linge jedesmal durch (14) be- Gr 
stimmt wird), so gelten die Formeln Ke 
(28) He; = (A+iae; + me, Ki 
(29) E_,@ = — (tA, + ald 1— tHe G1 . 
welche ebenso wie (6), (7) oder wie (15) durch vollstindige Induktion U; 
nach 7 bewiesen werden. Aus (29) folgt insbesondere fiir i =1+1 
(wegen e;., = 0): 
l : wi 
0= —(l+1)(4,4 x %) — (E+ 1) Mae. ei 
Das erste Glied ist Null wegen (14), also muB das letzte Glied auch g! 
Null sein; daraus folgt —? G 
Die Linearform » = »(H) ist demnach Null fiir alle H = H,; also os 
ist sie iiberhaupt Null. Damit vereinfacht (27) sich zu 
(30) He, = Aé,. k 
e, und alle Ae,, wo A ein Produkt von Faktoren £, und H, ist, Vv 
sind nunmehr Eigenvektoren von H. Wenn diese Vektoren einen Raum d 
aufspannen, der mit r nur den Nullvektor gemeinsam hat, ist nichts 7 
mehr zu beweisen. Sonst spannen sie einen Raum auf, der r ganz um- w 
fabt, und es gilt wieder eine Gleichung von der Gestalt (25), in deren K 
Gliedern immer die E, mit « < 0 zuerst kommen, dann die mit « > 0 
und schlieBlich die H, die wegen (30) auch durch Zahlenfaktoren ersetzt b 
werden kénnen. Da e, das héchste Gewicht A hat, kénnen wir sogar s 
annehmen, daB in (25) rechts keine 2, mit positivem « vorkommen. I 
Beschrianken wir uns links und rechts in (25) wieder auf die Glieder vom ‘ 
Gewicht A, so kénnen auch keine £, mit negativem « vorkommen, denn s 
diese erniedrigen das Gewicht. Also nimmt (25) schlieBlich die Gestalt 
& =o e, v 
an. Eine solche Gleichung ist aber unméglich, da e, nicht in r liegt. . 
Damit ist der Hauptsatz in allen Fallen bewiesen. 


(Eingegangen am 15. 10. 1934.) 


Eine Verallgemeinerung des Jordan-Hélderschen Satzes. 


Alexander Kurosch in Moskau. 


1. Der Jordan-Héldersche Satz iiber den Isomorphismus der Kom- 
positionsreihen einer Gruppe, d. h. iiber die Ubereinstimmung der Mengen 
der Faktoren jeder zwei Kompositionsreihen, der zuerst nur fiir endliche 
Gruppen bewiesen war, gilt auch bei unendlichen Gruppen, die eine 
Kompositionsreihe besitzen, dabei bei beliebigem Operatorenbereich '). 
Ein Beweis dieses Satzes, dessen Grundideen in der vorliegenden Arbeit 
erhalten bleiben, stammt von O. Schreier’). 

Schreier definiert eine Normalreihe, d. h. ein endliches System N von 
Untergruppen 

a, = 1, @,, a,, .... 8,-,, 7, =G, 


wo jede Untergruppe H; ein echter Normalteiler von H,;., ist, nennt 
eine andere Normalreihe MN’ eine Verfeinerung von X, wenn,’ alle Unter- 
gruppen aus ® enthilt, und beweist, da je zwei Normalreihen einer 
Gruppe isomorphe Verfeinerungen besitzen. Da jede Kompositionsreihe 
eine Normalreihe ohne weitere Verfeinerungen ist, so folgt der Jordan- 
Héldersche Satz unmittelbar daraus. 

Besitzt aber eine gegebéne Gruppe keine Kompositionsreihen, so 
kann man eine Normalreihe wnendlich verfeinern. Die Vereinigung dieser 
Verfeinerungen gibt dann eine geordnete unendliche Untergruppenmenge, 
die wir eine Normalmenge nennen werden (vgl. die genauere Definition 
unten). Wenn wir diese Menge weiter transfinit verfeinern, so erhalten 
wir endlich eine Normalmenge ohne weitere Verfeinerungen, d. h. eine 
Kompositionsmenge. 

Es ist im allgemeinen unméglich, den Jordan-Hélderschen Satz auf 
beliebige Kompositionsmengen zu iibertragen; ist @ z. B. eine unendliche 


zyklische Gruppe, G \a|, so bilden die Untergruppen H,, ‘2a! und 
F, = |< *a}, k = 0,1,2,..., mit EinschluB der Einheitsgruppe zwei nicht- 


isomorphe Kompositionsmengen. 

') Vul. F. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- 
und Funktionenkérpern, Math. Annalen $6 (1926), S. 26—61. O. Schmidt, Uber 
unendliche Gruppen mit endlicher Kette, Math. Zeitschr. 29 (1928), S. 34—41. 

2) O. Schreier, Uber den Jordan-Hélderschen Satz, Abh. math. Seminar 
Hamburg. Univ. 6 (1928) S. 300—302, wiedergegeben bei B. L. van der Waerden, 
Moderne Algebra I, Berlin, 1931. 
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Wir wollen aber zeigen, daB der Jordan-Héldersche Satz fiir die wohl- 
geordneten zunehmenden Kompositionsmengen, welche Kompositionsfolgen 
heiBen werden, giiltig bleibt. Wir werden dazu isomorphe Verfeinerungen 
fiir zwei gegebene Normalmengen suchen und diese Verfeinerungen, wenn 
es méglich ist, von Wiederholungen befreien. Wir geben dabei, im 
Gegensatz zur Schreierschen zweifachen Induktion, eine direkte Kon- 
struktion der gesuchten Verfeinerungen’*). 

Man kann ohne Miihe zeigen, dal alle Kompositionsmengen einer 
Gruppe G dann und nur dann Kompositionsfolgen sein werden, wenn G 
eine Gruppe mit endlichen abnehmenden Untergruppenketten ist, d. h. wenn 
jede Untergruppenkette 


e228, 398,2...2%,3 


wo H,, ein echter Normalteiler von H, _, ist, an endlicher Stelle ab- 
bricht. Es gibt aber Gruppen, in denen nur einige Kompositionsmengen 
Kompositionsfolgen sind. Ein Beispiel dafiir ist die direkte Summe einer 
abzihlbaren Menge von endlichen zyklischen Gruppen von einer Primzahl- 
ordnung; einige Normalmengen dieser Gruppe sind sogar ,,in sich dicht“, 
d. h. sie haben iiberhaupt keine Faktoren. 

2. Es sei G@ eine Gruppe mit beliebigem Operatorenbereich. Eine 
Menge ® = {H} ihrer Untergruppen H soll eine Normalmenge heifen, 
wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind: 

a) N enthalt die Gruppe G@ selbst und die Einheitsgruppe. 

b) Gehéren Untergruppen H’, H” zu ®, so ist eine von ihnen ein 
echter Teil der anderen. 

c) Jede zu N gehérende Untergruppe H kann in N mit G verbunden 
werden, d. h. es gibt in N solche Untergruppen H,, H,, ..., Hy—; (k eine 
ganze positive Zahl), da8 


H,=Hc#H,caAa,c...cm,ch=G4 
und H; Normalteiler von H,,, ist (¢ = 0,1, ..., k— 1). 
Nach b) kénnen und werden wir annehmen, daS jede Normalmenge 
N geordnet und dabei sogar zunehmend ist, also ist die Einheitsgruppe 


das erste, die Gruppe G das letzte Element von %. Man kann daher 
die Untergruppen H der Menge ® mit einem Index « versehen, der eine 





8) Eine eben erschienene Arbeit von H. Zassenhaus iiber den Jordan-Hélder- 
schen Satz [Abh. math. Seminar Hamburg. Univ. 10 (1934), S. 106—108] benutzt 
dieselbe Konstruktion zu einem neven Beweis des Schreierschen Satzes. Die Methode 
meiner Abhandlung ist also nicht mehr neu, wiewohl ich sie natirlich unabhangig 
von Zassenhaus gefunden habe. Neu bleibt nur die Verallgemeinerung des Schreier- 
schen Satzes auf wohlgeordnete Kompositionsmengen. 
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geordnete Indexmenge durchlauft und dabei so, daB H,., c H., bei 
a“, <a, (#, geht dem a, voran) ist. 

Gehéren die Untergruppen H, H’ zu ® und ist H cH’, so kann 
man, wie aus c) folgt, H und H’ in ® verbinden, d.h. in M solche 
Untergruppen H,, H,, ..., H,—, finden, daB 


H,=Hc#8,cH,c...ca,_-,ci, = 


und H; Normalteiler von H;,, ist. Daraus folgt, wenn H’ der un- 
mittelbare Nachfolger von H in N ist, daB H ein Normalteiler von H’ sein 
muf. Gibt es aber in MN andere Untergruppen zwischen H und H’, so 
kann man gewih zwischen H und H’ Normalteiler von H’ finden. 

Besitzt die Normalmenge ® solche Untergruppenpaare H, H’, dab 
H’ der unmittelbare Nachfolger von H in & ist, so heiBt die Faktor- 
gruppe H’/H ein Faktor der Normalmenge RN. Zwei Normalmengen &’, 
®N’” heiBen isomorph, wenn die Mengen aller Faktoren dieser beiden 
Normalmengen sich so aufeinander eineindeutig abbilden lassen, daB die 
zugeordneten Faktoren isomorph sind. 

Eine Normalmenge ®’ heiBt eine Verfeinerung der Normalmenge ®, 
wenn jede Untergruppe aus ® auch in §®’ aufgeht. Eine Normalmenge, 
die keine weitere Verfeinerungen zulaBt, heiBt eine Kompos‘tionsmenge. 

Jede Gruppe besitzt eine Kompositionsmenge. In der Tat, die Ver- 
einigung jeder zunehmenden wohlgeordneten Folge von Normalmengen 
ist selbst eine Normalmenge, also kann man die Konstruktion der Ver- 


feinerungen mit der Normalmenge {1, G} beginnen und transfinit fort- 
setzen. 


3. Jede Normalmenge, die nicht nur geordnet, sondern auch wohl- 
geordnet nach der Zunahme ist, soll eine Normalfolge und jede wohl- 
geordnete Kompositionsmenge eine Kompositionsfolge heiBen. Jede endliche 
Normalmenge (d. h. sogenannte Normalreihe) ist gewifS eine Normalfolge. 

Eine Normalfolge N = |H,} der Gruppe @ (a ist nun eine Ordnungs- 
zahl) soll vollstdéndig heiBen, wenn jede Untergruppe H;, wo 2 eine Limes- 
zahl ist, die Vereinigung aller vorhergehenden Untergruppen ist, 

H,= 2 di... 
aca 
Jede Normalfolge besitzt cine vollstindige Verfeinerung. 


Beweis. Es sei eine Normalfolge N = {H,} gegeben. Ist A eine 
Limeszah! und unterscheidet sich H, von Hj = J H,, so muB die 
acs 


Untergruppe H; ein Normalteiler von H, sein, denn es gibt in % zwischen 
H, und jedem H,, « <A, Normalteiler von H,, also ist H; die Ver- 
einigung einer zunehmenden Folge der Normalteiler von H;. Es ist jetzt 
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leicht zu sehen, daB die Menge ®’, die aus der Normalfolge R und allen 
von den entsprechenden Gruppen H, verschiedenen Gruppen H; gebildet 
ist, eine vollstindige Normalfolge ist. 

Daraus folgt, daB jede Kompositionsjolge vollstindig ist. 

4. Die Normalmenge ist so definiert, da® alle sich in dieser Menge 
befindenden Untergruppen untereinander verschieden sind. Wollen wir 
dieses nicht fordern, ist also H,, = H,, bei «, <a, méglich (alle Unter- 
gruppen H,, a, << y <a, werden dann auch mit H,, und H,, identisch 
sein), so erhalten wir eine Normalmenge mit Wiederholungen. Dieser 
Begriff epielt nur eine Nebenrolle, unter der Normalmenge schlechthin 
ist also immer nur eine Normalmenge ohne Wiederholungen zu verstehen. 
Die Definitionen des Isomorphismus und der Verfeinerung kann man 
ohne Miihe auf die Normalmengen mit Wiederholungen iibertragen. 

Zwei beliebige Normalmengen einer Gruppe besitzen isomorphe Ver- 
feinerungen mit Wiederholungen. 

Es seien 0 = |H,}, RN” = {F;} zwei Normalmengen, «, < « < &@, 
8, = 8 SB, also ist H,, = F;, = 1, Hz = F7 = G. Enthalt die Menge N’ 
eine Untergruppe, die in ®’ der unmittelbare Nachfolger zu H, ist, so 
werden wir diese Untergruppe mit H,,, bezeichnen; zwischen den H,, Hz « , 
gibt es in M’ keine Untergruppen. Analoge Bezeichnungen werden wir 
auch fiir N” brauchen. 

Wir fiihren auch folgende Bezeichnungen ein: D,, ist der Durchschnitt 
der Untergruppen H,, F;, 

Dog = HOF; 
gibt es in RN’ die Untergruppe H, ., fiir gegebene Untergruppe H,, so 
ist H,, das Produkt der Untergruppen H,, D.+;, 5, 
Hag = H. De +1, 83 
gibt es in RN” die Untergruppe F;,, fiir gegebene Untergruppe F;, so 
ist F,; das Produkt der Untergruppen F;, D., 3.1, 
Se 


Die gesuchte Verfeinerung der Menge §’ wird nun so erhalten: fiir 
jedes a, fiir welches es in RN’ die Untergruppe H,., gibt, setzen wir alle 
Untergruppen H,,, 8, < 8 < 8, zwischen H, und H,.., ein. Wii erhalten 
eine Untergruppenmenge ®’, die eine Normalmenge mit Wiederholungen 
ist. Es ist in der Tat H, cC Hag c H.., bei jedem B und Hy, — Hep 
bei 6 < f’. Ist ferner F,; Normalteiler von Fy, so ist auch D,,; Normal- 
teiler von D,,, und, da H, Normalteiler von H,., ist, mu8 auch Hy; 
Normalteiler von H,» sein. Man kann also jede Untergruppe H,¢ in 
W mit H,., = H,z und daher mit G verbinden. 
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Genau so kann man eine zweite Normalfolge mit Wiederholungen T” 
— eine Verfeinerung fiir 2’ — erhalten, wenn man fiir jedes £, fiir welches 
es in N” die Untergruppe F;,, gibt, alle Untergruppen F,;, «,<a< a, 
zwischen F, und F;,, einsetzt. Wir haben zu zeigen, daB die Mengen 
M’, RN” isomorph sind. 

Jeder Faktor in % muB die Gestalt H, 9. 1/Has haben. Ist dieser 
Faktor fiir gegebene «, # tatsichlich vorhanden, so muB die Menge Tt” 
den Faktor F..,,2/F.; besitzen und umgekehrt. Wir ordnen diese 
Faktoren einander zu und behaupten, daB sie isomorph sind, 

Hg, B+ i/Hap ~ F, +1, 0/ Fup. 

In der Tat, das Produkt der Untergruppen H,g und D, ,,, p+, ist 
gleich He, g., (und dasjenige der Untergruppen F,, und Dz. ,, 24, ist 
gleich F, ,,, 3), also gilt, auf Grund des sogenannten ersten Isomorphie- 
satzes, 

Ha, 9 +1/Hag & Dass, p+ 1/Da = 1, p41 0 Hap 
und 

F, . 1, p/Fup & Da 1, P+ 1/De +1, @+19 Fag. 
Es bleibt also nur zu zeigen, daB 
; De ~ 1, ¢+19 Hap = Dati, 9419 Fup 
ist. 

Gehért ein Element g zur Untergruppe H,,, so gilt, da H, Normal- 
teiler von H,,; ist, g = hd mit heH,, deD.+,,~ (also deF,). Gehért 
das Element g gleichzeitig zur Untergruppe D,.,;,;,, und daher zu 
F3.,, 80 gilt 

h=gd-'eFs,,, dh. heDg ps. 
Daraus folgt, daB das Element g sich als Produkt von Elementen 
aus D,.,., und F, darstellen laBt, also gilt 9 &F up und endlich 
9€Da+1,3+19F ag. Jedes Element aus D,.; 94,9 Fag gehort um- 
gekehrt zu D,.; +: Hug, also sind unsere Faktoren wirklich isomorph. 
Damit ist der Isomorphismus der Normalmengen mit Wiederholungen 
N’, RN’ bewiesen. 

5. Es ist im allgemeinen unméglich, die Wiederholungen in den 
oben gebauten Mengen RX’, RN” mit Beibehaltung ihres Isomorphismus zu 
eliminieren. Es gilt aber folgender Satz: 

Zwei beliebige Normalfolgen einer Gruppe besitzen isomorphe Ver- 
feinerungen ohne Wicderholungen. 

Es seien jetzt RN’ = |H,}, N” = {Fp} Normalfolgen, also sind x, p 
Ordnungszahlen, OX asa, OPP. Wir konnen nach 3. und 
werden annehmen, daB MN’ und ®” vollstiindig sind; ist also 4 eine 
Limeszahl, so gilt F; "a Fp. also D,, =~, D,, und daher H,; = XY Has, 
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da H, Normalteiler in jedem H,,; ist. Jede Menge von miteinander 
iibereinstimmenden Untergruppen H,,; in W besitzt also nicht nur ein 
erstes, sondern auch ein letztes Element. Wenn wir in jeder solchen 
Menge nur eine Untergruppe beilehalten, so wird die Folge ®’ zu einer 
Normalfolge ohne Wiederholungen, und zwar so, daB alle sich von der 
Einheitsgruppe unterscheidenden Faktoren der Folge %’ beibehalten 
werden und kein neuer Faktor erzeugt wird. Genau so kann man auch 
die Folge ®” zu einer Normalfolge ohne Wiederholungen reduzieren und 
damit isomorphe Verfeinerunger fiir die Normalfolgen %’, MN’ erhalten. 
Unser Satz ist bewiesen. 

Daraus folgt eine Verallgemeinerung des Jordan-Hélderschen Satzes : 

Je zwei Kompositionsfolgen einer Gruppe sind isomorph. 


(Eingegangen am 26. 6. 1934.) 


—_ -~ . aa 


a~_ ihr at Se ee eee 


Primirkomponentenzerlegung in nichtkommutativen 
Ringen. 
Von 


Hans Fitting in Kénigsberg i. Pr. 





Ejnleitung. 

In der vorliegenden Arbeit definiere ich zunichst die fiir die kommu- 
tative Idealtheorie grundlegenden Begri/fe: prim und primdr fiir beliebige 
zwei- und einseitige Ideale eines nichtkommutativen Ringes (mit Eins- 
element), in dem ich keinerlei Endlichkeitsbedingungen, insbesondere weder 
Teiler- noch Vielfachkettensatz voraussetze. Ich benutze zwei Hilfsbegriffe: 
1. den Oreschen Begriff des Eigenringes eines Ideals, den ich in §1.2 er- 
klire und der wegen des Satzes 1 besonders wichtig ist, 2. den Begriff 
des Radikals eines Ideals, den ich in §1.1 nach dem Vorbild einer Kéthe- 
schen Begriffsbildung zuniichst fiir zweiseitige Ideale, hierauf in §1.3 — mit 
Hilfe des Eigenrings — auch fiir einseitige Ideale definiere. Im Kommu- 
tativen geht meine Definition der Primirideale in die iibliche Definition 
der schwachen Primirideale iiber. 

Unter Voraussetzung des Teilerkettensatzes ist jedes irreduzibele Ideal, 
d. h. jedes Ideal, das nicht als Durchschnitt echter Oberideale dargestellt 
werden kann, primdr, ein beliebiges Ideal also immer als Durchschnitt 
primirer Ideale darstellbar. Wie weit diese Darstellungen sich ,,normieren* 
lassen und welche Eindeutigkeitsgesetze fiir solche ,,normierten’’ Dar- 
stellungen gelten, bleibt noch naher zu untersuchen. 

Unter Voraussetzung des Doppelkettensatzes lapt sich jedes Ideal sogar 
als direkter Durchschnitt primédrer Ideale darstellen. Unter diesen Dar- 
stellungen gibt es ,,normierte“: 1. minimale, bei denen der Durchschnitt 
zweier Komponenten nicht mehr primar ist; 2. mazximale, bei denen die 
Zerlegung soweit wie méglich getrieben ist, bei denen also keine Kom- 
ponente wieder als direkter Durchschnitt echter primiirer Oberideale dar- 
gestellt werden kann. Die Komponenten der minimalen Zerlegungen sind 
bis auf ,,gleichartige“ Ideale, also auch in ihrer Anzahl eindeutig bestimmt; 
das gleiche gilt auch von den Komponenten der maximalen Zerlegungen; 
»,Gleichartigkeit‘‘ bedeutet Isomorphie der zugehérigen Restklassenmoduln. 
Die minimalen Zerlegungen sind stets dann und nur dann absolut eindeutig 
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bestimmt, wenn die zweiseitigen Primideale des Restklassenringes o0*/a 
vertauschbar sind, wo a das zu zerlegende Ideal und o* seinen Eigenring 
bedeutet. Absolute Eindeutigkeit der mazimalen Zerlegungen besteht dann 
und nur dann, wenn 1. die zweiseitigen Primideale von o*/a vertauschbar, 
2. die Restklassenringe nach diesen Primidealen Kérper sind. 2. ist zugleich 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da8 die minimalen 
Zerlegungeh mit den maximalen iibereinstimmen. Im allgemeinen entstehen 
die minimalen Zerlegungen aus den maximalen durch Zusammenfassung 
der untereinander gleichartigen Komponenten. 

Bei dem Beweis der vorgenannten Sitze ergeben sich noch einige 
interessante Nebenresultate, von denen ich das folgende hervorheben 
michte: In einer Ordnung einer einfachen rationalen Algebra ist jedes 
zweiseitige Ideal dann und nur dann in das Produki zweiseitiger Primdr- 
ideale zerlegbar, die paarweise teilerfremd und miteinander vertauschbar sind, 
wenn alle zweiseitigen Primideale der Ordnung vertauschbar sind. Interessant 
ist dieses Ergebnis, weil es — auch im Nichtkommutativen — zahlreiche 
nichimazimale Ordnungen gibt, in denen die Bedingung des letzten Satzes: 
Vertauschbarkeit der zweiseitigen Primideale, erfillt ist. Unter diesen 
gibt es sogar solche, bei denen die Fiihrer durch beliebig viele zweiseitige 
Primideale teilbar sind; der Fall, da8 in den Fiihrern nur ein zweiseitiges 
Primideal aufgeht, ist namlich auf Grund der Theorie der reguliren Ideale 
uninteressant. Umgekehrt sind- natiirlich nicht in allen Ordnungen die 
zweiseitigen Primideale miteinander vertauschbar. 

Neben den Ordnungen der einfachen rationalen Algebren sind in den 
Anwendungen der folgenden Theorie vor allem noch die Ringe der formalen 
Differentialausdriicke mit Koeffizienten aus einem festen Korper von 
Funktionen von einer oder mehreren Verianderlichen interessant, die all- 
gemein beispielsweise von E. Noether und W. Schmeidler'), im Spezialfall 
einer Verinderlichen von 0. Ore*) eingehend untersucht wurden. In diesen 
Ringen gilt — wie E. Noether und W. Schmeidler') gezeigt haben — der 
Teilerkettensatz fiir Links- und Rechtsideale nnd daher i. a. das in Satz 4 
(s. u.) ausgesprochene Zerlegungsgesetz. Die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit 
der feineren Strukturaussagen der Sitze 5a bis f (s. u.), der Doppelketten- 
satz, ist fiir spezielle Ideale erfiillt, zu denen u. a. die von E. Noether und 
W. Schmeidler') betrachteten vollstindig reduzibelen Ideale, bei Be- 
schrankung auf den Fall einer einzigen Verinderlichen alle vom Nullideal 
verschiedenen Ideale gehéren (vgl. Ore, a. a. O.). 

1) E. Noether u. W. Schmeidler, Moduln in nichtkommutativen Bereichen. 
Math. Zeitschr. 8 (1920). 

2) Oystein Ore, Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen. 1. Teil: 
Crelle Journal 167 (1932). 2. Teil: Crelle Journal 168 (1932). 
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§ 1. 
Die Grundbegriffe. 

o sei ein kommutativer oder nichtkommutativer Ring mit dem Eins- 
element 1. 

1. Radikal eines zweiseitigen Ideals a. Ein Element céo heiBe 
eigentlich nilpotent modulo a, wenn das von ¢ erzeugte zweiseitige Ideal 
oco nur aus solchen Elementen besteht, die modulo a nilpotent sind 
{so daB also aus z Coco folgt z¢ = 0 (mod aq) fiir hinreichend groBes 9). 
Sind c und d mod a eigentlich nilpotent, so ist c + d nilpotent modulo aq; 
fiir jedes » wird namlich (c + d)" = c" +d, bzw. = c"+d,, wo d, und 
d,, za dém von d erzeugten zweiseitigen Ideal gehéren. Bei geniigend 
groBem » wird (c+d)"=d, bzw. =d), (mod a) und fiir hinreichend 
groBes m {(c + d)"}" = 0 (mod a). Es folgt: 

Diejenigen Elemente des Ringes 0, die modulo a eigentlich nilpotent 
sind, bilden ein zweiseitiges Ideal c: das Radikal*) des Ideals a. ¢ um- 
faBt alle zweiseitigen Ideale, welche nur aus solchen Elementen bestehen, 
die modulo a nilpotent sind; insbesondere ist a © c. Das Radikal selber 
ist im allgemeinen nicht nilpotent modulo a. 

2. Eigenring eines Ideals. Nach Ore‘) versteht man unter dem 
,,Higenring o** eines Linksideals (a| denjenigen Unterring von 0, der aus 
allen der Bedingung (a|-c* © (a| geniigenden Elementen von o besteht. 
(Fiir jedes a¢(a| wird ac*€(a|.) Bei einem Rechtsideal ja) ist der 
Eigenring o* die Gesamtheit aller c* mit c*-|a) © {a). Der Eigenring 
eines Ideals von o ist offenbar der maximale Unterring von 0, in dem 
das Ideal zweiseitig ist. Seine Bedeutung beruht auf: 

Satz 1: o*/(a| ist mit dem Automorphismenring des Restklassen- 
moduls 0/(a| isomorph; entsprechendes gilt natiirlich fiir Rechtsideale. 

Beweis: Der Automorphismenring des Moduls 0/(a| werde mit YU, 
die Menge derjenigen Restklassen modulo (a|, welche bei den Auto- 
morphismen von o/(a| der vom Einselement erzeugten Restklasse 1 ent- 
sprechen, mit 1-% bezeichnet. 1-% und o*/(a| sind als Mengen identisch: 
Ist y ein Element von 0, das eine zu 1-4 gehérige Restklasse y er- 
zeugt (y = 1-9, wo OE), so gilt offenbar a-yE(a| fiir jedes a €(al, 
also yco*. Ist umgekehrt z* irgendein Element von o*, so erhalt man 


8) Als Radikal des Ringes 0 wird man das zum Nullideal gehérige Radikal 
bezeichnen. Dieser Radikalbegriff ist etwas allgemeiner als der von G. Kéthe in 
der Arbeit: Die Struktur der Ringe, deren Restklassenring nach dem Radikal voll- 
standig reduzibel ist, Math. Zeitschr. 32 (1930), 8. 169 eingefiihrte, fallt aber in 
dem von Kéthe betrachtetem Falle mit dem spezielleren zusammen. 

4) Oystein Ore, Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen, 2. Teil. 
Crelle Journal 168 (1932), Kap, 1, § 4, S. 241—243. 
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— wie man sich leicht iiberlegt — durch die Abbildung 2-1 + 2-z*, 
wo 2* die von z* modulo (a| erzeugte Restklasse bedeutet und =z alle 
Ele.aente von o durchlauft, stets einen Automorphismus von o/(a\, bei 
dem 2* der Einsreetklasse 1 zugeordnet ist; hieraus folgt 2*¢1-%. 

Nachdem die Identitaét der Mengen 1-% und o*/(a| erkannt ist, er- 
gibt sich die Isomorphie zwischen MU und o*/(a|, wenn man jedem OC Y 
die Restklasse 1O€1 UM = o*/(a| zuweist. 

3. Radikal eines einseitigen Ideals. Das im Eigenring definierte 
Radikal eines Ideals von 0 nenne ich kurz das Radikal dieses Ideals. 
Bei einem einseitigen Ideal ist demnach das Radikal im allgemeinen kein 
Ideal des Ringes 0, sondern des zugehérigen Eigenrings. 


4. Primideale. Ia: Ein Linksideal (p| heiBt ein Primideal, wenn 
im Eigenring o* ein Produkt zweiseitiger Ideale bf, ..., bf nur dann durch 
(p| teilbar ist, falls (p| wenigstens in einem Faktor b? aufgeht; die b* 
sind dabei zweiseitige Ideale des Eigenrings o* von (p|. 

Ib: (p| hei®t imsbesondere ein vollstdéndiges Primideal, wenn aus 
b}-...-bf = 0 (mod (p|) fiir mindestens ein « 6 = 0 (mod (p|) folgt, 
wobei die 5* diesmal keine Ideale, sondern Elemente des Eigen- 
rings o* von (p| bedeuten. Vollstandig prim ist ein Linksideal (p| 
offenbar stets dann und nur dann, wenn der Restklassenring o*/(p| keine 
Nullteiler enthalt. 

Jedes vollstindige Primideal ist selbstverstindlich prim im Sinne der 
Definition la; denn wire ein Produkt zweiseitiger Ideale bf, ..., bf des 
Ringes o*, aber kein Faktor dieses Produktes durch (p| teilbar, so kénnte 
man aus jedem b3(z = 1, ..., k) je ein Element 6 herausgreifen, das 
nicht zu (p| gehért, wihrend das Produkt bf-...- bf in (p| enthalten 
ist, was der Definition eines vollsténdigen Primideals widerspricht. 

Bei Rechtsidealen lautet die Definition fiir Prim- bzw. vollstandige 
Primideale genau wie bei den Linksidealen. Ein zweiseitiges Ideal ist 
gleichzeitig als Links- und als Rechtsidea] prim, vollstindig prim oder 
nicht prim. 

5. Primirideale. 


IIa: Ein Linksideal (q| heiBt II a: Ein Rechtsideal |q) heiBt 





primar, wenn 
(1.) das Radikal p* ein Prim- 
ideal (des Eigenrings o* von (q)) ist, 
(2.) fiir zweiseitige Ideale a* 
und b* des Eigenrings 0* aus 
a* b* = 0 (mod (q)), a* + 0 (mod (q}) 
folgt, daB b* = 0 (mod p*) gilt 





primar, wenn 
(1.) das Radikal p* ein Prim- 
ideal (des Eigenrings o* von |q)) ist, 
(2.) fiir zweiseitige Ideale a* 
und b* des Eigenrings o* aus 
a* b* = 0 (mod |q)), b* + 0 (mod |q)) 
folgt, daB a* = 0 (mod p*) gilt 
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(daB also b* nur aus solchen Ele- 
menten besteht, die modulo (q| 
nilpotent sind). 

Im allgemeinen wird aus 
a*b* = 0, b* + 0 (mod (q)) 
nicht immer auch a* = 0 (mod p*) 

folg 1. 
Ist p* nilpotent modulo (q|, so 
sind die Bedingungen (1.) und (2.) 
iquivalent mit der einzigen, daB 
(3). aus 
a*-b* = 0, a* + 0 (mod (q)) 
fiir geniigend groBes 9 (b*)’ = 0 
(mod (q|) hervorgeht. 





(daB also a* nur aus solchen Ele- 
menten besteht, die modulo |q) 
nilpotent sind). 

Im allgemeinen wird aus 
a*-b* = 0, a* + 0 (mod |q)) 
nicht immer b* = 0 (mod p*) 

folgen. 
Ist p* nilpotent modulo |q), so 
sind die Bedingungen (1.) und (2.) 
aquivalent mit der einzigen, daB 
(3.) aus 
a*b* = 0, b* + 0 (mod |q)) 
fiir geniigend groBes 0 (a*)? = 0 
(mod |q)) hervorgeht. 


Genau genommen ist — unter Voraussetzung ter Nilpotenz von p* 
modulo (q| bzw. |q) — (3.) mit (2.) aquivalent, was sich ja unmittelbar 
iibersehen lit, und (1.) eine Folge von (2.) oder (3.); fiir ein durch p* teil- 
bares Produkt bf -...- bf zweiseitiger Ideale des Ringes o* gilt niimlich 
(by: ... + bf)? =O (mod (q| bzw. |q)), falls 9 geniigend groB gewihlt 
wird; aus den Idealen b?, ..., bf laBt sich also mindestens ein aus még- 
lichst wenig Faktoren zusammengesetztes Produkt b?-b}-...-b?-b? bilden, 
das durch (q| bzw. |q) teilbar ist; in diesem Produkt ist 

a* = bf-b}-...- bf = 0 (mod (q| bzw. |q)) 
und daher bf = 0 (mod p*); p* muB also ein Primideal von o* sein. 

Das Radikal eines Primirideals bezeichne ich als das zum Primirideal 
gehérige Primideal. Bei einem einseitigen Primirideal ist demnach das zu- 
gehérige Primidea] im allgemeinen kein Ideal von 0, sondern des Eigenrings o*. 

Ist ein zweiseitiges Ideal als Linksideal primir, so braucht es als 
Rechtsideal nicht primar zu sein und umgekelirt. 

IIb: Den vollstindigen Primidealen entsprechend definiere ich noch 


vollstandige Primirideale: 

Ein Linksideal (q| heiBe voll- 
stiindig primdr, wenn fiir zwei Ele- 
mente a* und b* des Eigenrings o* 
aus 

a* b* = 0, a* + 0 (mod (q}) 
folgt, daB 6* modulo (q| eigentlich 
nilpotent ist, wenn aiso in o*/(q| 
alle rechten Nullteiler eigentlich 
nilpotent sind. 





Ein Rechtsideal |q) heiBe voll- 
stindig primér, wenn fiir zwei Ele- 
mente a* und b* des Eigenrings o* 
aus 

a* b* = 0, b* = 0 (mod |q)) 
folgt, daB a* modulo |q) eigentlich 
nilpotent ist, wenn also in o*/|q) 
alle linken Nullteiler eigentlich 
nilpotent sind. 
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Jedes vollstindig primdre Ideal (q| bzw. \q) ist primar im Sinne der 
Definition Ila; das zugehdrige Primideal ist ein vollstindiges. 

Beweis: Das Radikal von (qj bzw. |q) heiBe p*. Eine geniigend 
hohe Potenz eines durch p* teilbaren Produkts von Elementen b}-...- db} 
des Eigenrings o* von (q| bzw. |q) ist = 0 (mod (q| bzw. |q)). Aus den 
Elementen bf, ..., bf liBt sich daher mindestens ein méglichst wenig 
Faktoren umfassendes Produkt 6?-b*-...-b3-b? bilden, das in (q| bzw. 
|q) enthalten ist. In diesem Produkt ist 

a* = bf -bF-...-b% + 0 (mod (q| bzw. {q)). 
Folglich ist b* modulo (q| bzw. |q) eigentlich nilpotent, d.h. b? = 0 
(mod p*) und daher p* ein vollstandiges Primideal von o*. 
a* und b* seien jetzt zweiseitige Ideale von o*, die der Bedingung 
a*.b* = 0 (mod (q|), aber a* + 0 (mod (q}) 
geniigen. Es gibt dann in a* mindestens ein nicht zu (q| gehériges 
Element a*. Fiir jedes Element 6* €b* gilt a*-b* = 0 (mod (q|). Wegen 
a* = 0 (mod (y|) ergibt sich hieraus 6* = 0 (mod p*), b* = 0 (mod p*), 
entsprechendes gilt modulo |q). 

Einfachste Beispiele fiir Primirideale sind die Primideale, bei denen 
das zugehérige Radikal ebenfalls Primideal ist; ein vollstindiges Prim- 
idea] ist stets vollstandig primiir. 

Im Kommutativen gehen die Begriffe primar und vollstandig primar 
in den Begriff eines schwachen Primirideals*) iiber. 

Genauere Strukturaussagen lassen sich machen, wenn man ein Links- 
ideal (a| betrachtet, bei dem fiir die linksseitigen Oberideale der Doppel- 
kettensatz gilt: 

Das Ideal (a| ist prim, wenn es in seinem Eigenring o* zweiseitig 
teilerlos, der Restklassenring o*/(a| zweiseitig einfach (voller Matrizenring 
iiber einem Kérper) ist; es ist vollstindig prim, wenn es in seinem Eigen- 
ring o* zwei- und einseitig teilerlos, der Restklassenring o*/(a| also ein 
Kérper ist. Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend. Primar 
ist (a| dann und nur dann, wenn (a| im Eigenring nur durch ein ein- 
ziges zweiseitiges Primideal p* teilbar ist, so daB (a| auch ein einartiges 
Ideal *) (im Dedekindschen Sinne) genannt werden kann; p* ist zweiseitig 
teilerlos und modulo (a| nilpotent. Als primires Ideal kann (a| auch 
dadurch charakterisiert werden, daB der Restklassenring o*/(a| im Artin- 
schen Sinne primar’): in 0*/(a| also jedes vom Kinheitsideal verschiedene 

*) v. d. Waerden, Moderne Algebra — im folgenden mit v. d. W. zitiert — 2, 
§ 82, S.31 und § 83, S. 35. 

*) Derselbe, 2, § 86, S. 48 ff. 


*) E. Artin, Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen, Abh. d. Math. Seminars 
d. Univ. Hamburg 5, S. 256. 
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zweiseitige Ideal nilpotent ist. SchlieBlich ist (a| vollstindig primar dann 
und nur dann, wenn (a| primar und das zugehérige Primideal p* zwei- 
und einseitig teilerlos, wenn also der Restklassenring o*/(a| im Artinschen 
Sinne vollprimir’), d.h. in o*/(a| jedes vom Einheitsideal verschiedene 
zwei- und einseitige Ideal nilpotent ist. 

Dieselben Struktursitze gelten natiirlich auch fiir Rechtsideale, bei 
denen der Doppelkettensatz fiir die rechtsseitigen Oberideale vorausgesetzt 
wird. Fiir ein zweiseitiges Ideal a gelten diese Struktursiitze, wenn das 
Radikal ¢ von a modulo a nilpotent und der Restklassenring o/c voll- 
stindig reduzibel (direkte Summe aus endlich vielen einfachen Links- 
idealen) ist. Unter dieser Voraussetzung ist a als Links- und als Rechts- 
ideal gleichzeitig primar, vollprimir oder nicht primar (was ja allgemein 
nicht der Fall ist! s. o.). 

Der Beweis der Behauptungen der beiden letzten Abschnitte ergibt 
sich, wenn man von o* zum Restklassenring o*/(a| iibergeht und benutzt, 
daB wegen des Satzes 1 und wegen der Giiltigkeit des Doppelkettensatzes 
im Restklassenmodul o/(a| das Radikal c* modulo (a| nilpotent und der 
Restklassenring o*/c* vollstaindig reduzibel ist*). 


In den weiteren Ausfiihrungen beschrinke ich mich von jetzt an auf 
Linksideale. Alle Aussagen lassen sich leicht auf Rechtsideale iibertragen. 


6. Irreduzibele Ideale. Ein Linksideal (a| heiSt teilerfremd-irredu- 
zibel*), wenn es sich nicht als direkter Durchschnitt echter linksseitiger 
Oberideale (b,|, (b,|, darstellen li8t. Kann (a| iiberhaupt nicht als 
Durchschnitt echter linksseitiger Oberideale (b,|, (b,| dargestellt werden 
(auch dann nicht, wenn man nicht verlangt, daB (b,|, (b,| teilerfremd 
sind), so heiBt (a| schlechthin irreduzibel '*). 


Satz 2: Gilt bei einem irreduzibelen Linksideal (a| der Teiler- 
kettensatz fiir die linksseitigen Oberideale, so ist (a| vollstindig primar"). 


Beweis: stiitzt sich auf Satz 1. Nach diesem Satz ist die 
Struktur des Automorphismenringes irreduzibeler Abelscher Gruppen mit 
Teilerkettensatz zu untersuchen: © sei eine Abelsche Gruppe mit Opera- 
toren. In G gelte der Teilerkettensatz: Jede aufsteigende Kette von Unter- 


*) H. Fitting, Die Theorie der Automorphismenringe Abelscher Gruppen und 
ihr Analogon bei nichtkommutativen Gruppen, Math. Annalen 107 (1932), Satz 11, 
§ 16, Satz 13b, §17. 

%) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen 88 (1921), § 8 
bzw. § 9. 

10) Dieselbe, a. a. O. [s. FuBnote *)], §2 bzw. §9; oder v.d. W. 2, § 83, S. 36. 

11) Hinsichtlich des Analogons dieses Satzes im Kommutativen vgl. v.d. W. 
2, § 83, S.36. Der Beweis des Textes weicht auch im Kommutativen vom iib- 
lichen ab. 
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gruppen U, © U, SU, ©... besitze nur endlich viele voneinander ver- 
schiedene Glieder. SchlieBlich sei G irreduzibel in dem Sinne, da8 je 
zwei Untergruppen ©, + (e), ©, + (e) (¢ Einheitselement von ©) immer 
einen von (e) verschiedenen Durchschnitt, d. h. mehr als nur das Einheits- 
element gemein haben. 

@ sei irgendein Automorphismus von ©. Mit ©, werde die Gesamtheit 
aller Elemente G, aus © bezeichnet, die der Bedingung G,0" = « geniigen. 
Offenbar sind die ©, Untergruppen von 6, fiir die 


6,56,°6,¢5...¢6,¢ 


gilt. Von einem endlichen Index n an wird schlieBlich 
,, == G41 = Gyase — 


Ich setze G** = G, und G©* = GO”. (Es ist dies ungefihr derselbe 
Ansatz wie bei der verallgemeinerten Peirceschen Zerlegung.) ©* und G** 
haben nur das Einheitselement gemein. Da © irreduzibel sein sollte, ist 
entweder 


(a) G* = (ec), G**D (ec) oder (8) G*D(e), G* = (e). 


Im ersten Fall ist O mehrstufig und nilpotent, im zweiten Fall ist 0 
einstufig und nicht nilpotent. Man schlieBt hieraus leicht: Die mehr- 
stufigen Automorphismen bilden ein zweiseitiges Ideal € des Auto- 
morphismenringes & von 6: Ist O ein mehrstufiger, /7 ein beliebiger 
Automorphismus, so ist O/7 wieder mehrstufig, also nilpotent, dann ist 
auch /7@ nilpotent, also mehrstufig. Ist 0’ ein zweiter mehrstufiger 
Automorphismus, 6, (wie oben) die Gruppe aller G, mit G,O = e, ©; die 
Gruppe aller G, mit G,QO = e«, dann ist laut Voraussetzung ©, + (e), 
©, + (e), also G, ~ G, + (e); hieraus folgt leicht, dab O + O’ mehrstufig 
sein muB. Das Ideal € der mehrstufigen Automorphismen ist das Radikal 
des Automorphismenringes U von G. Ist /] ein einstufiger Automorphismus, 
so kann 9/7 offensichtlich nicht der Nullautomorphismus P, sein (wenn 
0 + P.,)"). Aus 0,0, = P, und O, + P, folgt also, daB O, mehrstufig, 
also eigentlich nilpotent ist. In W ist daher das Nullideal vollstindig 
primir und dementsprechend € ein vollstindiges Primideal. Aus diesen 
Aussagen ergibt sich Satz 2 unmittelbar. 


Satz 3: Setzt man bei einem Linksideal (a\ fiir die linksseitigen 
Oberideale neben dem Teilerkettensatz noch den Vielfachenkettensatz voraus, 


12) Es ist mir leider nicht gelungen, zu beweisen, daB auch J/7O + P,. Ware 
es méglich, dies zu zeigen, so lieBe sich die Definition des Primarbegriffs wesentlich 
vereinfachen, indem man fordert, daB alle Nullteiler, nicht nur die rechten, eigent- 
lich nilpotent waren. 
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so ist (a| schon dann vollstindig primdr, wenn (a| nur teilerfremd-irreduzibel 
ist. Umgekehrt ist (a| teilerfremd-irreduzibel, wenn (a| vollstaéndig primar ist. 

Beweis: Bedeutet o* den Eigenring von (a|, so besagt die Be- 
hauptung, (a| sei vollstandig primar, daB o*/(a| im Artinschen Sinne 
vollstandig primar ist (s. 0.), dies ist aber wegen des Satzes 1 stets dann 
und nur dann der Fall, wenn der Modul o/(a| direkt unzerlegbar "*), 
d.h. (a| teilerfremd-irreduzibel ist. 


§ 2. 


Die Zerlegungsgesetze. 

Satz 4: Gilt fiir die linksseitigen Oberideale eines Linksideals der 
Teilerkettensatz, so ist dieses Idea] immer Durchschnitt von endlich vielen 
irreduzibelen Linksidealen. Nach Satz 2 laft sich also ein Linksideal von 
der genannten Art immer als Durchschnitt von endlichen vielen priméiren 
(ja sogar vollpriméren) Linksidealen darstellen™). Unter diesen Dar- 
stellungen als Durchschnitt primarer (bzw. vollprimarer) Linksideale gibt 
es insbesondere immer ,,ktirzeste: bei denen der Durchschnitt ver- 
schiedener Komponenten nicht mehr primar (bzw. vollprimar) ist und 
auBerdem keine Komponente den Durchschnitt der iibrigen umfaBt, d.h. 
iiberfliissig ist. Im Kommutativen sind bei den kiirzesten Primir- 
komponenten Zerlegungen die zu den Komponenten gehdérigen Primideale 
und die Anzahl der Komponenten eindeutig bestimmt’). Ob im Nicht- 
kommutativen ein Analogon zu diesem Eindeutigkeitsgesetz besteht, scheint 
fraglich, bleibt aber noch naher zu untersuchen. Vielleicht gilt Kindeutig- 
keit der Komponentenzah] und eine Art ,,Austauschsatz‘‘, was nach 
E. Noether**) der Fall ist, wenn man sich auf kiirzeste Darstellungen als 
Durchschnitt irreduzibeler Ideale beschrankt. 

Zu wesentlich schirferen Satzen gelangt man, wenn man — was in 
den niachsten Siatzen geschehen soll — ein Linksideal (a| betrachtet, bei 
dem fiir die linksseitigen Oberideale neben dem Teiler- noch der Vielfachen- 
kettensatz vorausgesetzt wird. Allein auf Grund des Teilerkettensatzes 
ist ein solches Ideal direkter Durchschnitt teilerfremd-irreduzibeler Links- 
ideale. Nach Satz 3 folgt hieraus: 


Satz 5a: Fiir (a| gilt Satz 4 in der schirjeren Fassung, da (a| sich 
sogar als direkter Durchschnitt primdrer Linksideale darstellen lapt. 


18) H. Fitting, a. a. O. (s. FuBnote 8), § 14, Satz 7. 

14) Im Spezialfall eines kommutativen Ringes gab E. Noether, a. a. O. (siehe 
FuBnote *), §4, einen Beweis dieses Satzes, den man z. B. auch in v. d. W. 2, § 83, 
dargestellt findet. 

16) v. d. W. 2, § 84. 

16) E. Noether, a.a. 0. (s. FuBnote *), § 3 bzw. § 9. 
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Bei den Darstellungen im Sinne des Satzes 5a sind zwei Arten be- 
sonders interessant: a) die mintmalen, bei denen der Durchschnitt ver- 
schiedener Komponenten nicht mehr primar ist, und b) die mazimalen, 
bei denen keine Komponente im Sinne des Satzes 5a weiterzerlegt werden 
kann, d.h. als direkter Durchschnitt von mindestens zwei primaren Links- 
idealen + o darstellbar ist. Jede minimale (direkte) Primairkomponenten- 
zetlegung ist eine kiirzeste Darstellung als Durchschnitt primarer, jede 
maximale (direkte) Primirkomponentenzerlegung eine kiirzeste Darstellung 
als Durchschnitt vollprimarer Linksideale (hinsichtlich des Begriffes: 
, kiirzeste Darstellung‘ vgl. Satz 4). Inwieweit das Umgekehrte gilt, in 
wieweit tiberhaupt Satz 5a als Spezialfall des Satzes 4 gewonnen werden 
kann, ist noch nicht aufgeklart. 

Fiir die minimalen und maximalen (direkten) Primairkomponenten- 
zerlegungen von (aj bestehen folgende Satze: 


Satz 5b: Eine Darstellung von (a\ als direkter Durchschnitt primérer 
Linksideale ist dann und nur dann maximal, wenn alle Komponenten voll- 
sliindig primir (teilerfremd-irreduzibel) sind. Bei zwei maximalen (direkten) 
Primarkomponentenzerlegungen : 


(a| = (f, | IN eee LX (f, | == (f, | TN cee DY (f)| 
gilt folgendes: 


1. Krullscher Satz'’), 1. Fassung: Die (f| lassen sich den (| auf 
mindestens eine Weise umkehrbar eindeutig so zuordnen, daB jedes (t;\ mit 
dem zugeordneten (f;| von ,,gleicher Art’) ist: 0/(f;| ~ o/(ty|; imsbesondere 
ist 1 =’. (Die Numerierung der (f| werde so gewihlt, daB i = 7’ 
ausfalit.) 

2. Krullscher Satz, 2. Fassung: Im Eigenring 0* von (a| gibt es 
mindestens ein zu (a| teilerfremdes Element e*, fiir das (f,;|-e* = (f;| gilt 
(Numerierung beachten). Die Komponenten der ersten Zerlegung gehen 
also durch Multiplikation mit einem zu (a\ teilerfremden Element des Eigen- 
rings o* in die der zweiten iiber. 

3. Schmidtscher Austauschsatz"’): In der Gleichuny (f,|...-(f,| 
= (f,|o...(f| kann jedes (t| gegen mindestens (nicht genau) ein (f'| 
ausgetauscht werden. Bei der gewahlten Numerierung braucht nicht fiir 
jedes i (f,! gerade gegen (f;| austauschbar zu sein. 

4. Ist das Ideal (a| in seinem Eigenring 0o* durch die zweiseitigen 
Primteiler pt,..., ph, teilbar und hat o* pi als o*-Modul die Komposi- 


tionsreihenlange l,, dann ist 1 =I = > l, (der Restklassenring o*/p% ist 


17) W. Krull, Uber verallgemeinerte Abelsche Gruppen, Math. Zeitschr. 23 (1925), 
§ 6, S. 186; Otto Schmidt, Unendliche Gruppen mit endlicher Kette, ebenda 29 (1929). 
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nach bekannten Struktursitzen mit einem vollen Matrizenring iiber einem 
Kérper isomorph; J, ist der Grad dieses Matrizenringes, nach Speiser 
heiBt J, auch die ,,Kapazitdt’‘ des Primideals p%.) Teilt man die Kom- 
ponenten in ,,Klassen“* untereinander gleichartiger Ideale ein, so ist die 
Anzahl dieser Klassen gleich m und die Anzahl der Ideale in den einzelnen 
Klassen bzw. 1,,1,, ..., bm'™*). 


Satz 5c"): Primiar ist (a| stets dann und nur dann, wenn alle 
(f| zu einer einzigen Klasse gehéren, d.h. von gleicher Art sind. Der 
Restklassenring o*/(a| ist in diesem Fall voller Matrizenring iiber einem 
vollprimaren Ring, der mit den Restklassenringen o7/(f,;| isomorph ist, 
wo of den Eigenring von (f,| bedeutet; der Grad des Matrizenringes 
ist die Zahl 1. — Ist (a| insbesondere ein Primideal, so sind die Kom- 
ponenten (f;| vollstindige Primideale gleicher Art. 


Satz 5d: Die minimalen Darstellungen von (a\ als direkter Durch- 
schnitt primdrer Linksideale entstehen aus den mazximalen, indem in den 
letzteren alle untereinander gleichartigen Komponenten zusammengefapt werden. 


(a| = (| A---A (nl = (il a... Ga 


seien zwei minimale Darstellungen von (a| als direkter Durchschnitt 
primarer Linksideale. Es gilt dann: 


1. Krullscher Satz'’), 1. Fassung®°): Jedes (q;| ist mit genau einem 
(q7| von gleicher Art, in dem Sinn, daB die Restklassenmoduln 0/(q;|, 
0/(q7| isomorph sind’); insbesondere ist m = m’. (Ich denke die Nume- 
rierung der (q’| so gewahlt, daB i = 7@’ ausfillt). 

17a) Vgl. Zusatz 1 am SchluB der Arbeit. 

18) Ich hebe diese Spezialfaille hervor, weil sie zur Herleitung der bekannten 
Struktursétze dienen kénnen, dié fiir diejenigen hyperkomplexen Systeme gelten, 
welche durch einfache algebraische Erweiterung des Zentrums einer einfachen Al- 
gebra A entstehen; man hat hierzu -- nach dem Vorbild der kommutativen 
Kérpertheorie — den gewéhnlichen Polynombereich A [x] einzufiihren (2 mit allen 
a CA vertauschbar!) und die Struktur der Restklassenringe nach den zweisecitigen 
Primidealen +0 von A[z] zu untersuchen. Zu weiterfiihrenden Struktursatzen 
gelangt man, wenn man an Stelle von A[z] den a!lgemeineren Polynombereich 
A{[x, 8] mit der Multiplikationsregel x-a = a*-2 zugrunde legt, wo S irgendeinen 
festen Automorphismus der Algebra A bedeutet. 

'%) E. Noether und W. Schmeidler, a.a.O. [s. FuBnote ')], § 9. 

20) In Satz 5d wird zwar nicht der Krull-Schmidtsche Satz selber, aber eine 
einfache Folgerung daraus angewandt: © sei eine Abelsche Gruppe mit Operatoren; 
auBerdem gelte in © der Doppelkettensatz. Hat man © auf zweierlei Art in das 
direkte Produkt direkt unzerlegbarer Faktoren zerlegt und faBt man in jeder Zer- 
legung alle untereinander isomorphen Faktoren zusammen, so ist in den beiden so 
entstehenden Zerlegungen jeder Faktor der ersten Zerlegung mit genau einem Faktor 
der zweiten isomorph und austauschbar. 
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2. Krullscher Satz, 2. Fassung: Jm Eigenring 0* von (a| gibt es min- 
destens ein zu (a| teilerfremdes Element e* (das also in o*/(a| Einheit ist), 
mit der Eigenschaft (q;\-e* = (q;\| ftir jedes i. (Man denke an die spezielle 
Numerierung.) 

3. Schmidtscher Austauschsatz '’): (q;| und (q;| kénnen in der Glei- 
chung (9,| A --- A (Gm!) = (i! A --. O (Gn| gegeneinander ausgetauscht 
werden. (Numerierung beachten!) 

4. Die Komponentenzahl m ist gleich der Anzahl der zweiseitigen Prim- 
teiler pi, ..., Pm von (a| im Eigenring o*. Die p* sind iibrigens im 
allgemeinen nicht die zu den (q| gehérigen Primideale, diese liegen in 
anderen Ringen: den Eigenringen der (q|. 

Der Beweis der Satze 5b, 5c, 5d ergibt sich leicht, wenn man den 
Zusammenhang zwischen direkter Summe und direktem Durchschnitt be- 
achtet, den Krull-Schmidtschen Satz heranzieht und — unter Beriick- 
sichtigung des Satzes 1 — die Theorie der Automorphismenringe Abelscher 
Gruppen anwendet*). 

AnschlieBend will ich noch die Frage behandeln, wann die maximalen 
und minimalen direkten Primdrkomponentenzerlegungen von (a| nicht nur 
bis auf gleichartige Ideale, sondern absolut eindeutig bestimmt sind. 
Hierfiir gibt es einfache iibersichtliche Kriterien (siehe Satze 5e, f unten). 
Um diese zu finden, mu8 ich etwas weiter ausholen. Ich betrachte zu- 
paichst ein zweiseitiges Ideal m mit den beiden folgenden Eigenschaften: 

1. Das Radikal ¢ von m ist modulo m nilpotent (c? =0 (mod m) 
‘fiir geniigend groBes 9g). 
2. Der Restklassenring o/c ist vollstandig reduzibel: direkte Summe 
von endlich vielen einfachen Linksidealen. 
Wendet man die Struktursiitze, welche Kéthe**) fiir diejenigen Ringe 
bewiesen hat, bei denen der Restklassenring nach dem Radikal (des Null- 
ideals) in die direkte Summe von endlich vielen einfachen Linksidealen 
zerfallt (vollstindig reduzibel ist), auf den Restklassenring o/m an, e0 
zeigt sich: 

Ein zweiseitiges Ideal mit der Eigenschaft (E) WiBt sich immer als 
direkter Durchschnitt primdrer Linksideale darstellen, unter diesen Dar- 
stellungen gibt es insbesondere minimale (im Sinne unserer obigen Definition), 
fiir welche alle Eindeutigkeitsaussagen des Satzes 5d gelten. 

Ich behaupte jetzt: 

Satz 6: Ein zweiseitiges Ideal m mit der Eigenschaft (E) lapt stets 
dann und nur dann eine einzige minimale Darstellung als direkter Durch- 


(E) 


%1) H. Fitting, a. a. O. [siehe FuBnote *)}. 
93) G. Kéthe, a. s. O. [siehe FuBnote *)}. 
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schnitt primdrer Linksideale zu, wenn alle in m aufgehenden zweiseitigen 
Primideale modulo m vertauschbar, d.h. alle zweiseitigen Primideale des 
Restklassenringes 0/m im gewéhnlichen Sinn vertauschbar sind. 

Die ,,Vertauschbarkeit zweiseitiger Ideale u und v modulo einem 
dritten zweiseitigen Ideal w“ wird durch die Gleichung uv + w = vu-- w 
definiert. 

Beweis: I. Die Bedingung ist hinreichend: Sind die zweiseitigen 
Primteiler von m modulo m vertauschbar, so gibt es fiir m nur eine 
einzige minimale direkte Primirkomponentenzerlegung. Zunichst zeige 
ich, daB m unter den gemachten Voraussetzungen als direkter Durchschnitt 
zweiseitiger Primédrideale dargestellt werden kann. Der Beweis hierfiir er- 
gibt sich aus einer Kette von Hilfssiitzen: 

Hilfssatz 1: Zu m kann man endlich viele zweiseitige Primideale 
P,,-++) Pe, die alle in m aufgehen, so finden, daB m in dem Produkt 
p,:-..°P, aufgeht. 

Beweis: Der Restklassenring nach dem Radikal ¢ von m ist voll- 
stindig reduzibel (siehe E,), also direkte Summe zweiseitig einfacher 
Ringe. Dieser direkten Summenzerlegung entspricht eine Darstellung des 
Ideals ¢ als direkter Durchschnitt zweiseitiger Primideale: p,,..., p,; es 


ist also p,-....-p, Sp, 0... Op, =. Nun ist ¢ nilpotent modulo m; 
fiir geniigend groBes 9 wird daher 


(1) (p,-...°p,)*? See om. 

Die p,, ..., p, gehen in ¢, also auch in m auf; umgekehrt ist natiirlich 
1 g g 

jedes in m aufgehende zweiseitige Primideal unter den p,,.... p, ent- 

halten. 


Hilfssatz 2: u, v, Ww, x, 0, 3 selen zweiseitige Ideale. Ist u mit v 
modulo w vertauschbar und w &3, dann folgt aus rivy [3 stets 
xvuy [3 und umgekehrt. 

Beweis: rnpuyn Sx (w+ovu) yn = x (w+ uv)» S3. 

Wendet man Hilfssatz 2 auf die Beziehung (1) an, so ergibt sich, 
da die Ideale p,,..., p, nach Voraussetzung modulo m vertauschbar sind: 
(2) Poa Poa. Play Sm, 
wo x eine beliebige Permutation der Indizes 1, 2,...,s bedeutet. Ich 
bilde nun die zweiseitigen Primiirideale q, = pj + m,..., 4, = p: +m und 
behaupte q, 1 Q,.0...04, = ™. 

Zur Berechnung des Durchschnitts q, ~... 4, benutze ich 


Hilfssatz 3: Der Durchschnitt zweiscitiger Ideale u,, ..., u,. die paar- 
weise teilerfremd sind, ist u, A... a Uy = ZY Wag): Uayy:---' Ur, wo die 


a 


Summe iiber alle Permutationen x der Indizes 1, 2,..., 8 2u erstrecken ist. 
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Beweis: Im Fall s = 2 wird: 
u, uy + usu, Su, nu, S(u, ou,) u, + (u, ou) u, Suu, + u, wy. 
Im Fall s > 2 fihrt ein einfacher Induktionsschlu8 zum Ziel. 
Eine Anwendung der Hilfssiitze 2 und 3 auf die Ideale q,,..., 4, 
liefert mOq,n...04,5 J Gay----*Gaw SM, also 


(3) q,O.---4, = ™. 

(3) ist offenbar eine minimale Darstellung von m als direkter Durch- 
schnitt primirer Linksideale. Alle iibrigen entstehen aus (3), wenn man 
die Durchschnitte q,e* ~ ... \q,e* bildet, wo e* alle zu m teilerfremden 
Elemente des Ringes o* = o durchliuft. Nach Definition sind die q alle 
zweiseitig; infolgedessen wird q, = q,e*,...,q, = 4,e*. Es gibt also 
nur eine eindeutig bestimmte minimale direkte Primarkomponentenzerlegung 
von m, q. e. d. 

Il. Umgekehrt ist die Bedingung des Satzes 6 auch notwendig: Wenn m 
nur eine einzige minimale Darstellung 
(4) m= (4,|0...0(4,| 
als direkter Durchschnitt primarer Linksideale zulaéBt, so sind alle zwei- 
seitigen Primteiler von m modulo m vertauschbar. 

Ich zeige zuniichst, daB die Komponenten der Zerlegung (4) alle 
zweiseitig sein miissen. Dies ergibt sich leicht aus 

Hilfssatz 4: Werden bei einer direkten Produktzerlegung 
G = §, x... * §, einer Abelschen Gruppe © alle Faktoren von den 
eigentlichen Automorphismen von © auf sich abgebildet, dann werden 
diese Faktoren von einem beliebigen Automorphismus von © auf eine 
Untergruppe von sich abgebildet. In diesem Satz werden fiir © keine 
Endlichkeitsbedingungen vorausgesetzt. 

Beweis: © sei irgendein Automorphismus und H, derjenige Auto- 
morphismus von ©, bei dem jedem Element A von © die §-Komponente 
von A zugeordnet ist. Es gilt dann bekanntlich H,+...+H, = P, 
(P, = identischer Automorphismus von ©) und fiir i+j H,;H, = P, 
(P, = Nullautomorphismus von G). Hieraus folst 9 = ¥ H 

i,j=1 
Fiir i+j ist H,OH, = P,; denn sonst wire H,OH,+ P, wegen 
(H,0H,+ P,)-(— H,OH, + P,) = P, ein eigentlicher Automorphismus 
von ©, der §, nicht auf sich abbildet, was der Voraussetzung wider- 


spricht. Daher ist @ = 3’ H,OH, und $,0 = $,H,OH, SS. 


i=1 


Ich wende Hilfssatz 4 auf diejenige direkte Summenzerlegung des: 


Restklassenmoduls o/m an, die der direkten Durchschnittsdarstellunz (4) 
entspricht. Die Summanden dieser direkten Summe gehen bei rechts- 
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seitiger Multiplikation mit einer Einheit des Restklassenringes o/m in sich 
iiber, da dies — wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung (4) — fiir die 
Ideale (q,| gilt. Nach Hilfssatz 4 gehen also diese Summanden bei rechts- 
seitiger Multiplikation mit einem beliebigen Element des Restklassenringes 
om in eine Untermenge von sich iiber, das gleiche mu8 daher auch fiir 
die Ideale (q,| gelten. Dies geht aber nur, wenn die Ideale (q,| zwei- 
seitig sind. Fiir (q,| schreibe ich jetzt einfach q,. 

Unser niichstes Ziel ist der Nachweis, daB die Ideale q,,. 
modulo m vertauschbar sind; wir benutzen dabei: 

Hilfssatz 5: Sind die zweiseitigen Ideale w,,...,wW, paarweise 
teilerfremd, so sind zweiseitige Ideale u und v, die modulo w,, w,, 
und w, vertauschbar sind, auch modulo dem Durchschnitt w, ~w, >... Ww, 
vertauschbar. 

Beweis: Wegen w,0...0w, = (((W, 0 @,) 0 w,) 0 0,) 9. 
geniigt es, sich auf den Fall s = 2 zu beschrinken. Nach Voraus- 
setzung ist 


- op M 


w,+uv = w, +04, w,+uv = W+ DU, 
also auch 


WW, +W,uv = WW, + wW,DU 
wW,W, + WwW, uD = Ww, + Ww, dU. 

Addition fiihrt (nach Hilfssatz 3) zu 
DAW, + Ud = WOW, + DU. 

Setzt man w, = q,,...,W, = q,, U = q;, D = 4;, 80 ergibt sich 
die behauptete Vertauschbarkeit der q,,...,q, modulo m als Spezialfall 
des Hilfssatzes 5; denn es ist 

Ge + U9; = Ge + (G4 + Ga) (95 + Go) = Go 
= Gq + (95 +) (G4 + 0) = Go + 95% 
fir o = i oder o = j, 
Go +459; = Ge + (4 + 40) (95 +45) = 0 
Ga + (95 + 9a) (Gi + Ie) = Ge + 95% 
fiir o + i und o + j. 

Ich zeige jetzt, daB — im Fall i + 7 — sogar jeder zweiseitige 
Teiler von q, mit jedem zweiseitigen Teiler von q, modulo m vertauschbar 
ist. Hierzu benétige ich eine weitere Reihe von Hilfssiitzen. 


Hilfssatz 6: wu und pb seien zwei teilerfremde, zweiseitige Ideale. 
Gilt fiir mindestens ein der Bedingung 


I 


utv=1, wen ven 


geniigendes Elementepaar u, v 


v-o-ulu-v, dh. v-c-u cusp fiir jedes ¢ ¢ 0, 
Mathematische Annalen. 111. 
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so wird 
und = U-DdD. 
Beweis: Zuniachst beweise ich ou+ uv =u, ov +uv = vd. 
Sicherlich ist 
(5) ou+uvly, ov+uvC&p. 
Andererseits gilt fiir jedes u’ Cu, v' Ev 


(6) wutue =u, vu+v'v =v’, 

woraus unmittelbar ou-+uv2u, also ou +uv = u folgt. Nun ist 
vu = (u+vj)'u = uv'ut+ovv'u 
uv = uv (u+v) = uv'ut+ur'v 





vu = vv u—uv'v+uv' Ee ud, 
da nach Voraussetzung vv'uc uv. Nach (6) wird 


v = (vu —uv'v+uv)+vu'», 
also 

v& uD + ov, 
was mit (5) zusammen v = uv-+ ov ergibt. 


Aus Hilfssatz 3 und der Voraussetzung vou © uv folgt jetzt 

uv Sunvo = (ou+up)(ov+ un) + (ov + uv) (ow + uv) Sup, 
das heibt 

uv = Ur oD, 
q.e. d. 

Hilfssatz 7: Zwei teilerfremde zweiseitige Ideale u und p sind stets 
dann und nur dann (im gewéhnlichen Sinne) vertauschbar, falls fiir 
mindestens ein (und damit fiir jedes) der Bedingung u+v = 1,w€ u, 
v€ v geniigendes Elementepaar u,v: uov Cou, vou Cup gilt. 

Beweis: a) Ist u-v = v-u, so wird nach Hilfssatz 3: 

uav= u-v = v-u und daher u-0-vlunn = v-u, 
und ebenso v-0-uluqnpv = u-v. 

b) Wird u-o-v Sv-u, v-0-u&u-v vorausgesetzt, so gilt nach Hilfs- 
satz 6: uQv = u-v, UMv = v-u also auch u-yv = v-U. 

Hilfssatz 8: Sind zwei teilerfremde zweiseitige Ideale u und v 
vertauschbar, so ist auch jeder zweiseitige Teiler von u mit jedem zwei- 
seitigen Teiler von v vertauschbar. 

Beweis folgt leicht aus Hilfssatz 7. 

w sei jetzt irgendein zweiseitiges Ideal von 0. Geht man von 0 zum 
Restklassenring 0/w, von den Idealen u,v» zu den ihnen in v/w ent- 
sprechenden Idealen iiber, so erschlie8t man aus Hilfssatz 8 miihelos 

Hilfssatz 9: Sind zwei teilerfremde zweiseitige Ideale u und vp 
modulo einem dritten zweiseitigen Ideal w vertauschbar, so ist auch jeder 
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zweiseitige Teiler von u mit jedem zweiseitigen Teiler von v modulo w 
vertauschbar. 

Setzt man u = q;, vp = q;, © = m, so erkennt man nach Hilfs- 
satz 9, daB in der Tat jeder zweiseitige Teiler von q, mit jedem zwei- 
seitigen Teiler von q,; modulo m vertauschbar ist, was ich beweisen 
wollte; damit ist aber die Notwendigkeit der Bedingung des Satzes 6 
bewiesen; denn jeder zweiseitige Primteiler von m geht in genau einem q auf. 

Aus dem Beweis des Satzes 6 ergibt sich noch: 

Satz 6a: Die Bedingung des Satzes 6 ist zugleich notwendig und 
hinreichend dafiir, da& m eine Darstellung als direkter Durchschnitt 
zweiseitiger Primirideale zulaBt. Diese ist mit der nach Satz 6 eindeutig 
bestimmten minimalen Darstellung als direkter Durchschnitt links- bzw. 
rechtsseitiger Primarideale identisch und daher selber eindeutig bestimmt. 

Ich kehre nun wieder zu dem Linksideal (a| zuriick, von dem ich 
voraussetzte, daS fiir die linksseitigen Oberideale von (a| der Doppel- 
kettensatz erfiillt sei. 

Satz 5e: (a| gestattet stets dann und nur dann eine einzige minimale 
Darstellung als direkter Durchschnitt primdrer Linksideale, wenn alle in (a 
aufgehenden zweiseitigen Primideale des Eigenringes 0* modulo (a| ver- 
tauschbar, d. h. alle zweiseitigen Primideale des Restklassenringes o*/(a\ im 
gewohnlichen Sinne (modulo Null) vertauschbar sind. 

Beweis: Nach Satz 6 ist die angegebene Bedingung notwendig und 
hinreichend dafiir, daB (a| im Eigenring o* eine eindeutig bestimmte 
Minimaldarstellung als direkter Durchschnitt primarer Linksideale besitzt. 
Hieraus folgt die Behauptung, wenn man neben der bekannten Beziehuny 
zwischen direkter Summe und direktem Durchschnitt den aus Satz | 
folgenden Zusammenhang zwischen den direkten Summenzerlegungen des 
Restklassenmoduls o/(a| und denen des Restklassenringes o*/(a| heran- 
zieht 224), 

Satz 5f: (a| gestattet stets dann und nur dann eine einzige marimale 
Darstellung als direkter Durchschnitt primdrer Linksideale: 

(7 (al = B10... 0 

wenn alle in (a| aufgehenden zweiseitigen Primideale des Eigenringes o* 
vollstindig prim sind (die Kapazitit 1 haben) und im tibrigen der 
Bedingung des Satzes 5e geniigen (modulo (a| vertauschbar sind). 

Beweis: Die Eindeutigkeit der Zerlegung (7) bedingt findeutig- 
keit der direkten Summenzerlegung des Restklassenmoduls o0/(a| in 
direkt unzerlegbare Summanden. Letztere besteht dann und nur 
dann, wenn alle direkten Summanden von o/(a| charakteristisch sind. 


22a) Vgl. Zusatz 2 am SchluB der Arbeit. 
3* 








36 H. Fitting. 


Hieraus folgt, daB verschiedene Komponenten der Darstellung (7) nicht 
gleichartig sein kénnen, da sonst in der der Darstellung (7) entsprechenden 
direkten Suramenzerlegung des Moduls o/(a| zwei Summanden isomorph, 
also gewiB nicht charakteristisch wiren. Nach Satz 5b ergibt sich also 
aus der Eindeutigkeit von (7): 1 = 1, = 1, = ..., d.h. daB jedes in (a| 
aufgehende zweiseitige Primideal pt des Eigenringes o* die Kapazitat 
1, = 1 besitzt, also vollstindig prim ist, und hieraus nach Satz 5d, daB 
die maximalen direkten Primairkomponentenzerlegungen mit den minimalen 
iibereinstimmen, wodurch Satz 5f auf Satz 5e zuriickgefiihrt ist. 

Ich will jetzt noch die Aussagen des Satzes 6 in einigen Punkten 
erganzen: 


Satz 6b: Gilt die Bedingung des Satzes 6 in der scharfen Form, deS 


die zweiseitigen Primteiler p,, ..., p, von m nicht nur modulo m, sondern 
im gewohnlichen Sinne (modulo Null) vertauschbar sind: p,p, = p, p;, dann 
sind die Komponenten (q,|, ..., (q,| der nach Satz 6 eindeutig bestimmten 


minimalen Darstellung von m als direkter Durchschnitt primirer Links- 
ideale nicht nur zweiseitig, sondern auch miteinander vertauschbar; ihr 
Durchschnitt ist also (nach Hilfssatz 3) mit ihrem Produkt identisch. Aus 
der Vertauschbarkeit der p folgt also, daB m sich eindeutig in das Produkt 
zweiseitiger Priméirideale zerlegen lapt, die paarweise teilerfremd und ver- 
tauschbar sind. Umgekehrt ist fiir die Méglichkeit einer Zerlegung dieser 
Art die Vertauschbarkeit der p notwendig (auch dann, wenn man Eindeutig- 
keit nicht verlangt. die immer von selbst erfiillt ist). 


Beweis: Sind die p vertauschbar, so erhailt man die Komponenten 
(q| auf Grund der beim Beweis des Satzes 6 durchgefiihrten Uberlegung, 
indem man — unter o eine hinreichend groBe natiirliche Zahl verstanden — 
die Ideale p? + m, ..., p¢-+ m bildet. Diese Ideale sind zweiseitig und 
nach Hilfssatz 8 miteinander vertauschbar. Ihr Durchschnitt stimmt nach 
Hilfssatz 3 mit ihrem Produkt iiberein. 


Liegt umgekehrt irgendeine Zerlegung von m in das Produkt ver- 
tauschbarer, teilerfremder, zweiseitiger Primirideale q,, ..., 4, vor, so sind 
nach Hilfssatz 8 auch alle zweiseitigen Primteiler p,, ..., p, von m ver- 
tauschbar, da jedes p in genau einem q aufgeht. 


Satz 6c: K sei eine multiplikstiv abgeschlossene Menge zweiseitiger 
Ideale von 0, die alle die Eigenscha‘t (E) besitzen; auBerdem enthalte & 
mit a auch jeden zweiseitigen Teiler von a. Damit jedes Ideal der Menge 
K nur eine einzige minimale Darstellung cls direkter Durchschnitt primédrer 
Tinks- (bzw. Rechts-) ideale zulaft, ist notwendig und hinreichend, dap alle 
Primideale der Menge & miteinander vertauschbar sind. Nach Satz 6b ist 
dies zugleich das notwendige und hinreichende Kriterium dafiir, daB alle 
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Ideale der Menge & sich in das Produkt zweiseitiger Primdrideale zerlegen 
lassen, die 1. teilerfremd, 2. vertauschbar sind. 

Beweis: Da8 die Bedingung hinreicht, besagt Satz 6. Die Not- 
wendigkeit der Bedingung ergibt sich, wenn man das zu & gehdérige 
Ideal m = p,p,;p, betrachtet, wo p,;,p, irgend zwei von einander ver- 
schiedene Primideale der Menge & bedeuten. Nach Satz 6 miissen p, 
und p, modulo m vertauschbar sein: p;p, + m= p,p, +m. Dies ist 
aber, wegen p,;p,-+ m= PP; PyPy + mM = P,P, mit p,p, = p, Pp, Aqui- 
valent. 

Satz 6c gibt AufschluB dariiber, wann im Nichtkommutativen die vom 
Kommutativen her geliufigen Verhaltnisse**) vorliegen. In der hyper- 
komplexen Arithmetik fiihrt dies zu interessanten Ergebnissen: 

Ist o Ordnung einer einfachen rationalen Algebra A, dann sind die For- 
derunger. die wir in Satz 6c fiir & stellten, fiir die Menge aller zweiseitigen 
Ideale erfiillt. (Das Nullideal ist dabei — wie allgemein iiblich — auszu- 
schlieBen.) Nach Satz 6c sind offenbar diejenigen Ordnungen von A besonders 
interessant, in denen alle zweiseitigen Primideale vertauschbar sind, da in ihnen 
der im Kommutativen von Dedekind*) aufgestellte Satz von der eindeutigen 
Darstellbarkeit aller zweiseitigen Ideale als Produkt teilerfremder und ver- 
tauschbarer Primirideale uneingeschrankt gilt. Hierzu gehéren zuniachst die 
maximalen Ordnungen von A, weiter gehéren — nach der Theorie der ,,regu- 
liren*‘ Ideale — alle Ordnungen dazu, deren ,,Fiihrer‘‘ nur durch ein einziges 
(zweiseitiges) Primideal teilbar sind (Beispiel: Gruppenring einer p-Gruppe 
mit ganzrationalen Koeffizienten). Satz 6c gewinnt durch die Feststellung 
an Bedeutung, daB die Vertauschbarkeit der zweiseitigen Primideale — 
auch im Nichtkommutativen — noch in zahlreichen nicht mazximalen 
Ordnungen erfiillt ist, deren ,,Fiihrer durch beliebig viele zweiseitige 
Primideale teilbar sind. Der Beweis fiir diese Behauptung laBt sich 
durch p-adisch konstruierte Beispiele leicht erbringen: Ist A an der 
Stelle p des Zentrums voller Matrizenring vom Grade k iiber dem 
Kérper Ky, so waihle man die Ordnung so, daB sie an der Stelle p voller 
Matrizenring vom Grade k iiber einer Ordnung des Kérpers K, wird, die 
fiir endlich viele p nicht maximal sein mége. Umgekehrt kann p-adisch 
miihelos bestatigt werden, daB die Vertauschbarkeit aller zweiseitigen 
Primideale nicht in allen Ordnungen von A zu gelten braucht; als Vorbild 
mag dabei folgendes Beispiel im GroBen dienen: o sei der Ring aller 


Matrizen be * wo «,8,y,6 ganzrationale Zahlen bedeuten und p eine 


23) v. d. W. 2, §86, S. 48—50. 
%4) Dedekind, Ges. Werke, Bd III, S. 303 ff. 
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Kom 

feste ganzrationale Primzahl ist. Die beiden Primidale p, = ( tid ¥f ), dene 
PY 

fe ot. ; 7 spre 

?,= . Bu ) sind nicht vertauschbar. ton § 


Ich kehre noch einmal zu dem allgemeinen Fall eines beliebigen sein 
Ringes 0 zuriick. Zum Schlu8 méchte ich noch darauf hinweisen, daB 


die beim Beweis des Satzes 6 benutzten Methoden weiter reichen und Aus: 
auch auf den Fall eines beliebigen weiseitigen Ideals m mit der Eigen- und 
schaft (E) (dessen Primteiler nicht der Bedingung des Satzes 6 zu geniigen gefi 
brauchen) angewandt werden kénnen. Sie fiihren dann ebenfalls zu Zer- trig 
legungen in teilerfremde, zweiseitige Komponenten mit einer gewissen Zus 
Unzerlegbarkeitseigenschaft, die aber im allgemeinen nicht mehr primar (vor 
sind (wegen des Satzes 6a). Ich will auf diese Zerlegungen hier auch sich 
noch kurz eingehen, da — wie gesagt wesentlich neue Uberlegungen zuh 


dabei nicht notwendig sind. Als Hilfsmittel benutze ich: 


Satz 7: w sei ein festgewihltes zweiseitiges Ideal des Ringes 0 und pe 
S irgendeine Menge zweiseitiger Ideale von 0. & laéBt sich stets eindeutig Ide 
derart in Teilsysteme einteilen, daB Ideale, die verschiedenen Teilsystemen ein 
angehéren, modulo w vertauschbar sind, und jedes Teilsystem im selben Hil 
Sinne nicht weiter zerlegt werden kann. 

Beweis: Stellt man jedes Ideal der Menge durch einen Punkt dar, set 
und verbindet man zwei dieser Punkte, wenn die ihnen entsprechenden 
Ideale modulo w nicht vertauschbar sind, dann ist Satz 7 einfach die zw 
Ubersetzung der unmittelbar evidenten Tatsache, daB das entstandene Mi 
Liniensystem (Graph) eindeutig in zusammenhangende Liniensysteme zer- un 
fallt, die zu je zweien nicht mehr zusammenhingen”*®). Id 

Satz 8: m sei ein zweiseitiges Ideal von 0 mit der Eigenschaft (EK) Di 
und w irgendein zweiseitiges Unterideal (Vielfaches) von m, das nicht de 
die Eigenschaft (E) zu haben braucht. m lift sich stets eindeutig als Pi 
direkter Durchschnitt von solchen zweiseitigen Idealen u,, ..., , darstellen 
die modulo w vertauschbar sind und im Sinne dieses Satzes nicht weiter> 
zerlegt werden kénnen. Bezeichnet S das System der zweiseitigen Prim- al 


teiler vom m, S, das System der zweiseitigen Primteiler von u,, so ist 
S=¢,+...+ S, die Einteilung von S im Sinne des Satzes 7. Die 
Anzahl k der auftretenden Komponenten u und die Verteilung der zwei- 
seitigen Primteiler von m auf die einzelnen Komponenten hingt also 
nicht von m, sondern nur von S&S ab: Sind zwei zweiseitige Teiler m und Ww 
m’ von w, die beide die Eigenschaft (E) haben, durch dieselben zweiseitigen e 
Primideale teilbar, so zerfallen sie im Sinne dieses Satzes in gleichviel 


25) Den Beweis des Satzes 7 verdanke ich Herrn v. d. Waerden. 


Primaérkomponentenzerlegung in nichtkommutativen Ringen. 39 


Komponenten, auBerdem lassen sich die Komponenten der Zerlegung von m 
denen der Zerlequng von wm’ umkehrbar eindeutig so zuordnen, da in ent- 
sprechenden Idealen dieselben zweiseitigen Primideale aufgehen. Unzerlegbar 
im Sinne dieses Satzes ist m stets dann und nur dann, wenn das System 
seiner zweiseitigen Primteiler im Sinne des Satzes 7 unzerlegbar ist. 
Beweis: Bis auf die Eindeutigksitsbehauptung ergeben sich alle 
Aussagen des Satzes 8 miihelos aus Satz 7 und den Hilfssitzen 1, 2, 3 
und 9, wenn man die im ersten Teil des Beweises von Satz 6 durch- 
gefiihrten Uberlegungen auf den allgemeinen Fall eines beliebigen m iiber- 
triigt; eine kleine Schwierigkeit bietet dabei vielleicht noch die richtige 
Zusammenfassung der Faktoren auf der linken Seite der Beziehung (1) 
(von der man natiirlich wieder auszugehen hat): Nach Hilfssatz 2 lassen 
sich die Faktoren dieses Produktes — ohne die Teilbarkeit durch m auf- 


zuheben — derart umordnen, daf das neue Produkt p,, p,,... ... --. Pore 
L —— 





so, wie es die Haken andeuten, in ,,Abschnitte‘* zerfallt, von denen der 
a-te nur Ideale des Systems S, enthilt. Nennt man das Produkt der 
Ideale des x-ten Abschnittes v,, dann gilt 0,()-...- Vag) © M, wo am irgend- 
eine Permutation der Indizes 1,2,...,k bedeutet. Hieraus folgt nach 
Hilfssatz 3 die Existenzbehauptung des Satzes 8, wenn man 

u, =0,+mM,....u = oR+m 
setzt. 

Um noch die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, es gibe 
zwei Zerlegungen im Sinne des Satzes 8: uO... 0m = UO... OW. 
Mit Hilfe des Satzes 7 iiberlege man sich zuniachst, da8 die u sich den u’ 
umkehrbar eindeutig zuordnen lassen miissen, derart, da8 entsprechende 
Ideale durch dieselben zweiseitigen Primideale teilbar sind; die genaue 
Durchfiihrung des Schlusses iiberlasse ich dem Leser. Die Numerierung 
der u’ sei so gewahlit, daB gerade u, und u, dieselben (zweiseitigen) 
Primteiler besitzen. 

Nach Hilfssatz 3 wird: 


2} Way’ ++ Nay SUA... ARH UA... Am = J Ugg:---* Usa 
na aA 
also 
Us + Duaq-..-- Usa = Ug t+ LY (Ung) + Uz)--.-* (Ua + Uz) 
1 mm 
= Ue + Dag: --- Una = Ue t+ LY (aay) + We)-.--* (Una + Ue), 
ma ma 


woraus u, = u,+u,, also u, ou, folgt. Aus Symmetriegriinden ist 
ebenso u, fu, und damit u, = 1, bewiesen. 


In Satz 8 sind namentlich die beiden Extremfille w = Nullideal, 
w = m ¢@nteressant: 
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Satz 8a: Im Fall w = Nullideal geht die direkte Durchschnitts- 
darstellung des Satzes 8 (nach Hilfssatz 3) in eine eindeutig bestimmte 


Produktzerlegung in zweiseitige Faktoren iiber, die 1. paarweise teiler- — 


fremd, 2. miteinander vertauschbar sind und 3. selber nicht mehr als 
Produkt zweiseitiger, teilerfremder, vertauschbarer Ideale + 0 dargestellt 
werden kénnen. 

Satz 8b: Stimmt w mit dem zu zerlegenden Ideal m iiberein, so 
 ergibt sich aus Satz 8 als Spezialfall die bekannte eindeutig bestimmte 
Darstellung von m als direkter Durchschnitt zweiseitiger und zweiseitig- 
teilerfremd-irreduzibeler Komponenten; zweiseitig -teilerfremd -irreduzibel 
heiBt dabei ein zweiseitiges Ideal, wenn es sich nicht als direkter Durch- 
schnitt zweiseitiger Ideale + 0 darstellen la8t. Fiir das Ideal m ist das 
also dann und nur dann der Fall, wenn das System seiner zweiseitigen 
Primteiler im Sinne des Satzes 7 unzerlegbar ist, wobei w = m zu 
setzen ist. 


Beweis: beruht darauf, da& paarweise teilerfremde, zweiseitige Ideale 
modulo ihrem Durchschnitt immer vertauschbar sind, was aus Hilfssatz 5 
leicht erschlossen werden kann (dieser Schlu8 wurde oben beim Beweis 
des Satzes 6 genau durchgefiihrt). 


Satz 8c: Ist das Ideal m durch das Quadrat seines Radikals ¢ teil- 
bar, so fallen die Zerlegungen der Sitze 8, 8a, 8b zusammen: m ist 
dann also das Produkt seiner zweiseitigen und zweiseitig-teilerfremd-irre- 
duzibelen Komponenten, die im Fall m & ¢* miteinander vertauschbar sind. 

Beweis: Fiir zwei zweiseitige Primteiler p, und p, von m gilt offen- 
sichtlich: 

pple l2m2vw, ppp2e2m2vw. 


Darum ist p,p,;+ w= p,p,;+w mit p,p; = p,p,; aquivalent. Die Be- 
dingung m [ ¢? ist iibrigens fiir das Bestehen des Satzes 8c nur hin- 
reichend, nicht notwendig. 


Zusaitze bei der Korrektur [Dezember 1934). 


1. Die unter 4 ausgesprochene Behauptung des Satzes 5b folgt aus 
Satz 13a der in FuBnote *) zitierten Arbeit (§17): Da der Restklassenring 
o*/c* (wo c* das Radikal von (a| bedeutet) in die direkte Summe zwei- 
seitig einfacher Ringe zerfallt, ist c* direkter Durchschnitt zweiseitiger 
und zweiseitig teilerloser Ideale, die natiirlich mit den zweiseitigen Prim- 
teilern p* von (a| (aufgefaBt als Ideal des Ringes o*) iibereinstimmen 
miissen, so daB die einfachen Ringe, in deren direkte Summe sich o0*/c* 
zerlegen Jat, den p* umkehrbar eindeutig entsprechen und mit den m 
Restklassenringen o*/p*, ..., 0*/p3, isomorph sind. 
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2. Zum Beweis des Satzes 5e: Jeder Darstellung von (a| als direkter 
Durchschnitt von Linksidealen des Ringes o*: 
(1) (a| = (ar| 0... O(a 
entspricht eine eindeutig bestimmte Zerlegung des Restklassenrings 0* = o* / (a| 
in die direkte Summe von Linksidealen des Ringes 0*: 
(2) o* = o* e? +... + OF eB. 
Nach der Theorie der Automorphismenringe Abelscher Gruppen gehért zu 
(2) die Zerlegung 
(3) 0 = 0e*+...+ 02, 
des Restklassenmoduls 0 = o/(a| in die direkte Summe linksseitiger Unter- 
moduln von 0; denn 0* ist ja nach Satz 1 der Automorphismenring von 0. 
Der Zerlegung (3) entspricht schlieBlich wieder eine bestimmte Darstellung 
von (a| als direkter Durchschnitt von Linksidealen des Ringes 0: 
(4) (a| = (9,|0.--0(Gm|- 
Aus dem umkehrbar eindeutigen Zusammenhang zwischen (1) und (4) folgt 
Satz 5e, weil o*/(qt| = o*e* und o/(q,| 02% und daher sowohl der 
Automorphismenring von 0*/(q%| wie der von o/(q,| mit é% 0* ef isomorph 
ist, so da (q%| und (q,| immer beide gleichzeitig primar oder nichtprimar 
sind. 


(Eingegangen am 20. 8. 1934.) 








Konstruktion nichtrekursiver Funktionen. 
Von 


Rézsa Péter in Budapest. 


Linleitung. 

1. Unter rekursiven Funktionen werden diejenigen zahlentheoretischen 
Funktionen verstanden, die aus gewissen einfachen Ausgangsfunktionen 
durch eine endliche Kette von Substitutionen und Rekursionen entstehen. 
Als Ausgangsfunktionen wahlt man zweckmaBig die Funktionen 0 und 
n+ 1, die schon bei Peano als die Grundbegriffe der Arithmetik dienen 
(auf die alle iibrigen Begriffe zuriickgefiihrt werden); bei verschiedener 
Wahl des Rekursionsbegriffes kann die Klasse der rekursiven Funktionen 
verschieden ausfallen. 

Hilbert') verwendet zu seinen Untersuchungen iiber das Kontinuum- 
problem das folgende Rekursionsschema, das ich als eingeschachtelte Re- 
kursion bezeichnen werde: 


| p (0, G,, Ge, ... -» Gy) = a (A,, Gy, ..., By), 

| y (m+ 1, @,, Gy, ..., Gy) = fo, ng... 0, (M, 4 ,,@q,..-, Gy, Dp (, 5, b,,..., b,)); 
wobei der .,Term“ f,, by...b, @us den Variablen n, a,, a,, ..., a,, ferner 
gewissen schon eingefiihrten rekursiven Funktionen und der Funktion 
y (m, @,, a, ..., 4) — aufgefaBt nur als Funktion der Argumente 
a,,@,,-.-, @,, d. h. bei Festhaltung von m in der ersten Argumentstelle — 


durch Substitutionen aufgebaut ist *). 





') D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1925), S. 161—190. 
Daselbst erscheint dieser Rekursionsbegriff als Spezialfall (Rekursion erster Stufe) 
des allgemeinen Rekursionsbegriffes, bei dem nicht nur zahlentheoretische Funk- 
tionen (d. h. soleche, deren Argumente und Werte natiirliche Zahlen sind), sondern 
auch beliebige héhere Funktionentypen (Funktionsfunktionen, Funktionsfunktions- 
funktionen usw.) durch Rekursion nach einer Zahlenvariablen definiert werden 
kénnen. Ich beschranke mich in dieser Arbeit auf den einfachsten Funktionentyp, 
namlich auf zahlentheoretische Funktionen. 

*) Die Indizes 4;, b,,...,b, von f weisen iblicherweise darauf hin, daB 
by (Ms Qyy Gy ++ +5 Gy, gin, b,, b, ...,b,)) Von der Funktion g, und nicht 
von den Argumenten },, b,, ..., b, abhangt; diese dienen vielmehr nur zur Nume- 


rierung der .,freien* Leerstellen von g, die in f durch Einsetzungen ,,gebunden“ 
werden sollen. 


J _— wee 
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Eine solche Rekursion ist z. B. 


( y(,a)=a-+1, 
| y(n+1,¢)=1+ p(n, y (n, n+ a)). 


Legt man jenes Rekursicnsschema zugrunde, so ist also unter einer 
rekursiven Funktion eine zahlentheoretische Funktion zu verstehen, die 
aus den Ausgangsfunktionen 0 und n+ 1 durch eine endliche Kette von 
Substitutionen und eingeschachtelten Rekursionen aufgebaut werden kann. 
In diesem Sinne soll im folgenden der Ausdruck ,,rekursive Funktion“ 
verstanden werden. 

2. Es ist klar, daS es abzaihlbar viele rekursive Funktionen gibt, 
diese entstehen ja alle derart, daB man, ausgehend von einer endlichen 
Anzahl von Ausgangsfunktionen, eine endliche Anzahl von Substitutionen 
und Rekursionen durchfiihrt. So kommt je eine endliche Anzahl solcher 
Funktionen zustande, bei denen die Gesamtzahl der zu ihnen fiihrenden 
Substitutionen und Rekursionen 1, 2, 3,... ist; und abzahlbar mal 
endlich ist tatsichlich abzihlbar. Demgegeniiber bilden alle zahlen- 
theoretischen Funktionen eine Menge von der Machtigkeit des Kontinuums. 
Es miissen also auch nichtrekursive zahlentheoretische Funktionen 
existieren. 

Jedoch kénnte man denken, da8 rman eine solche Funktion gar nicht 
effektiv angeben kann, oder, da die Angabe solcher Funktionen Ope- 
rationen ganz anderer Art erfordert, als die Rekursion. 


3. Ackermann*) hat dagegen ein effektives Beispiel fiir eine nicht- 
rekursive Funktion angegeben, die auf eine verhaltnismaBig einfache Weise 
definiert wird: durch eine Rekursion, die gleichzeitig nach mehreren 
Variablen lauft. Eine solche Definition werde ich eine mehrfache Re- 
kursion nennen. 


Der Beweis von Ackermann kann wesentlich vereinfacht werden auf 
Grund der Tatsache, daB die eingeschachtelte Rekursion — wie ich in 
einer friiheren Arbeit‘) bewiesen habe — auf das speziellere Schema der 
»primitiven Rekursion® zuriickfiihrbar ist, so daB man sich, ohne die 
Klasse der rekursiven Funktionen einzuengen, darauf beschrinken kann, 
statt der eingeschachtelten Rekursionen nur die viel einfacheren ,,primi- 
tiven Rekursionen‘* zu betrachten, sogar nur solche, bei denen die zu 


3) W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen 
99 (1928), S. 118—133. 

4) R. Péter (Politzer), Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe 
der rekursiven Funktion, Math. Annalen 110 (1934), S. 612—632. Zitiert im 
folgenden als ,,I**. 
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definierende Funktion zweistellig ist. Die allgemeine Form einer solchen 
primitiven Rekursion ist die folgende: 


| p (0, a) = « (a), 


(1) | p(n +1, a) = B(n, a, p(n, a)), 


wobei « und f# schon eingefiihrte rekursive Funktionen sind. 


4. Das Beispiel von Ackermann ist zugleich ein Beweis dafiir, daB 
die mehrfache Rekursion aus der Klasse der rekursiven Funktionen 
hinausfiihrt. 

Fiir diese Tatsache gebe ich in dieser Arbeit zwei weitere Beweise. 
Der erste beruht auf dem klassischen Diagonalverfahren, indem ich zeigen 
werde, daB dieses. bei geeigneter Wahl der Anordnung der rekursiven 
Funktionen, ebenfalls zu einer solchen Funktion fiihrt, die sich durch 
eine mehrfache Rekursion definieren ]4Bt*). Der zweite ist eine Modifi- 
kation des Ackermannschen Beispiels, wobei die schon genannten Ver- 
einfachungen vollzogen, und auBerdem gewisse Unebenheiten, die im Be- 
weise Ackermanns Schwierigkeiten verursachen, abgeglittet werden. 

Der erste Beweis hat den Vorteil, daB der nichtrekursive Charakter 
der definierten Funktion ohne weiteres klar ist, so da die einzige 
Schwierigkeit in der formalen Aufstellung der Definition liegt. Dagegen 
ist beim zweiten Beweis eben die Definition der Funktion sehr einfach, 
nur der Beweis, da8 sie nichtrekursiv ist, erfordert hier eine eingehende, 
auf den Gedanken von Ackermann beruhende Uberlegung. 


5. Wie in meiner Arbeit ,,I‘*, setze ich auch hier keinerlei besondere 
Vorkenntnisse, insbesondere nichts aus der mathematischen Logik, voraus. 
Auch die Kenntnis meiner Arbeit ,,I‘ wird im allgemeinen nicht voraus- 
gesetzt. Ich werde auBer der bereits erwaihnten Zuriickfiihrbarkeit der 
eingeschachtelten Rekursionen auf primitive Rekursionen der Form (1), 


5) Eine andere Abzéhlung der rekursiven Funktionen hat mir Herr Bernays 
freundlicherweise mitgeteilt. Bei dieser Abzihlung l4Bt sich die abzdhlende Funk- 
tion (und damit auch die beim Diagonalverfahren entstehende Funktion) durch eine 
Rekursion zweiter Stufe im Sinne Hilberts definieren, namlich durch eine Re- 
kursion, bei der neben gewdhnlichen Zahlfunktionen auch die Funktionenfunktion 
0s, c.a(g (b,¢, d), a, m,n) auftritt, welche diejenige Funktion von m und n bezeichnet, 
die aus der Konstanten a und der Funktion g(b,c,d) durch folgende primitive 
Rekursion entateht: 


Cp. c,d (g (b, ¢, da), a,m, 0) = a, 
2, «a (9 (b,c, d), a, m,n +1) = 9 (0-49, c,d), a, m, n), m, n). 


Der Gedanke in dieser AbzAhlung ist, daB die Rekursion als eine Substitution in o 
aufgefaBt werden kann. 


nur 
tion 


fert 


8¢ 
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nur noch die (z. B. in ,,J“ bewiesene) Rekursivitét der folgenden Funk- 
tionen benutzen: 
nm, n+a, n-a;, a", 


ferner 
ail dp { 0, falls n = 0, 
&" = \ sonst 1; 


{9 falls n = 0, 
a 
[7] a | sonst die gréBte ganze Zahl, die < <; 
_ 42, falls n = 0, 
"~~ |sonst die der GréBe nach n-te ungerade Primzahl; 
; 0, falls a = 0, 
\ sonst der Exponent von p, in der Primfaktorenzerlegung von a; 


ll ( 0, falls a <= 6, 
a = \ sonst die Differenz a — b. 


Tp (a) _ 


6. In §1 beweise ich, da8 man sich auf primitive Rekursionen ohne 
Parameter beschrinken darf, wenn man zu den Ausgangsfunktionen noch 
gewisse zweistellige Funktionen hinzunimmt. Durch diesen Satz wird 
die Abzahlung der rekursiven Funktionen erleichtert. 

Diese Abzihlung und das Diagonalverfahren fiihre ich in § 2 durch. 

In §3 folgt endlich das modifizierte Ackermannsche Beispiel. 


§ 1. 
Zuriickfiihrung der Rekursion (1) auf Rekursionen ohne Parameter. 


7. Ich beweise zunichst, daBS man jede primitive Rekursion von der 
Form (1) durch Einsetzungen und durch eine Rekursion von der ein- 
facheren Form 


(2) 


ersetzen kann. 


¢ (0) = 1, 
\o(n+1) = y(n, y(n) 


Es sei g(n,a) eine Funktion, die durch eine Rekursion 


| ¢ (0, a) = a(a), 
| p(n + i, a) = B(n, a, ¢ (n, a)) 
von der Form (1) aus den Funktionen « und # definiert wird. Ich be- 
trachte die Funktion 
y(n) = (2%, (n), 2, (n)). 
In der Definition von g(n,a) sind die Fille »n = 0 und n + 0 zu 
unterscheiden. Fiir y(n) bedeutet das — da q(n,a) gleich dem Werte 
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von p(n) an der Stelle 2"-3* ist — die Unterscheidung der Fille, wo n 
ungerade bzw. gerade ist. 

Es ist 

a, (2n+-1)=0; 2, (2n) = 2, (m)+1 und 2,(2n) = 2, (n) 
und daher 

y(2n +1) = p(x, (2n + 1), 2,(2n + 1)) 
= (0, 2, (2n+ 1)) = a(a,(2n 4+ 1) 

und 

y (2n) = p(%, (2m), 2, (2)) = p(x, (m) +1, 2, (»)) 

= B (2, (n), 2, (n), y(n)). 

Die letzte Gleichung zeigt, daB man y(2n) aus y(n) gewinnen kann. 
Wir haben hier einen Spezialfall der Definitionsart, die ich in meiner 
Arbeit ,,I‘ Wertverlaufsrekursion genannt habe. Und ich wende hier 
auch ein analoges Verfahren an, wie es in.,,I‘ bei der Wertverlaufs- 
rekursion angewandt wurde (ohne aber hier dieses Verfahren als bekannt 
vorauszusetzen). Da der Wert von wp (0) fiir unsere Zwecke belanglos ist, 
fiihre ich zur Charakterisierung des Wertverlaufs von yw die folgende 
Funktion ein: 

€(0) = 1, &(n) = py” p?®... pe (fiir n +0). 
Dann ist 
E(m +1) = E(n)- pa fr”; 

ist hier n+ 1 ungerade, so ist p(n-+ 1) = a(z,(n+1)); ist aber 
rt <n mit Hilfe von 


n 





n+ 1 gerade, so laBt sich y(n +1) wegen 


y(- ; *) =y ({(**)) = Ajntuy (€(n)) ausdriicken, und zwar folgender- 





maBen: 


/ 


vin +1) = B(aa([*F*]), a ((*F*]). apn21) Em) 


DaB n-+-1 ungerade bzw. gerade ist, kann auch so ausgedriickt 
werden, daB 2,(n) + 0 bzw. 2,(n-+-1) + 0; also laBt sich &(m) endlich 
wie folgt definieren: 


€(0) = 1, 
E(n a 1) = &(n)- Ise 1, (%) - p* (min 0) 


#(e0((2 DEED ony oD) 
eye, 





+ sg, (n+1)-p,., 
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Das ist aber eine Rekursion der Form (2) mit 
y (n, a)=a- sg 7, (m) ° po(m (n + 1)) 


(CSD D- pasay) 
+ sga,(n+1)-p,,, . s 
Mit Hilfe der Funktion (mn) laBt sich nun y(n) (fiir n + 0) folgender- 
maBen definieren: 
y (n) = Xn (é (n)); 
endlich gewinnt man g(n, a) aus 
p(n, a) = y(2"-3*). 
8. Zum Aufbau der Funktion y(n, a) aus « (a) und #(n, a, 6), ferner 
zum Ubergang von &(n) zu p(n) und g(n,a) wurden die folgenden 
Hilfsfunktionen verwendet: 


0, n+1, sgn, [=], n+a, n+a, Pn, @", 2%, (a). 


Dabei lassen sich die sechs ersten dieser Funktionen mit Hilfe der iibrigen 
drei durch Substitutionen und Rekursionen der Form (2) darstellen. In 
der Tat gewinnt man sukzessive 


0 


Tn (2, (Pn)) 
My ((pz)*); 


n+ @ = %(Py° Pi), 


(oder 0 = 2, (n)); 


n-a 


speziell 
n+ 1 = 2%, (pp ° Po); 
wird ferner die Funktion sgn durch 


definiert, so ist 


endlich gewinnt man die Funktion [+] wie folgt. Es ist 





[F"]- [5] = (2 tar cceeredce n} = 8%(" +0, 


also gilt fiir die durch die Rekursion 


| y (0) = 1, 
p(n +1) = y(n) + sg 7, (n + 1) 


definierte Funktion 


y(n) =[$] +1; 
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definiert man also 4(n) durch 
6(0) = 1, 
{d(n+1lhp =n 


(wobei man » z. B. aus der Funktion n + a durch die Substitution a = 0 
gewinnt), so hat man 


[>] = 4(e@™). 
Werden also statt 0 und n+ 1 die Funktionen 
(A) Pn, a" und 2, (a) 


als Ausgangsfunktionen betrachtet®), so laiBt sich jede rekursive Funktion 
durch eine endliche Kette von Rekursionen der Form (2), Substitutionen und 
Umbenennungen der Argumente gewinnen. : 

Die Umbenennung der Argumente (eine Operation, die ich im Voran- 
gehenden stillschweigend oft verwendet habe) 1laBt sich natiirlich als 
Spezialfall der Substitution auffassen, falls man alle nétigen Argumente 
zu den Ausgangsfunktionen (A) hinzunimmt. 

Beschrinkt man sich auf die ein- und zweistelligen rekursiven Funk- 
tionen, so geniigt es, auch Substitutionen nur zur Bildung von héchstens 
zweistelligen Funktionen zu verwenden. In der Tat sind die Ausgangs- 
funktionen (A), die zu einer Rekursion der Form (2) benétigte Funktion 
y(n, a) und die durch diese Rekursion definierte Funktion q(n) simtlich 
héchstens zweistellig; es geniigt daher zu zeigen, daB eine Kette von 
Substitutionen, die aus lauter ein- und zweistelligen Funktionen eine 
ebensolche erzeugt, sich immer in solcher Reihenfolge ausfiihren ]aBt, daB 
alle Zwischenfunktionen ebenfalls héchstens zweistellig ausfallen. Dies 
folgt aber aus der einfachen Tatsache, da, falls die Substitutionen von 
innen nach auSen durchgefiihrt werden, die Zwischenfunktionen kein 
Argument enthalten kénnen, das nicht auch im Endresultat der Sub- 
stitutionen figuriert. 

Also kann das Resultat fiir Funktionen der beiden Argumente n 
und @ auch wie folgt ausgesprochen werden: 

Jede rekursive Funktion der beiden Argumente n und a laBt sich aus 
den Ausgangsfunktionen 


(A’) n, a, Pn a", Tn (a) 


durch endlichmalige Anwendung der folgenden beiden Schemata gewinnen: 


6) Damit ist freilich nicht gemeint, daB diese Funktionen beim axiomatischen 
Aufbau der Arithmetik das Ausgangselement 0 und die Funktion n +1 vertreten 
kénnten; diese beiden Grundelemente spielen ja auch auf den linken Seiten der 
Rekursionsgleichungen eine ausgezeichnete Rolle. 
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1. Rekursionsschema: Aus einer Funktion y(n,a) gewinnt man 
die Funktion p(n), die durch 


(2) 

definiert wird. 
2. Substitutionsschema: Aus drei Funktionen «(n, a), B(n, a) und 

y(n, a) gewinnt man die Funktion 


(3) p(n, a) = a(B(n, a), y(n, @)). 

Dabei sind auch die Funktionen n,a,p,, ferner die aus dem Re- 
kursionsschema (2) gewonnenen Funktionen als zweistellig, némlich als Funk- 
tionen von n und a zu betrachten. 

Das Substitutionsschema (3) enthilt fiir B(n,a) = n bzw. y(n, a) =a 
auch die Substitutionen als Spezialfille, bei denen das eine oder andere 
Argument ungeandert bleibt. 


¢ (0) = 1, 
y(n + 1) = y(n, p(n)) 


§ 2. 
Das Diagonalverfahren. 


9. Das Ergebnis des vorangehenden Paragraphen erméglicht eine 
sehr einfache Anordnung aller zweistelligen rekursiven Funktionen in eine 
abgezihlte Reihe 
(4) Po(n, 2), P,(N, a), ..-, Pm(M, a), ..., 
wobei eine Funktion auch éfters vorkommen kann. Betrachtet man die 
m-te Funktion 9,,(n,a) = g(m,n,a) als eine Funktion der drei Argu- 
mente m, n und a, so gewinnt man eine Funktion, die nicht rekursiv 
sein kann. Sonst wire nimlich auch g,,(n, a), also auch @,(n, a) + 1 eine 
rekursive Funktion, also giibe es eine feste Zahl m, so daB »,(n,a)+1 
mit @,,(m, a) identisch ist. Das ist aber unméglich, da die beiden Funk- 
tionen fiir » = m verschiedene Werte besitzen. (Natiirlich wiirde auch 
eine Abzihlung 

Pol"), Pi(M), ~~ +1 Pm(M), «++ 

der einstelligen rekursiven Funktionen zu einem Beispiel 9,,(n) einer 
nichtrekursiven Funktion fiihren; es handelt sich aber hier um die 
effektive Angabe einer nichtrekursiven Funktion, dazu wird also die 
effektive Aufstellung der genannten Abzahlung benétigt. Nun kénnte 
man aber eine Abzahlung der einstelligen rekursiven Funktionen, ohne den 
Umweg iiber eine Abzihlung der zweistelligen rekursiven Funktionen, nur 
in ziemlich komplizierter Weise ausfiihren.) 

10. Nun werde ich die Anordnung (4) wirklich angeben; es wird 


sich herausstellen, daB die Funktion y(m, m, a) sich doch auf eine Weise 
Mathematische Annalen. 111. 4 
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aus rekursiven Funktionen definieren laBt, die der eingeschachtelten Rekur- 
sion sehr &hnlich ist, namlich durch eine zweifache Rekursion (nebst einer 
Substitution). Dabei wird unter einer zweifachen Rekursion eine Definition 
von der Form 





yp (0, m, a,, Gy, ~~~, Gy) = a(M, @,, Gy, ..., Gy), 
gy (m+, 0, a,, a, ..-, a) 
(5), = fog ry by... bp (™, @,, @,,-.-, @, p(m, by, b,, by, ..., b,)), 
gy (m+ 1, n+1, @,, a, ..., a,) 
| = Boob, by... br (M,N, Ay, Gz, ..-, By, P(M, by, b,, b,..., by), P(m+ 1, n, b,, by, ... 


verstanden, wobei die Schreibweise f,,»,5,...0,+ Gbo0,0,...0, die ent- 
sprechende Bedeutung hat wie in der Einleitung. (Die Indizes zeigen 
auch hier diejenigen Leerstellen an, die durch Einsetzungen gebunden 
werden sollen; die iibrigen Argumente von g, namlich m, m +1, n, sollen 
dabei festgehalten werden.) Ich sage auch, die Funktion y (m,n, a,, @,, ...,@,) 
sei durch die zweifache Rekursion (5) aus der Funktion « und den in den 
Termen f und g auBer @ auftretenden Funktionen definiert. 

Ich beginne die Abzaihlung (4) mit den Ausgangsfunktionen (A’), ich 
setze also 


Po(n, 4) =, —, (N,4) =a, y,(n,a)=— Pp, Y;(n,a) =a", ,(n,a) = 2, (a). 


Fiir m > 4 definiere ich durch ,,Rekursion“ (natiirlich nicht im bisher 
gebrauchten Sinne dieses Wortes) in bezug auf m, welche Funktion als 
@m(n,@) gelten soll. Es sei also g,(m,a) fiir k < m bereits bekannt; 
dann definiere ich ¢,,(n,a) als die aus der Funktion 92, (»)(n,@) durch 
das Rekursionsschema (2), oder die aus den Funktionen gz, im) (n, a), 
Pxz im) (%, @), Px, «m (m,@) durch das Substitutionsschema (3) entstandene 
Funktion, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Dann enthilt die 
Folge (4) zufolge des zu Ende von Nr. 8 ausgesprochenen Satzes jede zwei- 
stellige rekursive Funktion mindestens einmal. Um diese Behauptung 
einfacher beweisen zu kénnen, zeige ich etwas mehr, namlich daB jede 
zweistellige rekursive Funktion in der Folge (4) mit einem Index > 4 
auftritt (dies sagt nur fiir die Ausgangsfunktionen (A’) mehr aus, als die 
urspriingliche Behauptung). In der Tat gilt das fiir die Ausgangsfunk- 
tionen (A’), da fir m = 0, 1, 2, 3 und 4 m’ = 3"-7 gewiB gréBer als 4 
ist, also gm (n,@) aus ¢,,(m, a) durch die ,,identische Substitution“ ent- 
steht (nimlich durch Einsetzung von n fiir nm und a fiir a), also mit 
diesem identisch ist. Ist ferner die Behauptung fiir die Funktion y (n, a) 
richtig, ist also fiir ein kK >4 y(n, a) = g,(n, a), so gilt fiir die aus 
y(n, a) mit Hilfe des MRekursionsschemas (2) entstandene Funktion: 
gin) = 9 (n, a). Enthalt endlich die Folge (4) die Funktionen 
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a (nm, a), B(m,a) und y(n, a) mit einem Index > 4, ist also fiir gewisse 
i,j,k >4 
a(n,a) = Pi (n, a), B (nm, a) = Pi (n, a), Y (n, a) = Pe (n, a), 
so gilt 
"a (B (n, a), ¥ (n, a)) = Pi - 5+ gh (n, a), 

also ist auch die aus a, 8, y mit Hilfe des Substitutionsschemas (3) ent- 
standene Funktion in der Folge (4) enthalten. 

11. Die Definition der Funktion 9,, (n;a) = p (m,n, a) (ich ver- 
wende die letztere Schreibweise, um den wichtigen Umstand, da8 auch 
m als Argument gilt, hervorzuheben) lautet explizit aufgeschrieben: 


n, falls m = 0, 
a, » mM=i, 
Pa» m= 2, 
a", , m= 3, 


(6) GP (m, n, a) = 1% (a), » m= 4, 

1, ,, m> 4, m gerade, n = 0, 
p (x, (m), n—1, p(m,n—1,a)), falls m > 4,m gerade, n>0 
9 (2, (m), y (2, (m), n, a), Eg (2, (m), n, a)), 

falls m > 4, m ungerade. 





Diese Definition ist insofern einer zweifachen Rekursion 4hnlich, als 
y (m, n, a) mittels gewisser Werte gy (m’,n’,a’) dieser Funktion ausgedriickt 
wird, wobei entweder m’<m, oder m’ = m, n’<n ist. In der Tat 
werde ich die Definition (6) auf eine zweifache Rekursion von der For (5) 
nebst einer Substitution zuriickfiihren. Dies wird dieselbe Methode er- 
fordern, wie die Zuriickfiihrung einer Wertverlaufsrekursion auf eine primi- 
tive Rekursion in meiner Arbeit ,,I“, da ja (6) sich als eine zweifache 
Wertverlaufsrekursion auffassen la8t. 

Vor allem driicke ich die Fallunterscheidungen in (6) in einer Forme) 
aus. Zu diesem Zweck benétigt man auBer den bisher gebrauchten 
Funktionen die Hilfsfunktion 
_ 1, falls m =n, 

(10, 4 mM; 


der rekursive Charakter derselben la8t sich z. B. aus der Darstellung 
(m,n) = aE ((m +n) + (nm) 
erkennen. Setzt man 
a (m,n,a,b,c) = a-«(m,1) + p,-e(m, 2) + a"-e(m, 3) + 2, (a) - o(m, 4) 


+ sg (m +4) (b- sg 2, (m) + c- 8g 2, (m)), 
4* 
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dann gilt fiir die rekursive Funktion « (m, n, a, b, c) 


a, falls m = 1, 
Pn» = 2, 
a, , m= 3, 
x,(a), , m=4, 
b, ,, m > 4, m gerade, 
c, ,, m > 4, m ungerade, 


a(m, n, a, b,c) = 





so da8 (6) sich einfacher durch 
n, falls m = 0, 
a (m,n, a, 1, p(2, (m), p (4 (m), n,a), p (225 (m), n, ))), 
falls m > 0, n = 0, 
a(m, n, a, y (%,(m), n—1, p(m, n—1, a)), 
p (2, (m), p (2%, (m), n,a), p (725 (m), n,a))), 
falls m > 0, n > 0 


p(m,n,a) = 





ausdriicken lat. Setzt man also weiter 
a(m +-1, 0, a, 1, ec) = B(m, a, c), 
a(m+1, n+ 1, a, b,c) = y(m, n, a, b, ©), 
dann sind # und » ebenfalls rekursive Funktionen und man gewinnt: 
gy (0, n, a) = n, 
p (m+ 1,0, a) = B(m, a, p (2, (m+ 1), p(x, (m +1), 0, a), 
P (2, (m + 1), 0, a))), 
gy (m+1,n+1l,a)=y (m, n, a, p (2, (m+ 1), n, p (m+ 1,n, a)), 
p(x, (m+ 1), p (2, (m+ 1),n+ 1,4), p(a,(m+ 1), n+ 1,a))): 


(7); 





12, Der Wertverlauf von gy 1aBt sich durch die Funktion 


y(m,n,a) = [J pre 


i=0 


charakterisieren; in der Tat ist fiir i = 0, 1, 2,...,m 


(8) @ (i, n,a) = 2, (y(m, n,a)). 
Nun ist 
y (0, n, a) = 2", 


@ (m+, 0,a) 


y (m+ 1, 0, a) = yim, 0, a)- per h”®, 


gim+i,n+ 1,4) 


y(m+ 1, n+ 1, a) = p(m, n+, 1, @)-Paei 
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Ich setze hier statt y(m+1, 0, a) bzw. g(m+-1, +1, a) ihre Werte 
aus (7) ein; dabei driicke ich aber die rechts auftretenden Werte von » 
mit Hilfe von (8) durch y(m,n,a) aus. Wegen 2,(m-+1)<m ist 

p (2%, (m+ 1), y (a, (m+1), n, a), y (2, (m+ 1), 2, a)) 


= x, (m +1) (v(m, 1, (m + 1) (p(m, n, a)), An, (m + »(y (m, n, a)))) 


= 1, (m, v(m, my (m, ym, n, a)), u,(m, y (m,n, a)))), 


falls man 
Le (m, b) = Tey (m +1) (b) 
setzt; ferner ist 


p (2% (m + 1), n, p (m+ 1, ,@)) = %x, m+ »( p(m, N, Tm +1 (p(m+-1,n, a)))) 
= fle (m, y(m, n, v(m, p(m+ 1, n, a)))) 
mit 
v(m, b) = 2m 4 ; (b). 
Setzt man also 


x (m, a,b,c) = b- pi (mam (mm, e)) 
A(m, n, a, 6, c,d) = b- pi (m My Ho (Mm, €), Hy (my d)) 
so gewinnt man fiir py die zweifache Rekursion 
y (0, n, a) = 2", 
y (m+-1,0,a) =x{m,a, y(m,0,a), y(m,u,(m, y(m,0,a)), 4,(m, v(m,0,a)))), 


(9) y(m+1,n+1,a) = A(m,n,a, y(m,n+1,a), yp (m,n, ¥ (m, y(m+1, n,a))), 





y (m., Hy (m, p(m, n+1, a)), eg (m, y(m, n+-1, a)))), 


ersichtlich von der Form (5); die dabei auftretenden Funktionen 2", x, A, 
Mg, fs, ¥ Sind simtlich rekursiv. 
Aus y gewinnt man @ durch 
p(m, n, a) = 2,,(y(m, n, a)). 
Dies zeigt, daB8 auch yp nicht mehr rekursiv sein kann; wir sind auf diese 
Weise zu dem zuerst von Ackermann bewiesenen Satz gelangt, daB die 
zweifache Rekursion aus der Klasse der rekursiven Funktionen hinausfiihrt. 
Ich erwihne noch, da8 man die Methode des § 1 auf die Definition (9) 
anwenden kann und so die Funktion g auch durch eine zweifache Rekur- 
sion ohne Parameter, also von der Form 
&(0, n) = a(n), 
& (m +1, 0) = fa (m, é (m, a)), 
E(m+1, n+ 1) = g,(m, E(m, a), E(m+ 1, n)), 
nebst einigen Substitutionen definieren kann. 
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§ 3. 


Das Ackermannsche Beispiel. 

13. Das von Ackermann zur Aufstellung einer nichtrekursiven Funk- 
tion angewandte Verfahren kann als ein modifiziertes Diagonalverfahren 
aufgefaBt werden. Statt — wie.ich es im vorigen Paragraphen getan 
habe — alle zweistelligen rekursiven Funktionen in einer Reihe 


(4) Po (n, a), P; (n, a), sal Pm (n, a), eee 
derart anzuordnen, da8 jede Funktion aus gewissen vorangehenden Funk- 


tionen entweder durch Rekursion, oder durch Substitution entsteht, defi- 
niert Ackermann eine Reihe 


(10) Yo(", a), yp, (m, a), .--, Ym(m, a), .-. 

von Funktionen durch sukzessive Iterationen in bezug auf ». Da eine 
Iteration das Wachstum einer Funktion starker beeinfluBt, als eine Rekur- 
sion oder eine Substitution, so majorisieren die Funktionen (10) — bei 
geeigneter Wahl der Anfangsfunktion y, (n,a) und der Anfangswerte y,, (0, a) 
der Iteration — der Reihe nach die Funktionen (4). Jedenfalls gibt es 
zu jeder zweistelligen rekursiven Funktion g(n,a) ein m derart, daB fiir 
alle » und a 

(11) p(n, 4) <= Ym (nm, @) 

besteht. Daher kann y,,(n,@) als Funktion von m, m, a nicht rekursiv 
sein; sonst wire die zur Folge (10) (als Folge von Funktionen des Argu- 
mentes n betrachtet) gehérige ,,.Diagonalfunktion“ y, (n,a) ebenfalls rekur- 
siv; es miiBte also durchwegs fiir ein gewisses m 


Vn (n, a) < Ym (n, a) 
bestehen, was fiir » = m nicht zutrifft. 


14. Das von Ackermann durch dieses Verfahren konstruierte Beispiel 
lautet im einzelnen, bis auf Abinderungen in der Bezeichnung, wie folgt: 
zum Ausgang wahlt er die Funktionen 


y,(n,a)=n+a, y,(n,a)=n-a, y,(n,a) =a"; 


fiir m > 2 definiert er y,,4,(m, a) durch die Rekursion 


{ Ym+1 (0, a) =a, 

\ Ymii(m+1,a) = Pm (Wm +1 (M, a), a); 
d. h. yn+i(m,@) ist die n-te Iterierte der Funktion y,,(n,a) in bezug 
auf n. Statt diese Funktionen mit den zweistelligen rekursiven Funktionen 
zu vergleichen, setzt er a = m und verwendet die so entstehenden Funk- 
tionen y,,(n,) zur Majorisierung aller einstelligen rekursiven Funktionen. 
































Konstruktion nichtrekursiver Funktionen. 55 


So gelangt er zur Funktion y, (n,m), welche also den Wert darstellt, den 
fiir die Argumente n, n die n-te der Operationen ergibt, die man aus- 
gehend von der Addition durch Iterationen gewinnt, als ziemlich frappantem 
Reispiel einer nichtrekursiven einstelligen Funktion. 

Beim Beweis von Ackermann machen zwei Umstinde gewisse tech- 
nische Schwierigkeiten. Erstens legt er das allgemeine eingeschachtelte 
Rekursionsschema zugrunde, so daB er auch einen — nicht leicht zu er- 
bringenden — Beweis der Tatsache bendétigt, daB auch diese allgemeinere 
Art der Rekursion sich durch (eventuell mehrere nacheinander auszu- 
fiihrende) Iterationen majorisieren ]aBt. Diese Schwierigkeit kann man 
an Hand des Hauptergebnisses meiner Arbeit ,,I“ iiberwinden, indem man 
sich auf primitive Rekursionen (nach Nr.8 sogar auf solche ohne Para- 
meter) beschrinken kann. Dies wiirde schon eine wesentliche Verein- 
fachung bedeuten. Zweitens verursachen bei Ackermann gewisse Uneben- 
heiten, die in den zum Beweis nétigen Monotonititseigenschaften der 
Funktionen (10) auftreten, Schwierigkeiten. Demzufolge kann man 
die der Ungleichung (11) entsprechende Majoranteneigenschaft der Acker- 
mannschen Funktionen nur fiir hinreichend groBe Werte der Argumente 
beweisen. Um diese Schwierigkeiten zu umgehen und damit zu einem 
weiter vereinfachten Beweis zu gelangen, glitte ich jene Unebenheiten 
durch eine vorteilhaftere Wahl der Anfangswerte der Iterationen ab. 
Das so konstruierte Beispiel ist mit dem Ackermannschen zwar nicht 
identisch, stimmt aber mit diesem in allen wesentlichen Eigenschaften 
iiberein. 

Endlich wird das Verfahren einfacher, wenn statt zweistelliger Funk- 
tionen y,,(n, a) einstellige Funktionen ¢,,(n) iteriert werden; das kann 
man z. B. so erreichen, daB man anstatt von y,(n,@) = ”-+-a@ von 
G,(n) = 2n ausgeht. 


15. Zur Herstellung des Beispiels sind Funktionen ¢,,(n) mit fol- 
genden Monotonitiatseigenschaften notwendig: 

a) @,(n) >n (und folglich ¢,,(n) > 1), 

b) fir n <n’ ist oy (mn) < om (n’), 

C) Pm (n) wichst auch in bezug auf m monoton, sogar ist @,, (m) 


gegeniiber dem Wachsen von m mindestens so ,,empfindlich“, wie gegen- 
iiber dem Wachsen von n, d. h. 


Pm+1(X) = Pm(n + 1). 


(Aus dieser Ungleichung samt b) jolgt, daB gn .,(n) > @» (n)). 
Die Eigenschaft c) besteht fiir » = 0 nicht, wenn man von der De- 
finition 9» +1 (0)= g», (0)— welche der Ackermannschen Definition yp, + (0, @) 
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= a= y,,(0,a) entspricht — ausgeht. Statt dessen wahle ich die Definition 
Pm+1(0) = g@»(1) zum Ausgang. 

Die Funktion g,(n) = 2m, welche der Ackermannschen Ausgangs- 
funktion y,(n,a) = n +-a entspricht, geniigt fiir n = 0 der Bedingung a) 
nicht. Statt ihrer nehme ich die ebenfalls lineare und den Bedingungen 
a), b) geniigende Funktion 2n-+-1 als Ausgangsfunktion. 

Also definiere ich die Funktionen 9,,(n) wie folgt: 


9, (n) = 2n+1 
und fiir alle m 


| Pm +1 (0) —_ Pm (1) 
| mia (m+ 1) = Pm (Pm +1 (M)). 


Ich beweise, daB q,,(n) fiir alle m den Bedingungen a), b) und c) 
geniigt. 
a) Pm(n) >, dh. o,(n) > n+ 1. + 


Dies besteht fiir g,(m); angenommen, da es schon fiir m besteht, kann 
man auf m+ 1 so schlieBen: 
Pm+1(9) = Pn (I) > 2>0+1 


und falls a) fiir @,, , ,(”) schon besteht, so besteht es auch ftir p+, (n + 1), 
da 


Pm+r(%+1) = Pm(Pm+r(™)) > Ymsi(m) + 1S (w+1) +1. 
b) Die Monotonitét in bezug auf n ist eine unmittelbare Folge der 
Eigenschaft a), da sie fiir g,(m) besteht und fiir alle m 
Pm +1(% +1) = Pm (Pm +1 (%)) > Ym +1 (M). 
C) Pm+i(n) > oa(n +1); denn 
Pm+i(0) = Pm (1), 


und wenn c) ftir » schon erfiillt ist, so kann man auf n+ 1 folgender- 
maBen schlieBen: 


Pu+i(n+1) = Pm (Pm +1 (”)) = Pm (Pm (n + 1)), 
und hier ist nach a) 9,,(n +1) > + 2, also nach b) 
Pm+i(®+ 1) => Gp, (n+ 2). 


Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Ich werde im folgenden die Eigenschaften a), b) und c) der Funk- 
tionen ¢,,(n) anwenden, ohne diese jedesmal anzufiihren. 


16. Nun behaupte ich, daB es zu einer jeden einstelligen rekursiven 
Funktion a(n) ein solches m gibt, daB ,,(n) > a(n) fiir alle n. 
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Zu diesem Zwecke beweise ich die folgenden Hilfssitze: 
1. Ist a(n, a) eine der Funktionen (A’), (diese betrachte ich auch 
hier alle als zweistellig), so gibt es ein solches m, daB fiir alle n, a 
a(n, a) < pm (max (n, a)). 
2. Gibt es zu den Funktionen «(n,a), 8 (n,a), y (n,a) solche i, j, k, 
daB fiir alle n, a 
a(n,a) < ,(max(n, a)), 


B(n,a) < ; (max (n, a)) 
und 


y(n, a) < ~, (max (n, a)), 
so gibt es auch ein solches m, daB fiir alle n, a 
a(B(n, a), y(n, @)) < » (max (n, a)). 
3. Gibt es endlich zur Funktion y(n, a) ein solches i, daB fiir alle n, a 
y (n,a) < y,(max (n, a)), 
so gibt es auch zur Funktion y(n), die durch die Rekursion 
y(0) = 1, 
y(n +1) = y(n, y(n) 
definiert wird, ein solches m, daB fiir alle n 
p(n) < gm (n). 


Beweis von 1.: Wegen n< max (n,a), 2, (a4) <a < max(n, a) und 
Po (max (n,a)) = 2max(n, a) + 1 > max (n, a) gilt die Behauptung mit 
m = 0 fiir die beiden ersten und die letzte der Funktionen (A’). 

Ferner verifiziert man durch Induktion nach n, daB 


9, (n) = 2*+2 — 1, 
Daraus ergibt sich, dab 

Pn < $2 (max (n, a)). 
Da niamlich p, von a nicht abhingt und’) p, < 2°", ist nur zu beweisen, 
daB 

ar < Ps (n). 
Dies besteht fiir n = 0, da 
y, (0) = 9, (1) = 2+*#-1=7>2". 


7) Vgl. z. B. G. Pélya und G. Szegé, Au/gaben und Lehrsdtze aus der Analysis 
(1925), Abschnitt VIII, Kap. 2, Aufg. 94. S. 133, ferner Lésung auf 8.342. Dort 
bedeutet zwar p, die der GréBe nach n-te Primzahl (also p, = 2, p, = 3,...); 
der Beweis J48t sich aber ohne weiteres auf die hier verwendete Definition von p, 
iibertragen. 
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Angenommen, daf schon 


Ps (x) > -, 
so ist 


P2(n +1) = @,(po(n)) > —, (2%) = 22"+? —1 = 4-2" — 1 > 2", 
und da 2¢ >a, also 2" >n -+-1, so ist 


P.(n +1) > 27" 
Folglich ist fiir alle n 


d s(n) > 2", 
q. e. d. 


Daraus ergibt sich auch, da8 
a” < g, (max (a, n)). 


Es ist niamlich fiir alle a> 4, wie man durch vollstindige Induktion 
nach weist, 


a* <= 2°; 
hieraus, und aus a < 2" folgt fiir a> 4 
at <2"? <2", 
und dieses gilt (falls 0° = 1 definiert wird) auch fiir a <4. Also ist 


a” = max (a, n)™* (om) = MO” — — (max (a, n)). 
Beweis von 2.: Bestehen die Annahmen und ist noch 
m = 2 + max (i, j, k), 
so ist wegen 1 <— m— 2, max(j, k) SS m—2 <m—l1, 
a (8 (n,a), y(n,a)) < oy, (max (A(n, a), y(n, a))) 
< 9, (max (, (max (n, @)), , (max (n, a)))) 
= 9; ( Pmax «j, » (max (n, a))) 
< $m —2 ( Pm—1 (max (n,@))) = @»—1(max (n, a) + 1) 
S P» (max (n, a)). 
Beweis von 3.: Bestehen die Annahmen und ist noch 


| 
m=i+l, 

so ist erstens 
y (0) = 1 = g (0) < pn (0). 

Angenommen, daB schon | 


: y(t) < Gm ln), 
so ist wegen ¢,,(n) > n 


y (n+ 1) = y(n, p(n)) < o,(max(n, y(n))) < ¢,(max(n, ~,, (n))) 
= Pi (Pm(N)) = Pm—1(Pm(®)) = Gu (m+ 1). 
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Folglich ist fiir alle n 
v (2) < Mm (m), 
und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Gemai8 dem Satze, welcher am Ende von Nr.& ausgesprochen wurde, 
folgt aus 1., 2. und 3., daB es zu jeder zweistelligen rekursiven Funk- 
tion a(n,a), (die nicht notwendig von a wirklich abzuhangen braucht), 
eine Zahl m gibt*), derart, da® fiir alle m und a 

a(n,a) < @» (max (n, a)) 

besteht. Handelt es sich um eine einstellige rekursive Funktion «(n), so 
kann hierbei a beliebig, z.B. a = 0 gewahlt werden, und man gewinnt, 
wie behauptet, ein m derart, daB fiir alle n 

% (N) < Pm (m). 

Andererseits*) ist bei beliebigem m fiir n > m 

Pn (") > Pm (n), 
also kann g,(n) nicht zu den rekursiven Funktionen gehéren. 

17. Somit kann auch g,,(n) als Funktion von m und n nicht re- 
kursiv sein. Sei ,, (n) = g(m,n), so lautet die Definition von  (m, »): 
¢ (9, n) _ 2n+ 1, 

p(m + 1,0) = y(m, 1), 
| g(m+1,n+1) = p(m, g(m +1, n)), 
und das ist eine zweifache Rekursion. 


Es wire die nahere Untersuchung von solchen mehrfachen Rekursionen 
interessant, z. B. vom Gesichtspunkte des Zusammenhanges mit den Hilbert- 
schen héheren Funktionentypen (Ackermann*) hat niamlich gezeigt, da8 





8) Der obige Beweis zeigt, wie man ein solches m zu einer gegebenen rekur- 
siven Funktion x(n,a) wirklich angeben kann. Entsteht die Funktion «(n,a) im 
Sinne des zu Ende von Nr. 8 ausgesprochenen Satzes durch r Rekursionen (2) 
und s Substitutionen (3) aus den Ausgangsfunktionen (A’), gelangen dabei p, und 
a” insgesamt /-mal zur Anwendung, so sieht man leicht ein, daB m = r+ 28+ 2t 
gesetzt werden kann. Daraus folgt durch eine grobe Abschétzung, daB man fiir m 
auch den Index von x(n,a) in der Abzihlung (4) nehmen kann. 

*) Daraus folgt auch, daB schon Pm () nichtrekursiv ist. Sonst ware namlich 
auch g,,, (0) rekursiv, also gabe es ein & derart, da® fiir jedes m Ps m9) < ,(m) 
ware. Das kann aber fiir m = k nicht zutreffen, da infolge der Eigenschaft c) die 
Ungleichung g,,(0) 2 y, (k) besteht. In entsprechender Weise beweist man, daB 
?,,(”) fir kein festes » eine rekursive Funktion von m darstellt. Andererseits ist 
P,(") offenbar fiir jedes feste m eine rekursive Funktion von n. Also riihrt die 
Nichtrekursivitat der zweistelligen Funktion p, (n) sozusagen von ihrer Abhéngig- 
keit von m her. 
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sein Beispiel auf der ,,zweiten Stufe‘ durch regelmaBige, d.h. nur nach 
einer Variablen fortschreitende Rekursionen definierbar ist); ferner auch 
von dem Gesichtspunkte, daB das Diagonalverfahren auch auf die so 
definierten Funktionen anwendbar ist; es fragt sich, welche weiteren 
Modifikationen des Rekursionsbegriffes geeignet erscheinen, um iiber die 
durch mehrfache Rekursionen definierten Funktionen hinauszukommen, 
und wie sich dieses Verfahren ins Transfinite fortsetzen la8t. Auch wire 
noch zu untersuchen, welche Spezialfille der mehrfachen Rekursion sich 
noch immer auf primitive Rekursionen zuriickfiihren lassen. Auf diese 
Fragen will ich in einer spiteren Arbeit zuriickkommen. 

Zum Schlu8 méchte ich den Herren P. Bernays (Ziirich) und L. Kalmar 
(Szeged) auch hier fiir ihre wertvollen Ratschlige meinen Dank aussprechen. 


(Eingegangen am 15. 7. 1934.) 

















Zum Eliminationsproblem der mathematischen Logik. 
Von 


Wilhelm Ackermann in Burgsteinfurt. 


In einer kiirzlich in dieser Zeitschrift erschienenen Arbeit") hatte ich 
das Eliminationsproblem allgemein fiir den Fall gelést, da8 hinter dem 
Seinszeichen fiir das zu eliminierende Pridikat Jauter Allzeichen fiir Individuen 
vorkommen*). Fiir den Fall, da8 ein Wechsel von All- und Seinszeichen 
auftritt, konnte keine allgemeine Liésungsmethode angegeben werden; es 
wurde nur darauf hingewiesen, daB sich durch Einfiihrung von Belegungs- 
funktionen das Problem auf ein solches reduziert, bei dem das ur- 
spriingliche Pridikat verschwunden ist und dafiir zu eliminierende Be- 
legungsfunktionen auftreten*). Der Vorteil, den die Einfiihrung von 
Belegungsfunktionen bietet, besteht darin, da8 in gewissen einfachen Fallen 
sich die Belegungsfunktionen wieder fortschaffen lassen, womit dann die 
Elimination vollstaéndig vollzogen ist. Zu diesen einfachen Fillen gehért 
z. B. das Beispiel (26) auf Seite 413 meiner genannten Arbeit. Die opti- 
mistischen Erwartungen, die man danach allgemein von dieser Methode 
haben kénnte, erweisen sich leider als nicht begriindet; vielmehr entstehen 
durch Ejinfiithrung der Belegungsfunktionen derart verwickelte Aufgaben, 
daS man diese Funktionen gern vermeiden méchte, falls die in den be- 
sonderen Fallen erreichten Resultate sich auch auf andere Weise erzielen 
lieBen. Das ist in der Tat der. Fall. Mit der neuen, im folgenden an- 
zugebenden Methode gelingt z. B. ebenso wie mit der Methode der Belegungs- 
funktionen die Lésung der meisten Eliminationsprobleme, die von Schréder 
im 3. Band seiner Algebra der Logik aufgeworfen worden sind. Zugleich 
wird uns aber klar werden, weshalb man diese Methode nicht zu einer 


1) Untersuchungen iiber das Eliminationsproblem der mathematischen Logik, 
Math. Annalen 110, S. 390—413. 

*) Der Fall, daB hinter dem Seinszeichen fiir Pridikate lauter Seinszeichen 
fir Individuen vorkommen, ist trivial. da er sich auf ein Eliminationsproblem des 
Aussagenkalkils reduziert. 

3) Das Ersetzen der Seinszeichen durch Belegungsfunktionen ist im wesentlichen 
schon von Schréder bei seiner Ausfiihrung von logischen Produkten und Summen be- 
nutzt worden; in klarer Fassung ausgesprochen hat es zuerst Th. Skolem 1920. 
Seitdem ist dieses Prinzip mehrfach bei Untersuchungen tiber den Logikkalkiil be- 
nutzt worden. — Auf die Vorteile, die die Einfiihrung von Belegungsfunktionen fir 
das Eliminationsproblem bietet, hat auch schon H. Behmann in einem Vortrage auf 
der Mathematikerversammlung in Disseldorf 1926 hingewiesen. 
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allgemein anwendbaren erweitern kann, was bei Einfiihrung der Belegungs- 
funktionen einigermafen unklar blieb. Zu den von Schréder behandelten 
Problemen gehéren z. B. 

(I) (EF){(2) (Ey) (Avy & F xy) & (2) (Ez)(Baz & Fra), 

(II) (EF)((z)(Eu)(Acu& Feu) & (x) (y) (Ez) [Bry(Cyz & Fx2z))), 
(III) (EF) {(z)(Eu)(Acu& F xu) & (xz) (Ey) (2}(Bry & CyzF x2), 
(IV) (BF) {(2)(y)(E2) (Ary (Byz& F 2)] & (x) (By) (2)(Czy& DyzF x2)}, 

(V) (BF) ((2)(Ey)(2)[Azy & ByzF az] & (2)(Ey)(2)(C2y& DyzF 22)). 
Die Formel (I) ist die obenerwihnte Formel (26) meiner Arbeit. Die 
Resultanten aller dieser 5 Formeln sind von Schréder nur (allerdings 
richtig) vermutet worden. Js fallt uns bei diesen Formeln auf, daB die 
aiuBersten Individuenoperatoren Allzeichen fiir 2 sind (die man iibrigens 
vereinigen kann), und da8 F als erstes Argument immer z hat. Wir 
wollen allgemein eine derartige Formel mit (ZF) (x) UM, (F xc, xz) bezeichnen. 
Wir behaupten nun, es gilt 
(VI) (E F)(z)U,(F xe, x) <> (x) (EG) U, (Ge, z) 

Dabei ist G ein einstelliges Pradikat. Die Richtigkeit dieser Formel ist 
leicht einzusehen. Zunichst ergibt sich 

(EF) (x) U,(F xe,.2) > (x) (EG) AU, (Ec, z) 
nach den bekannten Regeln des Pridikatenkalkiils, da Fay bei fest- 
gehaltenem z ein Pridikat von y ist. Die Umkehrung 

(x) (EG) U,(Ge,z) + (EF) (x) U,(F xe, z) 
ist ein besonderer Fall des Auswahlaxioms. Gibt es zu jedem z ein G der 
obigen Art, so laBt sich jedem x auch eindeutig ein derartiges G zuordnen, 
das wir mit G* bezeichnen. Aus (xz) U,(@t,z) ergibt sich dann, da G ein 
zweistelliges Pradikat ist, (E F)(x)U,(F xc,z). Die Anwendung von (VI) 
auf die Formel (1) formt diese um zu 

(2) (EG) (Ey) (A cy & Gy) & (E2) (Barz & G2). 
In dem hinter G stehenden Teil der Formel kann z als konstant angesehen 
werden; wir haben also ein reines Problem des einstelligen Pridikatenkal- 
kiils vor uns und finden mit Hilfe der hier gebriuchlichen Methoden‘) 
die uns schon bekannte Resultante 
(2) (EB y)(E2)(Ary& Baz&y + 2). 
Aus Formel (II) entsteht durch Anwendung von (VI) - 
(z) (EG) [(Eu) (Aru & Gu) & (y) (Ez) Bry (Cyz & G2)). 


4) Vgl. z. B. H. Behmann, Beitrige zur Algebra der Logik und zum Ent- 
scheidungsproblem, Math. Annalen 86 (1922). 
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Hier kann (Eu) mit (ZG) seine Stellung vertauschen. Nach einigen 
weiteren, leicht einzusehenden Umformungen ergibt sich 
(x)(Eu) (4 ou & (EG)[(y)(y + u)@y & (y)(E2) Bry (Cyz & G2). 
Hier kann die Elimination von G gema8 Formel (6) auf Seite 394 meiner 
friiheren Arbeit vollzogen werden. Man erhilt 
(z)(Eu)([Aavu & (y) (Ez) Bay(Cyz&z + u)}. 

Auf dieselbe Weise findet man fiir die Formeln (III), (IV), (V) beziiglich 
die Resultanten 

(x) (Eu) (Ey)(Azu& Bry & Cyu), 

(x) (Zu) (y)(E2)[Acy(Byz& Duz) & Cru), 

(x) (Eu) (By)(z)(Acu& Cry & BuzDy?2). 
Bemerkenswert bei den obigen Uberlegungen ist, daB gerade das Aus- 
wahlaxiom (in der speziellen Form, in der wir es benutzten) als wichtiges 


logisches Hilfsmittel erscheint. Die Formel (VI) laBt sich iibrigens zu 
folgender Formel verallgemeinern: 


(EF) (x) Ue, ...c, (F 20, .. Cn, 2) <> (2) (EG) Ue, c, (Fe, ... Cn, 2). 
Hier hat das Priadikat G eine Leerstelle weniger als F. 


(Eingegangen am 9. 11. 1934.) 











Beweise der Anordnungsaxiome im Rahmen 
der synthetischen Geometrie. 


Von 


Heinrich Liebmann in Heidelberg. 


1, Die Anordnungsaxiome in der Fassung von Hilbert') lassen sich 
jn einfacher Weise aus dem in meiner ,,Synthetischen Geometrie‘*) auf- 
gestellten Axiomensystem ableiten, das die Verkniipfungsbeziehungen in 
den Vordergrund treten laBt, den Begriff der Anordnung von Elementen 
vermeidet und als Weiterfiihrung der linearen Verkniipfungsaxiome fiir 
den Ausbau der Kegelschnittlehre angesehen werden kann. 

AuBer den (ebenen) Verkniipfungsaxiomen werden die zuerst von 
Fano aufgestellten herangezogen, die einerseits die Krummlage der Neben- 
ecken des vollstindigen Vierseits, andererseits die Existenz unendlich 
vieler Punkte der Geraden (durch die wiederholte Konstruktion harmo- 
nischer Punkte) sichern. Dazu treten neu die beiden Vertauschungsaxiome, 
die die Vertauschbarkeit der Punkte in einem Pascalschen Sechseck 
fordern und sowohl zu den Beweisen des Desarguesschen Satzes und des 
Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie dienen, als auch zur (projek- 
tiven) Erzeugung der Kegelschnitte hiniiberfiihren. Als ganz wesentlich 
kommt fiir die Kegelschnitte das EZ. P.-Aziom dazu*), das einmal die 
Existenz ,,innerer“ (elliptischer) Punkte (e.P.) als Triger eines Biischels 
von lauter Treffgeraden fordert, auBerdem aber, daB es auBer hyperbolischen 
und parabolischen Punkten, d.h. Punkten ,,auBerhalb“ und ,,auf‘‘ dem 
Kegelschnitt, nur noch e.P. gibt. Hierdurch erst wird auch die Existenz 
elliptischer Involutionen (z. B. der Paare konjugierter Geraden durch 
einen e. P.) gewahrleistet. 


2. Es liegt nahe, zu vermuten, daB die sonst fiir die Untersuchung 
von Involutionen und fiir die Kegelschnitte erforderlichen Annahmen iiber 
Anordnung von Elementen jetzt umgekehrt aus der vorausgestellten Axio- 
matik folgen, die — wie kaum hervorgehoben zu werden braucht — kein 
Stetigkeitsaxiom aufnimmt, sondern der Erweiterung des Kérpers der 
rationalen Zahlen durch Hinzunahme von Quadratwurzeln entspricht. 


1) Grund]. d. Geom., 7. Aufl., Leipzig/Berlin 1930. Axiomgruppe II, 1—4. 
*) Leipzig/Berlin 1934, S. 3—14. 
5) A. a. O. *), S. 37. 
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Man zeichnet irgendeine Gerade als g. aus und definiert ,,Zwischen“ 
dann mit Hilfe der elliptischen Involutionen‘): ,,B liegt auf g zwischen 
A und C und — wegen der Vertauschbarkeit der Elemente eines Involutions- 
paares dann auch — zwischen C und A“ (II. 1), wenn AC und B,gxg. = U 
Paare einer elliptischen Involution sind. 

Punkte auf g.. kénnen selbstverstindlich durch diese Definition nicht 
mit erfaBt werden. 

II. 2 erhilt man durch die bekannte Projektion der Punkte von g 
auf einen festen Kegelschnitt K,. Es soll gezeigt werden, ,,daB es zu 
zwei Punkten A und C stets wenigstens einen Punkt B auf der Geraden 
g = (AC) gibt, so daB B zwischen A und C liegt. (Wir wollen die 
auf K, projizierten Punkte von g durch die entsprechenden deutschen 
Buchstaben bezeichnen.) Auf K, sind also U,€,U gegeben; dann gibt es 
(nach E.P.-Axiom) auf (4C) innere Punkte (e. P.) von K,, wie sich leicht 
nachweisen ]aBt*). Die Verbindungslinie von U mit irgendeinem dieser Pupkte 
gibt mit K, einen zweiten Schnittpunkt 8, der durch Riickprojektion 
auf g einen Punkt B zwischen A und C liefert. 

II. 3 wird durch Verwendung eines Polardreiecks von K, bewiesen, 
wobei zu beachten ist*), daB von den drei Ecken eines Polardreiecks stets 
eine ein e. P., die beiden anderen ,,hyperbolische Punkte“ (auBere Punkte) 
(h. P.) sind, d. h. daB der h. P. der Trager einer hyperbolischen Involution 
konjugierter Geraden ist. 

Es soll dann gezeigt werden, ,,da8 es unter irgend drei Punkten einer 
Geraden nicht mehr als einen Punkt gibt, der zwischen den beiden anderen 
liegt. Die Projektion der Punkte A,B,C,U auf K, gibt A,B,C, U. 
Das Dreieck der Nebenecken dieses Vierecks ist Polardreieck von K,, und 
sein elliptischer Eckpunkt, der etwa (WU)x(BC) sein médge, zeigt, dab 
in diesem Falle A zwischen B und C liegt. 

3. In der ,,Synthetischen Geometrie‘‘ wurde ein fiir die Theorie der 
Kegelschnittpaare (und Biischel) fundamentaler Satz benutzt, ohne den 
die Biischel mit keinem reellen Schnittpunkt iiberhaupt nicht zugiinglich 
sind. Er tritt bei Thomae als ein — aus Anordnungsvorstellungen ent- 
nommener — Satz auf, der besagt: Sind A, B,C Ecken eines Dreiecks und 
sind S und T zwei nicht auf (A B), (BC) oder (C A) gelegene Punkte, sind 
ferner von den drei ,,Eckinvolutionen“ d.h. von den drei durch die Paare 


*) Die Idee, die elliptische Involution zur ,,Zwischen“-Definition heranzuziehen, 
sprach Herr Rosenthal gelegentlich aus. Es erweist sich dies in der Tat praktischer, 
als das ihm sehr nahestehende ,,Innen* und ,,AuBen™ vom Kegelschnitt her einzu- 
fiibren. 

5) Vgl. a. a. O. *), 8. 37 ff. 

6) Vgl. a. a. O. *), S. 50/51. 


Mathematische Annalen. 111 5 











66 H. Liebmann. 


(A B), (AC); (AS), (4 T) ferner (BA), (BC); (BS), (BT) und endlich 
(C A), (C B); (CS), (CT) je in den Biischeln mit den Triagern A, B,C be- 
stimmten Strahleninvolutionen zwei elliptisch, so ist die dritte hyperbolisch. 

Die beim Beweis dieses ,,Thomaeschen Axioms“ verwendeten Hilfs- 
mittel’) fiihren leicht zu IJ.4, dem Dreiecksaxiom von Pasch. In dua- 
listischer Form sagt dieses Axiom aus: Sind A, B,C Ecken eines Dreiecks, 
S und T zwei nicht auf dessen Seiten gelegene Punkte, so folgt aus der 
Annahme einer elliptischen Eckinvolution die Existenz einer weiteren. 

Bewiesen ist: 

€a4, €p, he (2 ellipt., eine hyp. Eckinv.), 
zu beweisen ist: aus e, folgt ein e,. 

Dies folgt, wenn gezeigt ist, daB auBer e,, eg, he pur noch der 
Fall dreier hyperbolischer Eckinvolutionen h,, hg, he méglich ist. 

Die Begriindung von e,, ez, he verliuft so*): Werden mit L,, L, die 
Schnittpunkte der Strahlenpaare (AS), (A 7) der Eckinvolution in A mit 
(BC) bezeichnet, entsprechend M,, M, und N,, N,, heiBen ferner Punkte 
z. B. L,, L, ,,ungleichartig‘‘ wenn der eine ein e. P., der andere ein h. P. 
eines beliebig durch A, B, C gelegten Kegelschnitts ist, sonst ,,gleichartige 
Punkte“, so wird dann gezeigt, daB aus L,, L, und zugleich auch M,, M, 
als ,,ungleichartigen“ Paaren folgt: N,, N, ,,gleichartig‘‘, daB also wenn die 
Eckinvolutionen (A) und (B) elliptisch sind, die dritte (C) hyperbolisch ist. 

Sind L,, L, und zugleich auch M,, M, ,,gleichartige‘‘ Paare, so soll 
jetzt gezeigt werden: N,, N, ,,gleichartig‘. Dabei kommen nur die Fille 

L,(e.P.). £L,(e.P.) und L, (e.P.), L,(e. P.) 

M, (e. P.), M, (e. P.) M, (h. P.), M, (h. P.) 
in Betracht. Dann folgt aus dem Hilfssatz*) im ersten Falle, daB N,, N, 
beide e. P., im zweiten Falle beide h. P. sind, also immer N,, N, ,,gleich- 
artig in bezug auf den durch A, B, C gelegten Kegelschnitt. Damit ist 
fiir die Eckinvolutionen der Fall h,, hg, he nachgewiesen. 

Dagegen ist fiir die Eckinvolution der Fall e,, hp, h- unméglich, 
denn das wiirde bedeuten 

L, (e. P.), L, (h. P.) 
M,(e.P.), M, (e. P.) 
oder M, (h. P.), M, (h. p.). 


7) A. a. O. *) S. 52 ff. 

8) A. a. O. *) S. 54/55. Berichtigend nachzutragen ist, daB es dort, S. 54 
Zeile 12 von oben ,,Deckstand ist (BC) (M* N*)“, Zeile 14 von oben ,,(Fir CB, 
M M*... aus der angenommenen Gleichartigkeit ...“, S. 55, Zeile 5 von oben 
w(Ni9, No, gleichartig!)“ heiBen muB. 

%) A. a. O. *) S. 54 oben. 
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Es waren also nach demselben Hilfssatz N, und N, ,,ungleichartig‘‘, d. h. 
die Eckinvolution in C ist nicht hyperbolisch, sondern elliptisch. Also folgt 
aus der Annahme einer elliptischen Eckinvolution das Bestehen einer 
weiteren, und damit ist das Paschsche Dreiecksaxiom bewiesen. 

Man erkennt hieraus einerseits, daB das Paschsche Axiom sich in die 
vorangestellte Axiomatik als beweisbarer Satz einordnet, und daB anderer- 
seits durch seine Verbindung mit dem ,,Thomaeschen Axiom‘ seine Trag- 
weite fiir die Lehre von den Kegelschnittbiischeln hervortritt. Mit dem beim 
Hinausgehen iiber die linearen Gebilde und Ubergang zur Kegelschnittlehre 
fast als zwangslaufige, aber tatsichlich als neue Grundannahme zu fordern- 
den E. P.-Axiom werden demnach alle Anordnungsaxiome zu beweisharen 
Satzen der synthetischen Geometrie. 


(Eingegangen am 30. 9. 1934.) 











tine Bemerkung iiber den Desarguesschen und den 
Pascalschen Satz. 


Von 


O. Bottema in Sappemeer (Niederlande). 


In der Entwicklung der projektiven Geometrie der Ebene spielen 
bekanntlich der Desarguessche und der Pascalsche Satz eine hervorragende 
Rolle. 

Fiihrt man neben den Axiomen der Verkniipfung den Desarguesschen 
Satz als Axiom ein (wir wollen es das Axiom D nennen), so ist man 
imstande, den Jsomorphismus des entwickelten Systems mit einer Koor- 
dinatengeometrie nachzuweisen. Der Koordinatenbegriff kann dabei in 
verschiedenen Weisen definiert werden (vgl. die Streckenrechnung nach 
Hilbert, die Algebra der DehnungsgréBen nach Schwan und Dehn, den 
geometrischen Kalkiil von Hessenberg, die Punktalgebra von Veblen und 
Young usw.). Das entstandene System hat die Kérpereigenschaften; es 
ist aber die Multiplikation nicht kommutativ. Um die projektive Geometrie 
weiter zu entwickeln, mu8 man‘noch ein Axiom einfiihren, welches diese 
Kommutativitét verbiirgt. Bekanntlich kann man dafiir den Pascalschen 
Satz wihlen (wir nennen ihn das Axiom P). Damit ist dann die pro- 
jektive Geometrie der Ebene in gewisser Hinsicht fertig und es kann 
z. B. der Fundamentalsatz bewiesen werden. 

Das Axiom P ist vom Axiom D unabhangig, wie aus der Existenz 
nicht-kommutativer Kérper hervorgeht. Umgekehrt ist aber das Axiom D 
nicht vom Axiom P unabhingig. Nach einem Satz von Hessenberg ist 
der Desarguessche Satz eine Folge des Pascalschen Satzes. Man kann 
also die ebene projektive Geometrie entwickeln, indem man neben den 
Verkniipfungsaxiomen sofort das Axiom P einfiihrt. Es geht dabei. aber 
unzweifelhaft der Reiz verloren, welcher darin liegt, zuerst die weit- 
gehenden Konsequenzen des Axioms D zu entwickeln. 

Es entsteht die Frage nach der Existenz eines Axioms, das zu- 
sammen mit dem Axiom D die projektive Geometrie ergibt, aber so, daB 
das Axiom D nicht eine Folge des neuen Axioms ist. Es ist dann das 
Axiom P in zwei voneinander unabhingige Axiome gespalten. 

Die Spaltung gelingt durch Einfiihrung eines Axioms, das die Giiltig- 
keit des Pascalschen Satzes nicht fiir siimtliche einbeschriebenen Sechs- 
ecke, sondern nur fiir eine gewisse Teilmenge postuliert. Es geniigt dabei 
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offenbar nicht, die Existenz einer Pascalkonfiguration vorauszusetzen, 
denn auch in der nicht-Pascalschen Geometrie kommen immer Sechsecke 
mit der Pascaleigenschaft vor. 

Wir nebmen folgendes Axiom FP’ an und zeigen, daB es zusammen 
mit dem Axiom D die projektive Geometrie ergibt, und daB das Axiom D 
unabhingig vom Axiom P’ ist. 


Axiom FP’ (schwaches Pascal-Axiom): Es gibt zwei Geraden | und m, 
zwet Punkte P und Q auf |, und zwei Punkte R und S auf m, so dap 
fiir einen willkiirlichen Punkt X auf | und einen willkiirlichen Punkt Y 
auf m das Sechseck X Y PRQS die Pascaleigenschajt hat. 

Wir setzen somit die Giiltigkeit des Pascalschen Satzes nur vor- 
aus fiir simtliche Sechsecke mit den vier festen Eckpunkten P, R, Q 
und S. 

Die sechs Punkte und den Schnittpunkt O von / und m kénnen wir 
als untereinander verschieden annehmen. 

Auf Grund des Axioms D kénnen wir die Punkte der Ebene durch 
Koordinatentripel und die Geraden durch lineare Gleichungen darstellen. * 
Wir legen den Punkt 0, 0, 1 nach O, die Gerade z = 0 auf QS, 1, 0, 1 
nach P, 0, 1, 1 nach R. Haben X und Y bzw. die Koordinaten £, 0,1 und 
0, 7, 1, so findet man fiir diejenigen der Schnittpunkte ZL, = (X Y) x(RQ), 
L, = (YP)x(QS) und L, = (P R)x(SX) bzw.: 


L,: &, —%Y, 0; L,: n—1, > 3 L;: é, &—1, é. 


Wenn die Gerade L,L, durch O geht, dann ist +7 = 1, und die 
Gleichung dieser Geraden ist »z+ y= 0. Es liegt dann auch L, auf 
dieser Geraden und wir haben eine Bestitigung des Satzes, daB der so- 
genannte spezielle Pascalsche Satz eine Konsequenz des Axioms D ist. 

Geht L, L, nicht durch O, dann ist § + 7 — 1 + 0 und die Gleichung 
dieser Geraden ist 

(E+ 0-1 net (E+n—l-'gy—2=0 
oder , 
nz+éy—(&+y—-1)2=0. 
Das Axiom P’ sagt nun aus, daB L, auf dieser Geraden liegt. Man hat 
also 
n&—En = 0. 

Fiir je zwei Zahlen § und 7 gilt also das kommutative Gesetz der Multipli- 
kation. Der Koordinatenkérper ist ein kommutativer Kérper und der 
Pascalsche Satz gilt fiir jedes Sechseck. 

Um die Unabhangigkeit des Axioms D vom Axiom P’ zu beweisen, 
geniigt es, eine Geometrie anzugeben, wo neben den Verkniipfungsaxiomen 
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das Axiom P’ gilt, nicht aber das Axiom D. Ein solches System finden 
wir in dem Hilbertschen Beispiel einer nicht-Desarguesschen Geometrie. 
Hilbert nimmt bekanntlich in der Euklidischen Ebene eine gewisse 
Ellipse K an. Die Punkte der Ebene sind auch Punkte der neuen Geo- 
metrie, die Geraden, welche K nicht treffen, sind Gerade der neuen 
Geometrie, die iibrigen Geraden werden als solche der neuen Geometrie 
betrachtet, nachdem man ihre Strecken innerhalb K durch gewisse Kreis- 
bégen ersetzt hat. Augenscheinlich ist in dieser Geometrie das Axiom [” 
richtig. Man nehme auBerhalb K ein Geradenpaar / und m an und 
wahle P, Q, R und S so, daB die Geraden PR, RQ und QS auBerhalb K 
liegen. Die Punkte L,, L, und L, liegen dann fiir jede Wahl von X 
und Y auferhalb A und sind also kollinear in der neuen Geometrie, 
weil sie es im gewohnlichen Sinne sind. 


(Eingegangen am 2. 11. 1934.) 











Infinitesimale Verbiegungen zueinander projektiver 
Flichen. 


Von 


Robert Sauer in Aachen. 





Die infinitesimale Flichenverbiegung steht, obwohl es sich um den 
metrischen Begriff der Bogenlinge handelt, in einer engen Beziehung zur 
projektiven Geometrie. So hat schon G. Darboux') bemerkt, daB aus 
einer vorgegebenen infinitesimalen Verbiegung einer Fliche fiir jede zu 
ihr projektive oder dualprojektive Fliche eine infinitesimale Verbiegung 
hergeleitet werden kann. Diesen merkwiirdigen Zusammenhang zwischen 
metrischer und projektiver Geometrie. suche ich in der vorliegenden 
Arbeit durch Einfiihrung des Begriffs des Schraubrisses zu kliren. 

Bei einer infinitesimalen Verbiegung einer Fliche X erfiahrt jedes 
Flachenelement eine infinitesimale Schraubung. Durch Auftragen der 
Schraubenkoordinaten dieser Schraubungen als Punktkoordinaten wird ein 
Flachenpaar Y, Y°, das wir SchraubriB nennen wollen, definiert (§ 1). Es 
ergibt sich dann die bemerkenswerte Tatsache, da8 der Zusammen- 
hang zwischen Fliche X und SchraubriB Y,Y° erhalten 
bleibt, wenn die Linienkoordinaten der Flachentangenten 
und die Schraubenkoordinaten des Schraubrisses derselben 
linearen Transformation unterzogen werden (§§ 2,3). Aus 
diesem allgemeinen Satz iiber die projektiv- und dualprojektiv-invariante 
Verkniipfung von Flache und SchraubriB lassen sich als unmittelbare 
Folgerungen verschiedene projektive Eigenschaften’),*) der infinitesimalen 
Flachenverbiegung herleiten (§ 4). 

Bisher hat man in der Theorie der infinitesimalen Flachenverbiegung 
statt des Schraubrisses lediglich den Begriff des Drehrisses*),°) benutzt. 
Bei Beschrinkung auf den Drehri® wird jedoch nur die affine Invarianz 
von Verbiegungseigenschaften verstindlich; denn Flache und Drehrif sind 
in ahnlichem Sinne affin verkniipft, in dem Fliche und Schraubri8 pro- 
jektiv verkniipft sind. 


1) G. Darboux, Théorie des’surfaces IV (1925), S. 78; vgl. dazu auch H. Lieb- 
mann, Miinchener Berichte, math.-phys. Klasse 50 (1920), S. 227. 

2) R. Sauer, Math. Annalen 108 (1933), S. 673—693. 

3) R. Sauer, Math. Zeitschr. 38 (1934), S. 468—475. 

*) W. Blaschke, Int. Congr. of Math. Cambridge 1912, Proceedings 2 (1913), 
8. 291—294. ° 

5) M. Lagally, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 4 (1924), 8. 377—383. 
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§ 1. 
Definition des Sehraubrisses. 

1. Begriff der infinitesimalen Verbiegung"). ls infini- 
tesimale Verbiegung bezeichnet man eine infinitesimale Deformation 
(1) x* (u, v) = x(u, v) + e x°(u, v) (e = konst) 
einer Fliche X in eine Fliche X* derart, da$ entsprechende Bogenlangen 
auf X und X* fiir « ~ 0 in der Ordnung « iibereinstimmen. Aus der 
Potenzentwicklung 

dx¥* = dx*+2edzdx° + e* dx” 

folgt dann dzdx° = 0, also 
(2) Eyky = tok = 14%) + 1% = 0. 
Die unteren Zeiger bedeuten partielle Differentiation. Man kann dem 
Problem der infinitesimalen Verbiegung auch eine finite Fassung geben: 
Die Linienelemente der Fliche’) X° mit dem Ortsvektor x° (u,v) liegen 
senkrecht zu den entsprechenden Linienelementen der gegebenen Flache X. 

2. Drehri8. Bei der infinitesimalen Verbiegung von X erfahrt 
jedes Flaichenelement eine kleine Drehung und eine kleine Verschiebung. 
Der Vektor ey (u,v) der kleinen Drehung ist bekanntlich®) mit x und x° 
auf Grund von (2) durch die beiden Vektorgleichungen 


0 


(3) m= U0XX, = 0X 

verkniipft. Die Fliche’) Y mit dem Ortsvektor yn (u,v) hei®t nach Blaschke 
DrehriB. Da in der Integrabilitaétsbedingung von (3) np, xx, + XD, = 0 
die Vektoren x und » symmetrisch auftreten, ist die Beziehung zwischen 
Fliche X und DrehriB Y vertauschbar*); fiir X als Drehri® erhailt man 
eine infinitesimale Verbiegung von Y vermége 


(4) Dn = IXY, OY = EX Vp. 
Dabei entsprechen sich die Flachen’) Y° mit dem Ortsvektor n° (u, v) 
und Y durch senkrechte Linienelemente in derselben Weise wie X° und X. 
Aus der Integrabilitaétsbedingung von (3) und (4) folgt*) 

Dy = HI, + At,, Do = YE, — LED, 

Dy = mrxx,4t+-Arxz,, YF = vEXE, — MEX. 
A, #, v sind Funktionen von u und ». 


3. Verschiebungsri8. Wir denken uns die Drehungen der 
Flachenelemente von X um Drehachsen ausgefiihrt, die durch den 


(5) 


*) In Nr. 1 u. 2 sind bekannte Tatsachen der Biegungstheorie kurz zusammen- 
gestellt. 


7) X°, Y und Y° kénnen auch zu Kurven und Punkten entarten; vgl. Nr. 5. 
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Koordinatenanfangspunkt O gelegt sind. Dann sind die zu den Drehungen 
hinzukommenden Verschiebungen eindeutig bestimmt. Wir zeigen, da8 
der Vektor dieser Verschiebungen gleich dem in Nr. 2 definierten Vek- 
tor «9° ist: Nach (1) ist «x° die Gesamtverschiebung eines Flachenpunktes 
von X. Wir subtrahieren davon die Verschiebung «xx, welche durch 
die kleine Drehung des Flachenelements um die durch O gelegte Dreh- 
achse bewirkt wird. Die Differenz «(x° — y xx) ist tatsichlich gleich ¢ n°; 
denn aus (3) und (4) folgt nf — xi = (xxp),. 0? — x2 = (xx9),, also 
bei passender Wahl der Integrationskonstanten 


(6) n° — x° = xx. 


Die Flache Y° mit dem Ortsvektor y°(u,v) bezeichne ich nach ihrer 
kinematischen Bedeutung als Verschiebungsrif. 


4. SchraubriB. Das Flachenpaar Y, Y° fassen wir unter dem 
Namen Schraubrif zusammen. Abgesehen von dem konstanten Faktor « 
sind die rechtwinkligen Komponenten y,, y,, ¥5, yi, ¥3, ys der Ortsvektoren 
0, 0° zweier einander zugeordneten SchraubriBpunkte nichts anderes 
als die rechtwinkligen Schraubenkoordinaten der Schraubungen, welche 
die Flichenelemente von X bei der infinitesimalen Verbiegung (1) erfahren. 
Spesialisiert sich die Schraubung eines Flichenelements zu einer reinen 
Drchung (um eine i. a. nicht durch O gehende Drehachse), so ist y 0° = y, y} 
+ y¥,y2 + y¥,y3 = 0 und die Schraubenkoordinaten werden zu Linien- 
koordinaten. 


Whrend der DrehriS von der Wahl des Anfangspunktes O unab- 
hangig ist, andert sich der VerschiebungsriB wegen (6) bei Verlegung des 
Anfangspunktes. Drehri8 und VerschiebungsriB sind durch (1) nur bis 
auf einen willkiirlichen gemeinsamen MaBstab bestimmt, da ein beliebiger 
konstanter Faktor von « mit der Funktion x°(u,v) zusammengenommen 
werden kann. Addiert man zu den Funktionen n(u,v) und 9°(u,v) kon- 
stante Vektoren, so werden Drehrif und Verschiebungsri8 parallel ver- 
schoben und zur urspriinglichen infinitesimalen Verbiegung kommt somit 
noch eine infinitesimale Bewegung hinzu. 


Da in (6) x° und y° und nach Nr. 2 in der Integrabilititsbedingung 
von (3) und (4) x und » symmetrisch vorkommen, ist die Beziehung 
zwischen den Flaichenpaaren X,X° und Y,Y° wechselseitig. Jedes der 
beiden Flichenpaare kann demnach als Schraubri® fiir eine infinitesimale 
Verbiegung der ersten Fliche des anderen Paares aufgefaBt werden. 


5. Sonderfille. a) Der Schraubri8 entartet zu zwei Kurven, 
wenn die gegebene Flache X eine Regelfliche ist und mit Geradhaltung 
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der Erzeugenden verbogen wird. In diesem Fall bleibt die Schrankung‘*) 
fiir jede Erzeugende bei der Verbiegung in der Ordnung « ungeandert. 
Die simtlichen Flichenelemente lings einer Erzeugenden werden dann 
bei der Verbiegung alle durch die namliche Schraubung bewegt und 
liefern infolgedessen ein einziges Punktepaar des Schraubrisses. 

b) Der Schraubri8 entartet zu zwei Punkten, wenn sich die infini- 
tesimale Verbiegung (1) zu einer reinen Bewegung spezialisiert und somit 
alle Flachenelemente der gegebenen Fliche X die nimliche Schraubung 
erfahren. 


§ 2. 
Projektive Invarianz des Schraubrisses. 


6. Projektive Abbildung der Flache X. Die gegebene Flache X 
werde durch 
@;,%, +4,,2%,+4,,2,+4,, 
Gg, Ly + Ogg Zo + Ayy Ze+ Ay, 


(¢ = 1, 2, 3; 2, x; = rechtwinklige Punktkoordinaten) 





(7) x= 


mit nichtverschwindender Determinante |a,,| in eine zu ihr projektive 
Fliche X’ abgebildet. Es ist fiir das Folgende zweckmaBig diese Ab- 
bildung in rechtwinkligen Linienkoordinaten darzustellen: 

Wir bezeichnen mit p und q bzw. p’ und q’ die Tangenten der 
Kurven v = konst und uw = konst auf der Fliche X bzw. X’. Die recht- 
winkligen Linienkoordinaten p,; (i = 1,2...6) von p sind bis auf einen 
willkiirlichen Faktor o (u,v) + 0 die Komponenten der Vektoren x, und 
xxx,; analog bestimmen sich die Linienkoordinaten 4, p;,q;. Wir nor- 
nrieren die Proportionalitatsfaktoren der p,; und q, durch 9 = 1 und der 
p; und gq; durch 
(8) o” = (4,, 2, + %, 2, + 4,,2, + a,)’. 

Bei dieser Normierung ergeben sich dann aus") 
(9) > se (%, | ¥Xx,), Gi = (Xe | X2q), 
Pi = (0 Mule’ RXR), gi = (0%, | 0" 2 X¥,) 
nach einer einfachen Rechnung fiir die Linienkoordinaten der Tangenten 
die linearen Transformationen 
6 6 

(10) Pi= LCP GH L eh 

k=1 k=1 


Winkel 
kiirzester Abstand 





*) Unter Schrankung versteht man den Grenzwert ( ) zweier 


Erzeugenden ¢,, é, einer Regelflache fiir e, > e,. 
*) Die kurze Schreibweise in (9) bedeutet: Die 6 Linienkoordinaten p, sind 
gleich den 2-3 Komponenten der Vektoren x, und xxx, . 
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mit konstanten Koeffizienten c,,. Die c,, sind zweireihige Unter- 
determinanten aus der Koeffizientenmatrix ||a,, ||, namlich 

Cy Oy Bug — Fy g Uys +++ gy = By, Byy — gq, --- 


Org = By 9 My — U4 Myo, - ++ Cog = Ugg Mg, — Ag, Ayq,--- 


Chg = By 3 Bey — Bg Mg, --- Cy = Byy qq — Ag, 4y5, --- 
(11) Cg = Fy 3 Mo — Bg Byao --- gy = Bqq gq — Fy3 Fs, --- 
Cry = G1 Bey — By 5 My, --- yg = Fq5 Hy, — Oy, Gy, --- 
Cre = Bg %qy — 411 Mg, +--+ Ogg = Fg Ogg — My9 4s), --- 


Die durch Punkte angedeuteten Ausdriicke ergeben sich aus den links 
vorangehenden, indem man die ersten Indizes 1, 2,3 (— bei Festhaltung 
des Index 4 —) zyklisch vertauscht. 

7. Infinitesimale Verbiegungen der zu X projektiven 
Flachen X’. Die Integrierbarkeitsbedingungen von (5) lauten in Linien- 
koordinaten 

Purtig=Z(om—ug) (6 = 1,2,...8). 
Da die c,;, von u,v unabhingig sind, ergibt sich nach (10) hieraus 

5 (u pi + qi) = (yp, — #9i). 
Nach (9) und (8) folgt weiter 


7] , — 7] ois ‘ 
: rs (u’ x, + A’ x,) = a (v2, — uw’ x.), 
(1 ) é uF Bins - . ’ 7] i , tor ’ 
Prala xxx, +A’ x xx,) = Fu (” x’ xx, — wx XX,) 
mit 
' 2 n’ v’ : 
(13) Fo er 1 Hn he $3 +H) 
Durch den Ansatz 
(14) De = vw’ % +42, 0, = » X, — p's, 
ne = we xn, +a exe, of = vex, — we xe, 


sind zwei Vektorfunktionen yn’ und yn” bis auf additive konstante Vek- 
toren bestimmt, da nach (12) die Integrabilitétsbedingungen erfiillt sind. 
Wir kénnen nach (14) weiter 

(15) ty = 0 Xk, I = I XE, 

ansetzen und lesen dann aus der Analogie der Gleichungen (15) und (3) 
folgendes Ergebnis ab: 

Aus einer vorgegebenen infinitesimalen Verbiegung der Fliiche X lapt 
sich fiir jede zu X projektive Flache X' eine infinitesimale Verbiegung her- 
leiten, indem man nach (13), (14) und (15) die Funktionen »' und x° aus 
den bekannten Funktionen x, x°, y. A, u, v und x’ berechnet. 
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Dadurch ist zunachst der bereits erwahnte Satz von Darboux') auf 
eine neue’) Weise abgeleitet (vgl. auch Nr. 8 Schlu8). Das Hauptziel 
unserer Untersuchung besteht jedoch darin, aus (14) die Transformation 
des Schraubrisses bei der projektiven Abbildung der Flache X zu be- 
stimmen. 

8. Lineartransformation des Schraubrisses bei der pro- 
jektiven Abbildung der Flaiche X. Nach Einsetzen von (7) in 
die Komponentengleichungen von (14) und nach Integrieren dieser Glei- 
chungen folgt 

Yi = CY, Hye Yo + Cis Ys + Cre Yl +592 + 6 ¥3, 
(16) 


Die Integrationskonstanten sind dabei, was nach Nr. 4 zulassig ist, gleich 
Null gesetzt. Da die Komponenten von »/y° bzw. y'/y’° die Schrauben- 
koordinaten des Schraubrisses sind, liest man aus (10) und (16) folgenden 
Satz ab: 
Aus einer gegebenen Fliche X und einem gegebenen SchraubriB Y, Y° 
von X erhilt man fiir jede 2u X projektive Fliche X’ einen Schraubrif 
Y’, Y", indem man die Linienkoordinaten der Tangenten der Fliche X und 
die Schraubenkoordinaten des Schraubrisses Y, Y° der néimlichen linearen 
Transformation unterwirft. Im 6-dimensionalen Raum der Linien- und 
Schraubenkoordinaten sind also Fliche und SchraubrifB projektiv-invariant 
verkniipft. 
Uber den geometrischen Zusammenhang der Flichenpaare Y, Y° und 
Y’, Y’® ist auf Grund von (16) folgendes zu sagen: 
Im allgemeinen hangt jede der beiden Flachen Y’ und Y’° von den 
beiden Flachen Y, Y° ab; jedes zusammengehérige Punktepaar von Y, Y° 
wird in ein Punktepaar von Y’, Y” abgebildet. In zwei Fillen verein- 
facht sich der Zusammenhang: 
a) Bleibt bei der projektiven Abbildung (7) die uneigentliche Ebene 
fest (a,, = 4,, = @,, = 0; Affinilat), so ist c;, = ¢;5 = Cj, = O fiir t = 1,2,3 
und der Drehri8 Y’ ist affin zum Drehri8 Y. 
b) Bleibt dagegen der Nullpunkt fest (a,, = a,, = a,, = 0), so ist 
Cry = Cig = Cy = O fiir t = 4,5, 6 und der VerschiebungsriB Y”° ist affin 
zum Verschiebungsri8 Y°. Im allgemeinen sind natiirlich die Flachen Y, Y’ 
bzw. Y°, Y’® zueimander nicht affin und auch nicht projektiv. 
Die in Nr.7 behandelte Aufgabe, aus einer infinitesimalen Verbiegung 
von X infinitesimale Verbiegungen der zu X projektiven Flachen X’ her- | 


1) Vgl. hierzu auch Math. Annalen 108 (1933), S. 690—692, und 109 (1933), 
S. 160. 
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zuleiten, vereinfacht sich nach (16) und wegen y’° — x'° = x’ x 1’ (vgl. (6)) 
folgendermaBen: Aus den gegebenen Funktionen x, x° und y kann die die 
infinitesimale Verbiegung von X’ kennzeichnende Funktion x'° ohne Diffe- 
rentiation und Integration lediglich durch algebraische Operationen berechnet 
werden. Man kann auch die Komponenten von » eliminieren und erhilt 
nach einigen Zwischenrechnungen 





eo ! af _ a _ of 
(17) ij = Oy, 2, 4g, 23+ nt, 1%, (Aj, 2Y T Aj2 23 + Aj; 23 
— Aj, (@, 2} + yxy + 2, 23)); 
die A,, sind die algebraischen Komplemente der a,, in der Determi- 
nante |a,,|._ Zwei Sonderfille von (17) finden sich bei Darboux"). 

9. Beispiel. Die vorgegebene Fliche X ist eine Drehfliche; die 
infinitesimale Verbiegung von X ist der eingliedrigen Biegungsgruppe 
entnommen, bei der alle Biegungsflichen von X wieder Drehflichen 
sind"*), Dann hat man 

(X) z, = ucosy, r = usin, t, = f(u); 


(X°) zs? = —u(cosv+vsinv), zy = u(—sinv+ vcosr), 


du d 
a = | tT (=a): 
Daraus ergibt sich nach (3) und (4) der Schraubrif 
. 1 
(Y) ¥. = 7 sine, Ye = — F 008, ¥, = ¢; 
a! f se fA ss : - om 1 du oe 

(Y°) yi = (+ —u) cose, yt = (+ u) sin v, ys = | FF: 
Der Drehri8 Y ist eine Wendelfliche, der Verschiebungsri8 Y° eine Dreb- 
flache. 

Durch 


» 1 1 oe 
&~=s» =.= : = 
1 1 1 


wird die gegebene Drehfliche X abgebildet in die zu X projektive Fliche 





’ , 1 , 4 f 
(X’) 71 = Goose’ % = Se, 7s = Tes v’ 
Nach (16) ergibt sich fiir X’ der Schraubri8 

,¢ ’ 1 . ® d . f P P 
(} ) yi = -Fsinv=—y, y= [F-F=y, ys = (u---) sine = ~y2; 


U 0 ’ ’ 1 
(Y*) 9,°= (4-u) cos v = ¥i, Ys = -vU=—-y;, ¥;°= — F cose == §. 


1) G. Darboux, Théorie des surfaces 4 (1925), S. 76 und 78. 
12) Vgl. auch Math. Annalen 108 (1933), S. 692—693. 
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Aus (6) oder (17) folgt schlieBlich 
, ’ ' 0 1 | 
( X"°) e? = sas (| F—“), x = tgv—v, % = sa |F- | 
§ 3. 


Dualprojektive Invarianz des Schraubrisses. 


10. Dualprojektive Abbildung der Flache X. Die gegebene 
Flache X werde durch 


; G;, 2, T Fyq %y T Sg Fy T My 
Og, y+ Ogg Zo + Aygy Ly + yy 


(¢ = 1,2,3; & = rechtwinklige Ebenenkoordinaten) 


mit Determinante |a;,| + 0 in eine zu X dualprojektive Fliche =’ ab- 
gebildet. Wir stellen die Abbildung wieder in Linienkoordinaten dar und 
bezeichnen mit p,q die Tangenten der Kurven v = const, u = const 
auf X, mit 2’, x’ die Tangenten der zu v = const, « = const konjugierten 
Kurven © = const, u« = const auf &’. Wie in (9) bzw. dual zu (9) 
setzen wir fiir die Linienkoordinaten der Tangenten 








(19) Pe = (Ful X44), qs = (o|¥ X 2p); 

a; = (oe w' xw,,| 0’ w,), x; = (oe w' x w,| o’ w,), 
wobei o’ wieder durch (8) gegeben ist und w’ den Vektor mit den Kom- 
ponenten &; bedeutet. Ebenso wie in Nr.6 folgt fiir die Linienkoordinaten 
eine Lineartransformation mit konstanten Koeffizienten, namlich 


6 6 
(20). Mi = 2 Ci+3,k Pes x; ~- Cits,k Uk (Cx vgl. (11)); 
=) =1 


die rechten Seiten von (20) folgen aus (10) durch Vertauschung der drei 
ersten mit den drei letzten Zeilen. 


ll. Infinitesimale Verbiegungen der zu X dualprojek- | 
tiven Flachen =’. Aus den Integrierbarkeitsbedingungen von (5) | 
folgt auf dieselbe Weise wie in Nr.7 

y» =n w' xo, +/7w'xw,, 0, = ow’ xw,—p'w'xw,, 
(21) pee 1m! i eal ‘mn’ 

Du =pw,+ 7 w,, QD = ¥ We— f/f DW, 
wobei 2’, uv’, » wieder durch (13) gegeben sind. Um das Flachenpaar 
H’, H’® mit den Ortsvektoren py’, n° als SchraubriB von =’ zu erkennen, 
stellen wir die rechten Seiten von (21) in Punktkoordinaten dar: 

Zwischen den Punktkoordinaten und Ebenenkoordinaten der Flache =’ 
bestehen die Beziehungen 


(22) Yw+1l=—2,w' = xw’ = rw), = rw, = 0. 
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Deshalb sind w’xw,, und w’ xw,, Linearkombinationen von x,,, x,, so daB 
wir setzen kénnen: 


(23) Ww’ XWy = O,,%u + O42, Wi XW, = J,,4, + dygtr, 
also wegen (22) weiter 
(24) w, = 46,,2 xm,+6,,2>%,, wi, = 6,2’ x", + 6,2 Xt... 
Durch Einsetzen von (23) und (24) in (21) ergibt sich 
(25) Du = Mit + AL %, 0, = N’x, — Myx, 

De = Mie xx, +A,2xx,, 0° = Nx’ xx, —Mjx' xz). 
Die Integrierbarkeitsbedingungen von (25) erfordern nun, wie man leicht 
nachrechnet, gerade M,; = M;. Infolgedessen haben die Gleichungen (25) 
denselben Bau wie die Gleichungen (14) und es gilt das zu Nr.7 analoge 
Ergebnis: 

Aus einer infinitesimalen Verbiegung der Fliche X findet man eine 
infinitesimale Verbiegung fiir jede zu X dualprojektive Fliche =’, indem 
man nach (13), (21) und (15) die Funktionen »' und x'® aus x, x", 0. 
A, u,v und wi’ berechnet. 

12. Lineartransformation des Schraubrisses bei der dual- 
projektiven Abbildung der Flache X. Analog zu Nr.8 ergibt sich 
Yr = Car Ha FeYa + ysYs +e Yl + sys +eey!, 

(26) er tt eee 


Die rechten Seiten von (16) und (26) unterscheiden sich lediglich durch 
Vertauschung der drei ersten mit den drei letzten Zeilen. Mithin gilt: 

Der Satz von Nr.8 tiber die invariante Verkniipfung von Fliche und 
SchraubriB gilt ebenso wie fiir projektwe auch fiir dualprojektive Abbildungen. 

Uber den geometrischen Zusammenhang der SchraubriBflichenpaare Y,Y° 
und H’,H’° ist dasselbe wie in Nr.8 zu sagen. Der Zusammenhang ver- 
einfacht sich fiir die spezielle Abbildung &; = x, (Polarsystem der imagi- 
niren Kugel z?+ 2} + 23+ 1 = 0); in diesem Falle besteht die Trans- 
formation des Schraubrisses lediglich in der Vertauschung von Drehrif 
und VerschiebungsriB. 

Ebenso wie in Nr.8 kénnen die Gleichungen (26) dazu benutzt 
werden, die gesuchte, fiir die infinitesimale Verbiegung von =’ kenn- 
zeichnende Funktion x’° aus den gegebenen Funktionen x° und y ohne 
Integrationen und Differentiationen zu berechnen. 

13. Beispiel. Die Flache X und die durch den SchraubriB Y, Y° 
bestimmte infinitesimale Verbiegung von X werden wie in Nr.9 vor- 
gegeben. Als dualprojektive Transformation wihlen wir das Polarsystem 


&; = a (« = 1, 2, 3). 





cn 
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Dadurch wird die Drehfliche X abgebildet in die Drehfliche 
(=) Si = ueoss, = =usine, — & = f(u) 
oder in Punktkoordinaten 
ae ee oe _ l 
zy ea "T) deceahe. et eta & oe —I=sT" 


Nach (26) ergibt sich fiir 2’ der SchraubriB 


1 = (+ —u) cos» =y, ys =(f—u) sine = ys, 


(H’) a \F- u ae 

Ys — f i — Ys; 

: ar ye ; 1 : 
(H") wv =-Fsne=y¥, w= —Fesv=—y, ys = v= y,. 
Aus (6) folgt schlieBlich die durch den Ortsvektor x’° erzeugte Flache 
ge gt of (8 _ | 8%) ree See a 
(=’*) z; = ar (F | F ) sin v, 2 = Tar (F | 7) C08, 
zy =v. 


Es la8t sich zeigen, daB die hierdurch bestimmte infinitesimale Verbiegung 


von =’ einer eingliedrigen Biegungsgruppe entnommen ist, bei der alle 
Biegungsflichen von =’ Schraubenflichen sind. 


§ 4. { 

Herleitung projektiver und dualprojektiver Verbiegungseigenschaften. 
In den vorangehenden Paragraphen hat sich bereits als Folgerung 

der Satz von Darboux') iiber die Verbiegungen der zu einer gegebenen 
Flache projektiven und dualprojektiven Flichen ergeben. Ich leite jetzt 
noch einige weitere Folgerungen her, indem ich die in friiheren Arbeiten 
als projektiv-invariant erkannten wackeligen*) und kriimmungsfesten*) 
Kurvennetze auf ihr Verhalten bei dualprojektiven Abbildungen unter- 
suche. Dabei wird sich insbesondere zeigen, daB die kriimmungsfesten 
und die konjugierten wackeligen Kurvennetze einander dual entsprechen. 


14. Schrankungsfeste Beriihrregelflachen. Eine von Tangenten 
der Fliche X erzeugte Regelfliche (Beriihrregeljliche) bezeichne ich hin- 
sichtlich (1) als schrankungsfest, wenn sie ihre Schrinkung*) bei der in- 
infinitesimalen Flachenverbiegung (1) in der Ordnung « nicht Andert. 
Spezialisiert sich die Beriihrregelfliche zur Tangentenfliche einer Flaichen- 
kurve von X, dann ist die Schrinkungsfestigkeit der Regelfliche gleich- 
bedeutend mit der Kriimmungsfestigkeit der Flachenkurve, d.h. die 
‘Kriimmung der Flachenkurve bleibt bei der Flachenverbiegung (1) in der 
Ordnung ¢ ungeandert. Fiir schrinkungsfeste Beriihrregelflachen gilt nun 
der Satz: 
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Eine bei der infinitesimalen Verbiegung (1) der Fliche X schrinkungs- 
feste Beriihrregelfliche bleibt schrinkungsfest, wenn man die Fliche X und 
die Bertihrregelfliche projektiv bzw. dualprojektiv abbildet und den Schraubrip 
der Verbiegung nach (16) bzw. (26) linear transformiert. 

Beim Beweis dieses Satzes unterscheiden wir zwei Fille: 

a) Die gegebene schrinkungsfeste Beriihrregelfliche ist windsc hief. 
Ihre Beriihrkurve mit der Fliche X sei wu = 0 und ihre Erzeugenden 
seien Tangenten der Kurven v = const. Nach einer friiheren Arbeit '*) 
ist dann (u,v) = 0 fiir u = 0 in den Gleichungen (5) kennzeichnend 
fiir die Schrinkungsfestigkeit der Beriihrregelflache. Aus uw = 0 folgt 
nach (13) u’ = 0. Bei projektiven Abbildungen spezialisiert sich somit (14) 
ZU )y, = AX, 0, = vx, fiir w = 0, womit die projektive Invarianz der 
Schrinkungsfestigkeit bewiesen ist. Bei dualprojektiven Abbildungen 
spezialisiert sich (21) zu y, = A’'w'xw,, py, = vw’ xw,. Da w’xw, 
Tangentenvektoren der zu v = const konjugierten Kurven v = const sind, 
hat man im uw, v-Parametersystem y. = vx', also wegen (5) auch 
| = Ax; sonach ist die zur gegebenen Beriihrregelfliche duale, von den 
Tangenten der Kurven 6 = const lings u = 0 gebildete Regelfliche 
schrankungsfest. 

b) Eine abwickelbare Beriihrregelfliche ist entweder Tangenten- 
flaiche einer (kriimmungsfesten) Flachenkurve oder wird von den zu ihrer 
Beriihrkurve konjugierten Tangenten erzeugt. Beide Fille entsprechen 
sich dual. Die Invarianz der Schriinkungsfestigkeit wird ahnlich wie 
in a) bewiesen, wobei man die Forderung v(u, v) = 0 fiir u = 0 in (5) 
als Bedingung’*) der Kriimmungsfestigkeit der Kurve u=0 zu _ be- 
nutzen hat. 


15. Wackelige und kriimmungsfeste Kurvennetze. Ein 
u, v-Kurvennetz bezeichne ich als wackelig, wenn alle von den Tan- 
genten der Kurven u = const lings einer Kurve v = const und um- 
gekehrt aufgereihten Beriihrregelflichen schrinkungsfest sind. Dagegen 
bezeichne ich das Kurvennetz als kriimmungsfest, wenn alle Tangenten- 
flichen der Parameterkurven schrinkungsfest sind. Neben der scnon in 
friiheren Arbeiten*)*) bewiesenen projektiven Invarianz erhilt man aus 
Nr. 14 noch folgende Eigenschaften der wackeligen und kriimmungsfesten 
Netze: 


Bilden die Kurven u = const und v = const bei der infinitesimalen 


Verbiegung (1) der Flache X ein wackeliges Kurvennetz,-so bilden auf jeder 


18) Math. Annalen 108 (1933), S. 679. 
14) Math. Zeitschr. 38 (1934), S. 470; die dort vorgenommene Unterscheidung 
von Asymptotenlinien und anderen Flachenkurven ist hier belanglos. 
Mathematische Annalen. 111. 6 
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zu X dualprojektiven Fliche =’ die Kurven u = const mit den zu v = const 
konjugierten Kurven und die Kurven v = const mit den zu u = const kon- 
jugierten Kurven ebenfalls wackelige Netze, wenn der SchraubriB der Ver- 
biegung nach (26) linear transformiert wird. 

Als einfacher Sonderfall sei erwaihnt: 


Ein aus zwei konjugierten Kurvenscharen bestehendes wackeliges Kurven- 
netz geht bei dualprojektiver Flichenabbildung in ein kriimmungsfestes Kurven- 
netz tiber. 

16. Beispiel. Wir greifen auf die Beispiele Nr.9 und Nr. 13 zuriick. 
Das u, v-Kurvensystem der Drehfliche X besteht aus den Breitenkreisen 
und Meridianen und ist bei der vorgegebenen infinitesimalen Verbiegung 
von X wackelig’). Es bleibt wackelig bei der projektiven Abbildung 
nach Nr.9 und wird kriimmungsfest bei der dualprojektiven Abbildung 
nach Nr.13. Da bei dieser dualprojektiven Abbildung die Parameter- 
kurven Breitenkreise und Meridiane bleiben, kann man also eine Dreh- 
fliche infinitesimal so verbiegen, daB sich die Kriimmungen der Breiten- 
kreise und Meridiane in der Ordnung « nicht andern; nach Nr. 13 wird 
dabei die Drehfliche in eine Schraubenfliche verbogen. 


(Eingegangen am 12. 10. 1934.) 











Uber die Brennpunktsbedingungen der Variations- 
rechnung. 
Von 


Ernst Richard Neumann in Marburg. 





Es handelt sich im folgenden immer um das bekannte Problem, zwei 
gegebene Kurven 8, und &, durch den Bogen S(P, P,) einer dritten 
Kurve so zu verbinden, daB das lings S gebildete Integral 


J= f(z, y,y)dzx 


zu einem Minimum (Maximum) wird‘). 

Dariiber, ob wirklich ein Extremum eintritt oder nicht, gibt (in 
Verbindung mit anderen bekannten Bedingungen) haufig bereits die Lage der 
Kneserschen ,,Brennpunkte“ Auf- 
schluB, in anderen Fallen aber nicht. 
— Als wohl einfachstes Beispiel 
fiir letzteren Fall sei das Problem 
genannt, die kiirzeste Linie zwischen 
zwei Kreisbogen in der in Fig. 1 
dargestellten gegenseitigen Lage zu 
finden: Die von beiden Kreisen 
transversal (orthogonal) geschnit- 
tene Extremale (Gerade), also die 
Strecke P, P, der Figur, stellt, wie man sofort sieht, kein Minimum der 
Entfernung dar, wahrend die beiden Brennpunktsbedingungen nicht gegen 
ein solches sprechen. 





Fig. 1. 


Nach diesen beiden Brennpunktsbedingungen ist fiir den Eintritt 
eines Extremums notwendig: 


I. daB der Extremalenbogen P,P, keinen der Brennpunkte von &, 
und SK, in seinem Innern enthalte; 


II. dag, wenn RK, und RK, gleichseitige Brennpunkte besitzen (also 
jedes einen rechtsseitigen oder jedes einen linksseitigen), von den beiden 


1) Wir machen die itblichen allgemeinen Voraussetzungen [vgl. etwa Bolza, 
Vorlesungen iiber Variationsrechnung (1909), S. 301], zu denen wir sogleich noch 
die weitere (von Bolza erst spiter eingefiihrte) hinzunehmen, daB f(z, y, y’) in 
den Endpunkten von S nicht verschwinden oder, was nach der Transversalitats- 
bedingung dasselbe ist, daB S nicht R, oder R, berihren soll. 


6* 











84 E. R. Neumann. 


Brennpunktsabstinden (in der Extremalen) der eine den anderen umschlieBe*) 
(Blisssche Brerx-vpunktsbedingung ). 


Von diesen beiden Forderungen ist im obigen Beispiel die erste 
erfiillt (denn die Brennpunkte sind hier die Kreiszentren) — zur An- 
wendung der zweiten Bedingung fehlen aber die Vorausetzungen, da 8, 
nur einen rechts-, R, aber nur einen linksseitigen Brennpunkt besitzt. 
Jedenfalls kann man das Nichteintreten eines Extremums hier nicht aus 
den Bedingungen I und II schlieBen. — Will man sich zu diesem Nach- 
weis auf ein allgemeines Kriterium stiitzen, so muB8 man schon auf eine 
weitere notwendige (iibrigens auch hinreichende) Bedingung zuriickgehen, 
sie gleichsam als Ersatz fiir II eintreten lassen. Diese ebenfalls von Bliss 
herriihrende Bedingung fordert fiir den Eintritt eines Minimums: 


III. daB die R, im P, tangierende Kurve T,, die alle zu S, trans- 
versalen Eztremalen transversal schneidet, in der Umgebung von P, ganz 
auf der P, zugewandten Seite von SK, verlaufen mup [wenigstens wenn 
i(zyy’) mm P, positiv ist] — und entsprechend bei Vertauschung der In- 
dizes 1 und 2°). 

Mit der Heranziehung dieser Bedingung III verzichtet man aber 
ginzlich darauf, die Entscheidung iiber das Extremum aus der Kenntnis 
der Brennpunkte heraus zu fallen. — In unserem Beispiel ist nun die 
Kurve Z, der zu &, konzentrische Kreis durch P, und man sieht daher 
leicht, daB die Bedingung III nicht erfiillt ist — im allgemeinen aber ist 
die Handhabung des Kriteriums III weit schwieriger als die der Brenn- 
punktssiitze I und I. Ich will nun im folgenden zeigen, da8 man III 
nur dann heranzuziehen braucht, wenn keine Brennpunkte vorhanden sind; 
ich werde nimlich die Bedingung II so erweitern, daB sie allemal 
anwendbar bleibt, wenn R, und S, nur iiberhaupt je einen 
Brennpunkt auf der betrachteten Extremalen besitzen, gleich- 
giiltig, ob sie gleich- oder ungleichseitig sind. 

Erfordert die nachfolgende Neuableitung der (erweiterten) Brenn- 
punktsbedingungen auch vielleicht einen etwas gréBeren Aufwand an 
Rechnung (§ 2), so glaube ich doch, daB sie die SchluBresultate in einer 


2) D. bh. die Endpunkte P, und P, von S und die beiden Brennpunkte B, 
und B, miissen in der Reihenfolge P,P, B,B, aufeinander folgen, wenn i und k 
die Zahlen 1 und 2 in einer der beiden méglichen Anordnungen bedeuten. DaB 
dies dann von selber auch fiir die andere Anordnung gilt (wenigstens, falls sowohl 
links- wie rechtsseitige Brennpunkte existieren), ist eine einfache Folge des Sturm- 
schen Satzes. Vgl. Weinreich, Math. Annalen 76 (1915), 8. 376. 

8) Vgl. Bliss, Math. Annalen 58 (1904), S.80. — Bolza (Vorles. 8.330) be- 
merkt bereits, daB die Bedingung eine einfache Folgerung des Kneserschen Trans- 
versalsatzes ist. 
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fiir die Diskussion (§ 3) besonders geeigneten Form liefert. — Das 
Charakteristische ist dabei die konsequente Benutzung der bekannten 
Jacobischen Funktion A(z, a), d.h. des an der Stelle a verschwindenden 
Integrales der Jacobischen Differentialgleichung — also einer Funktion, 
deren man bei diesen Untersuchungen ohnehin nicht entraten kann. 


§ 1. 
Vorbemerkungen und Bezeichnungen. 
Die beiden gegebenen Kurven &, und &, mégen bei unserem all- 
gemeinen Problem durch folgende Gleichungen gegeben sein: 
RK, durch y = p, (2), RK, durch y = py, (2). 
Als Lésungen S des Problems kommen dann nur Stiicke von Integral- 
kurven der Eulerschen Gleichung des Problems in Betracht. Diese ,,Ex- 
tremalen“ stellen eine zweifach unendliche Kurvenschar dar, fiir die wir 
immer schreiben werden 


(1) y = 7 (2, ¢, y); 

wir sagen, sie bildeten die €*’-Schar. — Neben ihr wird noch eine ein- 
fache Extremalenmannigfaltigkeit eine groBe Rolle spielen, die dann immer 
als €%-Schar bezeichnet werden soll. 

Aus der €)-Schar gilt es nun bekanntlich eine Kurve €, aus- 
zuwiahlen (vgl. § 2), die von R, und &, transversal geschnitten wird. Die 
ihr zugehérigen Parameterwerte seien c, und y,, und deren Substitution 
werde immer durch den Index 0 angedeutet. — Dann definieren wir die 
zu €, gehérige Jacobische Funktion A(z, a) stets (vor allem beziiglich 
des Vorzeichens) folgendermafen: 





0 0 0 j 
(2) A(z,a) = (“FO SE) _ oe Og) (Ala, 2) = — A(z, 4). 


Da nun lings des zwischen den Schnittpunkten P,, und P,, von €, 
mit R, und S, gelegenen Bogens S im Falle eines Extremums nach 
Legendre 
(3) R(z) = fyy (2.9. ¢) = (S90) fir 2, S 2S Sn 
sein muB, so wollen wir im folgenden immer die Annahme machen, daB 
es auf €, einen mindestens S enthaltenden Bogen gibt, langs dessen die 
Legendresche Bedingung (sogar unter Ausschlu8 des Gleichheitszeichens) 
erfiillt ist — und nur dieses Stiick (nicht die ganze Extremale) nennen 
wir von jetzt ab €,. Wenn wir also z. B. von der weiteren Annahme 
sprechen, daB auf €, ein zu P,, konjugierter Punkt P;, existiere, so 
heiBt das immer, da8 ein soleher Punkt auf diesem der Legendreschen 
Bedingung geniigenden Extremalenbogen existieren soll (oder daB die 
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Funktion A(z, z,,) eine in das entsprechende Abszissenintervall fallende 
Nullstelle besitze). — Wenn von einem Extremum iiberhaupt die Rede 
sein soll, darf dieser Punkt nach Jacobi freilich nicht zwischen P,, und 
P,, liegen; wir machen daher, indem wir auch noch den Fall P;, = P,, 
ausschlieBen, die beiden weiteren Annahmen: 


(A) R(z)>0(< 0) fir 4,so tS 2, 

und 

(B) A(z, 2.) +0 fir 2,$< 2X Zp. 
§ 2. 


Das Extremalenintegral und seine Ableitungen. 

Das Verfahren, dessen wir uns bedienen, ist bekannt als die ,,Diffe- 
rentiationsmethode: Wir nehmen zuniichst die Endpunkte P, und P, 
der Integrationskurve auf R, bzw. R, beliebig an und bestimmen den 
sie verbindenden Extremalenbogen und den ihm entsprechenden Integral- 
wert, das ,,Extremalenintegral‘. Dieses ist eine Funktion der Abszissen 2, 
und z, von P, und P,: 3(2,, z,) — und dann bestimmen wir z, und 
z, nachtriglich so, daB diese Funktion méglichst klein (groB) wird. 

Die Parameterwerte c und y der P, und P, verbindenden Extremalen 
ergeben sich aus den Gleichungen: 


(K) y (2, ¢, 7) = 9, (%,) und P (Ly, C,¥) = Dg (2p), 
die sie in Abhangigkeit von z, und g, liefern: 
(4) ¢ = ¢(z,, 2), = 7 (z,, 2), 
und die Gleichung jener Extremalen selbst wird: 
(5) y = (2, ¢(x,, 2), 7 (%, £)) = plz, %, Z) 
und danach das Extremalenintegral: 
72 
(6) 3(x,, z,) = [f(a y, y’) de. 
Damit dieses nun méglichst klein oder groB wird, muB zunichst 
ay3 a3 
(7) lis 0 und a” 


sein. Die erste dieser Forderungen liefert fiir z, und z, die Gleichung: 
2 


— f{(z,, p(2,), y’(z,)) + | (fy st + fy | dz = 0, 


. 
71 


ay 


a x, 


oder nach Ausfiihrung der bekannten Lagrangeschen Produktintegration: 


i = I(z,, ¥ (z,), y (x,)) + [ty (z, yy y) oh = 0, 


1 








Brennpunktsbedingungen der Variatic h 87 
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oder unter Benutzung von (K) und der sich daraus ergebenden Beziehungen 


(52), = _ Lh (x,) as y (z,) und ($2), _ — 0 
schlieBlich : : 
(8,) S =- (f (z, D> y’) + ty (z, Dp y’) (0; pie Y))p— 2, on @, 


und entsprechend liefert (7,) die Gleichung: 


a3 , /~et ° 
(8,) 0x, = (f (z, Dg, y ) + fy (z, No, y ) (Ds a a a. to = 0. 
Das sind aber die bekannten Transversalitatsbedingungen. Sie sind hier 


anzusehen als Gleichungen fiir z, und z,, und die Gleichungen (4) liefern 
dann als den so ermittelten Werten z,, und z,, zugehdrig: 


(9) C (X95 Lao) = Cp und Y (Los Lao) = Yo- 
Damit ist dann aber die allein noch fiir ein Minimum (Maximum) in 
Betracht kommende Extremale 


‘ €,: y¥ = 9 (2, Cp, Yo) 
bestimmt. 

Dieses Verfahren, 2,., 29, Co, ¥) Zu ermitteln, kann man nun auf die 
folgende kurze Form bringen: Es sind die vier GréBen z,, 2,, ¢, y 
aus den vier Gleichungen 


(K,, ») YP (z,, Cc, ”) = 7), (z,), g (2, Cc, y) = De (x,) 
und 
(T;,) T, (z,, Cc, y) = 0, T, (2p, Cc, y) =0 


zu bestimmen, wo allgemein (fiir i = 1, 2): 

(10) T= f(2,0<(2,): 9 (2i,6,7)) + fy (20942). (Zp,”))- (Viz) — Y'(2.6,Y)) 
also aus zwei ,,Koinzidenzbedingungen“ und zwei ,,Transversalititsbedin- 
gungen™. 

Der oben angedeutete Weg zur Lésung dieser vier Gleichungen — 
naimlich zunichst die beiden Gleichungen (K,,) und dann erst (T,,,) zu 
lésen — liuft darauf hinaus, da8 man zunichst in der €®-Schar an Stelle 
von c und y die Schnittpunktsabszissen 7, und z, mit R, und &, als 
Parameter einfiihrt (eben w(z, z,, z,) an die Stelle von y(z, c, y) treten 
1aBt), und dann nachtriiglich diese Schnittpunkte P, und P, so wiahlt, 
daB in beiden transversaler Schnitt eintritt. 

Nun kann man aber bei der Auflésung jener vier Gleichungen auch 
anders vorgehen: namlich zunachst die beiden Gleichungen (K,) und (T,) 
auflésen, die erste Koinzidenz- und erste Transversalititsbedingung. So 
erhalt man 


(4) 6 am ¢(z,), y = 7 (2,) 
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und damit eine nur einparametrige Extremalenschar, die schon erwihnte 
€*)-Schar: 


(5) 7 y (2, e(z,), 7 (x,)) = (4, z,), 
die Schar aller Extremalen, die von S, transversal geschnitten werden, 
— und dann kann man aus (K,) und (T,) den Parameter z, sowie die 
Schnittpunktsabszisse xz, so bestimmen, daB die betreffende Extremale im 
Schnittpunkt mit R, auch von dieser Kurve transversal geschnitten wird. 
Das Resultat beider Vorgehensarten mu8 natiirlich dasselbe sein, auch 
das zweite Verfahren liefert die Werte 2z,, und z,, und weiter dann 
nach (4): 
(9) C(Z) = Cy und ? (®10) = Yo 
Um nun zu entscheiden, ob die so auf zwei Arten bestimmte Extre- 
male €, dem zwischen KR, und S, hinerstrekten Integral J wirklich einen 


kleineren (gréBeren) Wert erteilt als die iibrigen Extremalen, miissen wir 
noch die zweiten Ableitungen von 3(z,, z,) an dieser Stelle z,,,z,, — 








wir sagen kurz an der Stelle 0 — untersuchen. — Deren Berechnung 
wenden wir uns jetzt zu: Es ist nach (8,) und (10) 

e3\ OT. OT, dc , OT, Oy 

(sa7), = 7 (33 aie y dz, ° OF 5x), 


Andererseits folgt, da ¢(z,) und y (x,) als Auflésungen von (K,) und (T,) 
die letztere Gleichung identisch erfiillen, durch Differentiation: 


_ (aT, , a7, de , OT, ap 
(T) 0 = (5+ 32 i +35 we) 


° ‘ 0 e — oe 
und diese Tatsache benutzen wir, um a aus zu eliminieren; so 
1 1 


ne 3 OT, (da 
P c dc\ , OT, (dy Oy 
(11) (Sa), Vaelde — oe) top (ae — 5S), 

Hier gilt es nun zuniachst, die Ableitungen der Funktionen ¢ und 
y (z,, 2) bzw. ¢ und y (z,) zu ermitteln: Durch Differentiation der Defi- 
nitionsgleichungen (K,,,) der beiden ersten Funktionen ergeben sich 
fiir deren Ableitungen die Beziehungen 

















Og(z,) Oc , Apl(z,) Ay _ ., ’ 
(12) | dc On, |. Oy On,. Di (2) — y (7), 
Op (s) ac , Sols) oy 
Ge On, Oy Oa, 


und deren Auflésung an der Stelle z,,, 7,,*) liefert, wenn wir noch 
(13,) (0; (z,) oo y (z,,¢, Y))o = h,, 


*) Wir lassen hinfort bei z, und x, auf den rechten Seiten den zweiten Index 0 
weg, weil MiBverstandnissé nicht mehr zu befirchten sind. 
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wie spaiter auch 








(13,) (2 (2) — 9’ (2,6, 7))o = hy 
setzen °): 

oe; _ h O @ (x2) |) ae h (0 @ (xs) 
(14) (sz), ae = Xq) ( oy ) (5 z) ne A fe 2) ( dc . ),: 


Fiir die Ableitungen der Funktionen ¢(z,) und 7 (z,) folgt so- 
dann zunichst mit derselben Begriindung: 
(TZ) SSD FE Oe) TP = 91 (2) — 9 (24,67), 
als zweite Bestimmungsgleichung benutzen wir aber nicht (T), die diffe- 
renzierte zweite Definitionsgleichung (T,) fiir ¢ und 7(z,), sondern wir 
verschaffen uns eine neue Gleichung: Wir fiihren namlich zunichst rein 
rechnungsmaBig eine GréBe f ein mittels der Gieichung: 

Oy (B, x f dc 7] y = 

(15) (Eee) (EO Te EO EP) = 0 veg. 

Sollte es mehrere GréBen geben, die dieser Gleichung geniigen, so 
verstehen wir unter # zunichst eine beliebige von ihnen. — Diese GréBen 6 
besitzen nun eine einfache geometrische Bedeutung: sie sind augenschein- 
lich die Abszissen der Punkte, in denen die Extremale €, von der 
Enveloppe der €”-Schar y = (x, 2,) beriihrt wird. Das sind ja aber 
die Brennpunkte von 8, auf €,. 

Die Brennpunktsabszissen f sind also nach (15) die Nullstellen eines 


Integrals der Jacobischen Differentialgleichung fiir €, (namlich einer linearen 








Komposition der partikularen Integrale (° gi) und (° £7) ), und daraus 
0 / 0 


folgt dann bereits nach dem Sturmschen Satz, daB, wenn auf €, ein zu P, 
konjugierter Punkt P, existiert, auch ein noch naher an P, gelegener 
Brennpunkt B, existiert. Auch entnimmt man der Gleichung (15) leicht 
das Resultat, daB, wenn man S, durch andere und andere durch P, 
gehende, €, transversal schneidende und daher in P, gleichgerichtete 
Kurven ersetzt, dann die Lage der zugehérigen Brennpunkte nur von 
der Kriimmung dieser Kurven in P, abhangt, denn die Kompositions- 


koeffizienten ris und $2 - hangen nach der Entstehung der Funktionen ¢ 
1 1 


und y (z,) aus (K,) und (T,) auBer von yn, und », nur noch von 9; (z,) ab*). — 


5) Diese beiden so eingefiihrten GréBen h, und hg sind nach den von uns 
eingangs gemachten Voraussetzungen von Null verschieden (vgl. die Anm. S. 83). 
6) Auch kommt py} nur linear vor, so daB die linke Seite der die Brennpunkts- 
abszissen f definierenden Gleichung (15) auch in der Krimmung y linear wird. 


Vgl. Bliss, Transact. of the Am. Math. Soc. 3 (1902), S. 139 und Math. Annalen 58 
(1904), S. 73, sowie auch bei Bolza, a. a. O., 8. 319. 





: 
’ 


90 E. R. Neumann. 


Um nun zur Hauptuntersuchung zuriickzukehren, nehmen wir im 
folgenden immer an, daB wenigstens ein we greene existiert. Dann 


ae und #7 ? neben (12, ) die Forme! (15) 
x, 


benutzen und haben dann zwei den beiden ‘identi (12,2) véllig ent- 
sprechende Gleichungen (nur daS jetzt B an die Stelle von z, getreten 
ist), so daB die Auflésung an der Stelle z,, die Formeln liefert: 


kénnen wir zur Bestimmung von 











— dé hy (2 ¢(8) ee h, (2-948) 
@ (i) -aealt), (35), ~ -aeanlt), 


Die Differentiation von T, liefert nach (10) schlieBlich noch: 
OT, \ 0 g' ( oT 0g’ 
2), = Redh(“G), (J), = Redh(“S™), wel. 


Die Benutzung der Darstellungen (14), (14) und (16) in (11) liefert aber 
nach kurzer Zwischenrechnung: 











3 A? A (2, B) agi) 29 (ey) _ 9 p (%;) Oy’ (x) 
(17) (sa), = 4 (Bq Be) A(z,,p)* 2.) {-$ Oy —. ys o 
Nun folgt aber in bekannter Weise aus der Jacobischen Differential- 


gleichung, falls u(x) und v(z) irgend zwei linear unabhangige Integrale 
bedeuten : 





(18) R (x) (u(x) v’ (x) — v(x) uw’ (z)) = const + 0. 





Da aber (5) und (5) zwei solche partikulaire Integrale sind, 
/o 


ergibt sich somit die erste unserer folgenden SchluBformeln: 








| (FS) — A (24, B;) ’ r (5) _— A (x,, By) i a: 
x? 1 A(XB;) A (2,5 2%)” OxZ/ ® A (2s, By) A (2 29)” 


| (575) =445- > (h,,hy, I” + 0), 


0 4, 0 Zy/ 1''8 A (215 Ze) 


(19) 


von denen die weiteren ganz analog zu beweisen sind (die letztere 
rechnerisch sogar weit einfacher). Den Gréfen 8 haben wir Indizes bei- 
gefiigt, die andeuten sollen, ob es sich um die Abszisse eines Brennpunktes 
von &, oder von &, handelt. (Auch bei &, setzen wir die Existenz 
wenigstens eines Brennpunktes voraus.) Die GréBe J’ dagegen hat in 
allen diesen Formeln (19) denselben Wert, da sie ja nach (18) von der 
Wahl der Stelle auf €, unabhangig ist. — Ubrigens kénnen wir auch 
iiber das Vorzeichen von J" noch eine nihere Aussage machen: J" ist 
nach seiner Definition [vgl. (17) und (19)] auch so darstellbar: 


lr = — R(z,)(4' (2, z,)) 





r=27,° 
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Da aber A(z, 2z,) im Intervall z,...2, nicht nochmals verschwindet 
[vgl. (B) 8. 86], so hat es in z, noch dasselbe Vorzeichen wie A’ in z,. 
Also folgt, was das Vorzeichen anlangt: 


I~ — R(z,)- A(x, 2,) = R(z,)- A (z,, 24), 
so daB sich aus den ersten Formeln (19) das Resultat ergibt: 


3) A (2y, B;) 3 A (x,, By) 
(20) (3a), ~ Fed aerny (saz), ~ Re) Zeta 


§ 3. 
Diskussion und SchluBresultat. 


Soll nun das Integral J fiir den Bogen S von €,, oder die Funktion 
3(z,,2,) bei 2,2, ein Minimum (Maximum) erreichen, so miissen be- 
kanntlich SF und SA an dieser Stelle positiv (negativ) — richtiger: 
nicht negativ (nicht positiv) — sein. Nun ist aber nach der Voraus- 
setzung (A), S. 86, lings des ganzen Bogens S die Funktion R(z) positiv 
(negativ) — folglich miissen nach (20,,), gleichgiiltig ob ein Minimum 
oder Maximum vorliegen soll: 





, A (22, By) A(x, / l 

(21) Q(B) = Ferg =O se . Oe Taek) (=om) =° 
sein. — Wiirde nun eines der f zwischen z, und z, liegen, so hitten 
A(z,, 8) und A(z,, 8) nach dem Sturmschen Satz entgegengesetztes Vor- 
zeichen, die fiir ein Extremum notwendigen Bedingungen (21) waren also 
nicht erfiillt, und wir erhalten also die oben mit I bezeichnete Brenn- 
punktsbedingung: Weder &, noch S, darf im Falle cines Extremums im 
Innern des Extremalenbogens S einen Brennpunkt besitzen. 





Nun ist aber fiir ein Extremum von 3(z,,z,) weiter notwendig, daB 
die Diskriminante 


2 2 ‘ 3 
(Fat Say — (seroe,) ) BO 


sei. Das liefert nach den Formeln (19) die Bedingung: 
Q,(B,)-Q.(B,)-1 20 oder Q(B) > ga = Q,(h)- 
Q2 (Ba) 


So kénnen wir denn die gefundenen Bedingungen in folgender Weise 
zusammenfassen : 


(22) Q, (8,) = 2, (8,) => 9, 


oder in Worten — und das ist unser 
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SchluBresultat: Fiir den Eintritt eines Extremums ist notwendig, daB 
die Funktion 


(23) Y, (z) = [vgl. (2)] 


in den Brennpunkten sowohl von R, wie von K, positive Werte besitzt, und 
zwar muf der Wert in den Brennpunkten von S,*) gréBer sein als der in 
den Brennpunkten von &,. 

Ist die Bedingung (22) unter Ausschlu8 der Gleichheitszeichen erfiillt, 
so ist sie in Verbindung mit den friiher gemachten Voraussetzungen sicher 
auch hinreichend, wenigstens fiir ein schwaches Extremum‘). 

Den Inhalt der Forderung (22) macht man sich am leichtesten klar 
an der graphischen Darstellung von Q, (x). — Diese Funktion verschwindet 
in z, und seinen konjugierten Punkten (wenn solche existieren) und sie 
geht durch Unendlich bei z, und seinen konjugierten Punkten. Da sie 
iiberdies nach den an (21) gekniipften Bemerkungen zwischen z, und z, 

negativ ist und ihr Diffe- 

rentialquotient nach (18) 

immer dasselbe Vorzei- 

chen besitzt, ist sie 
monoton wachsend. Das 

z Schaubild der Funk- 
he 77 “2 ad J tion Q, (xz) sieht also 
- / (ahnlich dem von tgz) 


etwa aus wie neben- 
stehende Fig. 2. 


| Danach fordert (22 

Fig. 2. zunichst, daB kein £ 

zwischen z, und g, liegen 

darf (d. i. Bedingung I), und weiter, wenn S, und &, z. B. beide rechts- 

seitige Brennpunkte besitzen (zwischen x, und x, — Folge des Sturmschen 
Satzes), daB dann £, gréBer als f, sein muB (d. i. Bedingung II). 

So enthalt also die Bedingung (22) die beiden Brennpunktsbedin- 

gungen I und II in sich — aber dariiber hinaus gestattet sie, die Kenntnis 


A (2x, %q) 
A (x, 2;) 














7) Da die Abszissen f und f° der Brennpunkte derselben Kurve zueinander 
konjugiert, d. h. nach (15) Nullstellen desselben Integrals der Jacobischen Differential- 
gleichung sind (A (f,,’) = 0), so kénnen sich A(z,f) und A(z, f’) bekanntlich 
héchstens durch einen konstanten Faktor unterscheiden, woraus Q, (/') = Q, (/) 
folgt, d. bh. den simtlichen Brennpunkten derselben Kurve entspricht auch der- 
selbe Wert von Q,. 

*) Soll sie auch hiareichend sein fiir ein starkes Extremum, so muB man 
etwa noch die WeierstraBsche hinreichende Bedingung hinzunehmen. Vgl. z. B. 
Bolza, a. a. O., 8. 121. 
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der Brennpunkte nutzbar zu machen auch noch, wenn &, und &, nur 
ungleichseitige Brennpunkte besitzen, wie in dem eingangs genannten Bei- 
spiele (Fig.1). — Hier ist, da beim Problem der kiirzesten Linie stets 
gy = cx-+y und daher A(z,a) = x — a ist, 


0<Q, (8) = B= -<1 und 0<Q, (6) = 
also 


Pa — 2% 
Raa < 


Q(B) < Q, (B,)- 
Es ist also die fiir ein Extremum notwendige Bedingung (22) nicht erfiillt, 
unser Kriterium liefert also das Resultat, daf kein Minimum vorliegen 
kann, wie das die Anschauung von vornherein lehrte. — 
Erwahnt sei zum Schlu8 noch eine aus (22) leicht zu gewinnende und 
vielleicht hiaufig leichter zu handhabende andere formulierung unseres 
Kriteriums, namlich: 


(22*) A(B,, By) (By, 2,)- A (By, %)- A (ay, 3) < 0. 
(Eingegangen am 18. 10. 1934.) 


Zusatz bei der Korrektur (23. 12. 1934): Nachtraiglich bemerke ich, daB 
sich die rein rechnerische Herleitung unserer Hauptformeln (19) ziemlich erheblich 
vereinfacht, wenn man von vornherein die Endpunktsabszissen z, und z, (anstatt c 
und y) als Parameter der €®)-Schar benutzt, also anstatt von @(z,c,y) sogleich 
von der Funktion y(z, z,,z,) ausgeht, und demgeméB 4(x.a) durch folgenden 
Ausdruck definiert: 

Oy(a) Ay(x) Awa) 0 w(x) 
ds, 02, O82,  d2 |,” 


A(x,a) = ( 





der sich von unserem friiheren 4 (z,a) héchstens um einen (unwesentlichen) Faktor 
unterscheiden kann. 

Doch ist dieser Weg heuristisch weit weniger befriedigend, da er nicht so 
zwangslaufig auf diese 4-Funktionen fiihrt, auf deren Verwendung doch gerade die 
einfache Formulierung (22) unseres Kriteriums beruht. — Die (nachtriagliche) Ein- 
fiihrung der A’s und ebenso der Konstanten J erscheint bei diesem Verfahren 
eben etwas gekiinstelt. Bei ihr spielen die folgenden Darstellungen eine wesentliche 
Rolle : 

0 py (x) 
dz, ’ 


d p(x) 


A(z,2,) = —h, “Oz ’ 
1 





A (a, 2) = hy = 1 (a4, 2.) = hy - hy. 








Das Hamiltonsche Prinzip bei nichtholonomen 
Systemen. 
Von 
Georg Hamel in Berlin. 


Herr Kerner hat in der Arbeit: Le principe de Hamilton et !’holo- 
nomisme“ in Prace mat.-fiz. 38 den Satz bewiesen: 

Holonomsein ist die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, 
da8 das Hamiltonsche Prinzip gilt, 

oder genauer: 


Holonomsein ist die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, 
da8 die richtigen Gleichungen der Mechanik den nach den Lagrangeschen 
Methoden der Variationsrechnung bei Nebenbedingungen mit Hilfe von 
Parametern gewonnenen Gleichungen gleichwertig sind, soweit sie die 
Lagrangeschen Koordinaten bestimmen. 

Es ist gut hinzuzufiigen, 

daB die zweiten Gleichungen in ihrem vollen Umfang den ersten 
gleichwertig sein sollen und nicht etwa diese durch Spezialisierung der 
zulassigen Parameter aus den zweiten hervorgehen sollen. 

Sonst kann der Satz falsch sein. 


Geometrisch liegt folgender Sachverhalt zu grunde. Nichtholonome 
Bedingungen schranken bekanntlich die Dimension des Bewegungsraumes 
nicht ein. Dagegen wohl die Bewegungsrichtung. . Daher sind die fiir die 
Variationsrechnung in Betracht zu ziehenden Nachbarbahnen von hoherer 
Dimension als die durch zulassige Verriickungen zu erreichenden. Mithin 
kann es sein, daB diese Verriickungen eine Auswahl aus den Bahnen der 
Variationsrechnung treffen, die zugleich mit den Ausgangsbahnen selbst 
die richtigen Bahnen der Mechanik sind, wihrend der Satz des Herrn 
Kerner die Identitét und damit die Erniedrigung der Dimensionszahl 
verlangt. 

Im folgenden soll gezeigt werden: 1. Das Hamiltonsche Prinzip ist 
bei richtiger Formulierung immer richtig, ein alter aber wenig beachteter 
Satz, 2. der Satz des Herrn Kerner lat sich nach meinen Methoden 
ganz kurz, ohne miihsame Rechnung beweisen, (siehe: ,,Die Lagrange- 
Eulerschen Gleichungen der Mechanik“ in Zeitschr. f. Math. u. Phys. 50, 
,,Uber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik“, Math. Annalen 70, 








meme eee 
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und ,,Uber nichtholonome Systeme“, Math. Annalen 92), 3. er kann falsch 
sein, wenn man den Zusatz oben nicht beachtet. 


§ 1. 
Das Hamiltonsche Prinzip. 
Aus dem d’Alembertschen Prinzip in der Lagrangeschen Fassung 
Sdmwébr = Sdkb7 
(S Summation iiber das System, 7 der Ortsvektor, dm das Massenelement, 
w der Vektor der Beschleunigung, dk Vektor der eingepriigten Kraft) 
folgt unter der stets zulissigen Annahme 
dé67—ddr=0 
die Lagrangesche Zentralgleichung 


+ Sdmvd7 — 6(E —U) =0, 


wo « die Geschwindigkeit, E die kinetische, U die potentielle Energie 
bedeutet, die als vorhanden angenommen wird. Daraus ergibt sich durch 
Integration iiber das Zeitintervall t, bis t,, an dessen Enden die virtuellen 
Verschiebungen Null sein sollen, 


fe 
foLdt =0 (L=E—U), 
th 


also das Hamiltonsche Prinzip. Die Variationen miissen jedoch hier als 
zulassige Verschiebungen angesehen werden, wodurch die erreichten Nachbar- 
bahnen in der Regel nicht zulissig sein werden. Der Finfachheit halber 
nehmen wir das System skleronom. 

Die Lagrangeschen Koordinaten seien q,, q,,..-,n- An Stelle der q, 
denken wir uns » linearunabhingige Verbindungen derselben 


d e n n 
Fp =O = L bing, oder aufgelist g,= LY e,10% 
s=1 


i=1 

eingefiihrt, was wir so tun kénnen, daB die nichtholonomen Bedingungs- 
gleichungen gerade 

p41 =0, ope, = 0,....0, = 90 k<n 
werden. Die Ubergangsgleichungen mégen 

d60,—6d0, = J f,,.,60,d90, 

i,8 

sein. Sie geben zusammen mit dem Hamiltonschen Prinzip sofort die 
richtigen k << n Bewegungsgleichungen (wegen 69, = 0 fiir o > k) 


d " @L : 
(I) at + Z Bi, s,m Os Pm — XL Gq i = O i= 1,2,...,k. 
am s ° 
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Die p,, = 2a sind die Impulse. Dagegen gibt die Aufgabe der 


Variationsrechnung 
é{Ldt=0 


mit den Nebenbedingungen oy, 4, = 0, mi = 0,...,@, = 0 
fo(L+ ¥ i,o,) dt =0 
k+1 


oder 


J] 2 em + ae) 6 @_, + ~ ra Oa] at az @, 


wo 4, = 0, 4, = 0,..., 4, = 0, die anderen 4 die Lagrangeschen Para- 
meter sind. Wie oben folgt jetzt, da die 59, alle als beliebig zu be- 
handeln sind, 

d . 
(II) ai (Pit Ai) + LX Bi omOs (Pm + Am) — 257 1 = 9, 


jedoch jetzt fiir alle i. 


§ 2. 
Beweis des Kernerschen Satzes, 


Sollen (I) und (ITI) beide richtig sein, so folgen aus dem Vergleich 
der k ersten Gleichungen 
¢= 1,3,...,&, 


Z Bim Orn tes te 2 ea 


oder da die Werte von , an jeder Stelle frei gegeben werden kénnen, 
(ITT) i Boa da = 90 s und 1 = 1,2,3,...,. 


m=k+1,k4+2,...," 
Dazu kommen fiir die 4 die Differentialgleichungen 
d OL 
ai (Ps + Ai) + © Bi, 2m (Pm + Am) ne & aq. G¢ = 0, 


*+=k+1,k+2,...,n. 


Soll nun volle Identitaét beider Gleichungssysteme in dem in der 
Einleitung geschilderten Sinne stattfinden, so diirfen die an jeder Stelle 
frei wihlbaren 4 keinen endlichen Einschriinkungen wie (III) unterliegen, 
so daB die 

Bi, «,m = 0 
fir s und i=1,2,...,.%4 und m=k+1,k4+2,..., 
sein miissen. Die Ubergangsgleichungen fiir die letzten @ heiSen dann 
aber 


450, — ddd, = z Bi.090,d9, o=k+1, k+2,...,0. 


4,8 k +1,8+2,..., 








a 
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Das ist aber nach einem Satz von Frobenius (Crelle 82, S. 267, siche 
auch Enzyklopidie der math. W. II. A.5, 15, §S.319, Anm. 90) hin- 
reichend, um auf die Integrabilitét unserer Bedingungsgleichungen schlieBen 
zu kénnen. Damit ist der Kernersche Satz bewiesen. 


§ 3. 
Ein Gegenbeispiel. 
DaB der Satz falsch ist, wenn man die volle Identitat nicht fordert, 
soll folgendes Beispiel zeigen. 
Es sei 
L=3(Gi +%+ 0") 
mit der sicher nichtholonomen Bedingung 
o=9,+ 9%, = 9. 
Die richtigen Bewegungsgleichungen lauten, weil man nach einem 


bekannten Satze (siehe meine erste Arbeit, 8S. 25) von vornherein wm =0 
setzen darf, 


q,=90, q,=90, w=0. 
Die Gleichungen des Variationsproblems dagegen lauten: 
hf: os @ .: d 
m—-4%=9, Flat4a) = 9, q+ =9, o = 0, 


so daB A = const. L&Bt man nun die Auswahl 4 = 0 zu, so bekommt 
man die richtigen Bewegungsgleichungen. 


(Eingegangen am 23. i0. 1934.) 
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Some inequalities in the theory of functions. 
Von 


M. L. Cartwright in Cambridge (England). 


Introduction. 
1.1. Suppose that 
w(z) = a,+4,2+a,2°+... 

is regular for |z| = r<1l. It was first proved by Koebe') that if w(z) 
is schlicht in the unit circle, and if a, = 0, a, = 1, then 

(1.11) |w(z)| S v(r) (0<r<}), 
where p is a function of r only. It was afterwards proved by Bieber- 
bach*) that under these conditions 


(1.12) \~(2)| 5 a 


and further results were proved by Littlewood*) for mean values of | w (z)| 

and for |a,|. Bieberbach’s result is the best possible, as is shown by 

the function . 
w(z) = a7 

which takes every value, except those on the negative real axis between 

—} and o once, and once only. 

The object of this paper is to prove similar results for functions 
which only take values p times, by methods differing fundamentally from 
those of previous writers on the subject. Littlewood‘) proved the fol- 
lowing very general result by methods similar to those used for schlicht 
functions: 

Theorem A. Suppose that we are given an integer p>0, a con- 


stant k > 1, and an infinile sequence w,, w,, ..-, where |w,| > 0, 
| @n—1| << |w,| << ki wp_,|, and |w,|+> co as n—> co. Suppose now 
that w(z) takes no value w,. mn = 1, 2, ..., more than p times in |z| <1. 
Then 

(1.13) |w (z)| < A(p)u(l— 1)". 


where h = A(p)k(|w,| +1), ¢ = max (1, |ay|, |a,|, ---» |@))- 


1) P. Koebe, Gétt. Nachrichten 1909, 68—76 (73). 

2) L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Vol. Il. (Berlin, 1927), 
82—92. 

3) J. E. Littlewood, Proc. London Math. Soc. (2) 23 (1925), 481—519. 

*) J. E. Littlewood, loc. cit. 502. 
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Here, and elsewhere, we use A(p) to denote a constant depending 
on p only, not necessarily the same constant in each place. 
If w(z) takes no value more than p times, where p > 1, then 


(1. 14) Ena, < p(L|a,|r); 


for the left hand side multiplied by a is the image of jz| <r, and 
this is less than 


px (max |w|)? < pa(|a,|r%)?. 


Hardy and Littlewood*) have shown, by means of the inequality (1. | 4) 
alone, that if w(z) takes no value more than p times in |z| <1, then 
(1.15) |w(z)| << A(p)e(l—r)-4M, 

where u = max(|a,|,|@,|,...,|@)|), a result which is included in (1.13). 
Since (1.14) only expresses part of the data, a more precise result could 
hardly be expected. Frazer®) using rather more, showed that if w(z) 
takes no value more than p times in |z| <1, then 

(1. 16) |\w(z)| < C(1 — r)-*P 

where K is an absolute constant, and C depends on the function; he also 


showed that |w(z)| << (1 — vr) Ket) (¢sr<l). 
His methods are not unlike those used by Littlewood to prove (1.13). 
1.2. My principal result is as follows: 


Theorem I. If w(z) takes no value more than p times in \z|<1. 
then 


(1.21) |w(z)| < A(p)u(1 — r)-*, 

where w = max(ja,|, |a,|, ja,|, ..., |ap|), for O<r<1. 
The function 

(1. 22) w(z) = 2?(1 — z)-*?, 


which takes every value, except those on the real axis between (— 1)" 2?” 
and (— 1)? @ exactly p times, shows that the exponent 2p in (1.21) 


5) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Kgl. Danske Vid. Selskab Mat.-fys. 
Medd. 7, 4 (1925). 

6) H. Frazer, Proc. London Math. Soc. (2)83 (1932) 77—81. [Added in the proofs. | 
Frazer has since shown, by methods which are elementary compared with those 
used here, that, if w(z) does not take any value more than p times, and does not 
take the value 0 more than g times, q < p, then (1.16) holds with C< K ,, where 
= max(|a@|, |a,|,---, |@,|. This result is not included in theorem I as it 
stands, except when g = p. But, if we suppose, in addition, that w(z) does not 
take the value 0 more than g times, where g < p, we may replace yw by ue For 
in lemma 5 the order of the quasi-normal family is then less than or equal to gq. 
and the result follows by the same method. 


7* 
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cannot be replaced by any smaller number. In my first version of the 
theorem I only showed that 


|w(z)| <C(L—1)-*? 8, 
where C is a constant depending on the function, for every « > 0 and 
r,(e)<r<L_ Dr. L. Spacek showed me how to get rid of the e by 


using a transformation of the form 
= 


¢ = A(p) log ——., 





in place of 
1 
c= A (p) log —-, 
and, by modifying the argument, I have been able to express the result 
in terms of u. The proof depends chiefly on a method of conformal 
representation due to Ahlfors’). In the case of schlicht functions and, 
more generally, functions of the form 
w(z) = a2? + a,,,2?+1+..., 

this method gives the complete result. In the other cases it gives a 
result in terms of the maximum modulus of w(z) on a fixed circle, but 
it is easy to show*) that this depends only on mw and p. 

Theorem A has such very general hypotheses that we can hardly 
expect to improve the result, but there is a similar theorem with slightly 
more restrictive hypotheses which can be obtained by using Ahlfors’ 
method and quasi-normal families of functions: 

Theorem II. Suppose that the hypotheses of theorem A are satisfied 
and also that 
(1.23) lim 


n-> = 





Ww. 
por 
Wy-1 


= |. 








Then, given any ¢ > 0 we can choose r, depending on & so that 
| w(z)| << A(p, k, 7.) e)w,| (1 — ry? to-s, 
where uw = max (1, |a,|, |a,|, ..., |@,|), for r» << r<1. The number r, 
also depends on the way in which |\w,| > cw, on the limiting process in 
(1.23), and on |w,}|. 
Proof of Theorem I. 


2.1. We shall prove the result for a function w(z) which is regular 
in and on the boundary of the unit circle. For this restriction simplifies 
the preliminary lemmas considerably, and we can apply the result to 
w(z/R), where R<1. Then, making R 1 we shall have the complete 
theorem. 





7) L. Ahlfors, Acta Soc. Sci. Fen., Nova Series A, 1, Nr. 9. 
*) See lemma 5 and footnote 
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Lemma 1. Suppose that w(z) is regular and not a constant for |z|< 1; 
and let 
e = M(r) = max |w(re*)), 
2a 


se 
where 0<.r<1. Then there is a simply-connected region D of the z 
plane such that 
(2.11) |w(z)| << @ 
in D and |\w(z)| = @ cn those parts of the frontier of D for which \z| < 1. 
Further the frontier of D has no double points, and argw{z) is monotonic 
on each part of the frontier of D for which \z| <1. 

Consider the set of all points for which (2. 1 1) is satisfied and |z|< 1. 
This is an open set and consists of one or more connected sets. One of 
these sets obviously contains the circle |z| << r, and we have |w(z)| = @ 
on those parts of the frontier for which |z|<(1. This set is the region D, 
and we have to show that it is simply connected and that its frontier 
has no double points. 

Suppose that this is not so; then part of the frontier of D forms 
a closed curve on which |w(z)| = o@ enclosing a region C in which w (z) 
is regular. It follows from the maximum modulus principle that 
|w(z)| <= @ in C. Now consider the region D, formed by combining C 
and D, and the frontier between them. In D,, w(z) is regular and 
|w|< o. Points of the frontier between C and D are interior points 
of D, and at these points |w(z)| = 0. Hence by the maximum modulus 
principle, w(z) is a constant, which is contrary to hypothesis; and so we 
have the required result. 


eg 





Fig. 2. 

It remains to show that arg w(z) is monotonic on those parts of 
the frontier of D for which |w(z)| = o. Let s be the length of such a 
piece of frontier measured from some fixed point on it. Then forgw(s) 


does not change sign®) except at points which are double points of the 
curves on which |w(z)| = o. Near such points we can write 


w(z) = |w(a)|e* + b,|z — aPe—M + 0 {(\z — al)?}, 





%) See E. C. Titchmarsh, Theory of Functions, Oxford (1932) 121, 122. 
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where |«(a)| = 0, 6, > 0, and p is an integer greater than 1. Hence 


it is easy to see that if cogent) changes sign at z = a, some points at 


which |w(z)| > o@ lie inside D, which is impossible. 
2.2. Let D(g) denote the region defined by 


(2.21) |®"8 a> <2, 





and let D’(q) denote the simply-connected region formed from D(g) by 
making a cut y, from the origin through the zeros of w(z) inside D(¢q). 
We suppose that w(z) is regular for |z| <= 1, and so there are only a 
finite number of zeros. The cut can be made by starting with those 
furthest from the origin, and, of those, selecting the one for which arg z 
is largest, and joining the zeros together by straight lines and arcs on 
which |z| constant (see Fig. 2). We denote by y,.and y, the curves defined by 


=a, and arg — 2, 


2 z 
respectively. 

Let 4(q) and A’(q) denote the regions on the Riemann surface 

s =o+it = logw(z) 

corresponding to D(g) and D’(q) (see Fig. 4). Let I’, and J’, denote the 
curves on the Riemann surface corresponding to y, and y, respectively, 
and let [°, denote the curve corresponding to y,. The region A’(q) is 
simply-connected. The curves J,, I’, and I, are continuous and regular 
except at a finite number of points. The equations of J, and J’, can 
be written in the form 


s = o,(t) + +7, (0), s = o,(t) + tt, (0), 
where ¢ varies from 0 to 1 as < varies from 0 to e along the curves 
y, and y,. The equation of J, can be written 
s = o,(t) +77, (0), 

where ¢ varies from — 1 to 0 and from 0 to | as z traces y, from the 
origin to the furthest zero and back again, and the points whose para- 
meters are ¢ and —t¢ correspond to the same point in the z plane. 

Lemma 2. Suppose that w(z) is regular for |z| <1. Then A’ (p) 
can be represented on the strip S(a) defined by 


(2.23) t=éE+in = |nl<a, 
provided that an appropriate cut k, is made to correspond with I’,. The 
curves I’, and I, correspond point by point to n = a, 4 = —a, and the 


two points on I, whose parameters are equal in absolute value correspond 
to the same point on k,. Also o varves continuously across k, and is one- 
valued in the uncut strip. 
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Since w(z) has no zeros in D’(), logw(z) is regular, and the in- 
verse function z~'(s) represents 4’(g) on D(q). The function 
(2. 24) Z(z) = = ea 
represents D(q) on S(a), and so 
o (8) = Z(z~*(s)) 
represents D’ (gy) on the cut strip S’ (a), see Fig. 4. The rest follows from this. 


2.3. The most important point is to construct a cross section of 
A’(g) on which o = K <= log M(r), joining J’, to I’,. Once this is done 
we can apply Ahlfors’ method with very little modification. 

Lemma 3. Suppose that w(z) is regular for |z| <= 1, and w(0) = 0, 
and let @ = M(r), where r<1. Then we can choose y = g(r) so that 
for every K < log 0, there is at least one cross section, or set of cross sec- 
tions (including perhaps part of I), joining a point on I’, to a point 
on I’, inside A’(q), on which o = K. In the latter case the whole set of 
cross sections corresponds toa single continuous curve in the ¢ plane joining 
n =a to n = —a inside S(a). Further the cross sections can be chosen 
so that € is monotonic throughout, and g(r) is chosen so that the cross 
section on which o = log o passes through the point at which |w(re‘?)| 
= M (r). 

Let D be the region considered in Lemma l. Let re‘? be the 
point at which | w(re‘*)| attains its maximum, M(r) = 0; and let C(o) 
be the part of the boundary of D containing re‘? for which ;z| <1. 
Then C(g) is either a closed curve enclosing the whole of D, and, in 
particular, the origin, or else C(o) has two different end points e**: and 
e'%2 on |z| = 1. In both cases C(g) meets the boundary of D(q) at 
least twice in non-coincident points for every g. Let y, yz be the parts 
of y, and y, respectively on which arg z = y + 2, and let y;, yy denote 
the parts of y, and y, which are also parts of |z|=1. Let C(o, 9) 
denote that part of C(o), containing re‘, cut off by the boundary of 
D(qg). If C(e,g) bas one end point on y, and the other on y,, the 
corresponding curve in the s plane gives the required cross section on 
which o = log M (r). 

Suppose now that for our initial choice of g = y,, say, both end 
points of C(o,q) lie on y,. If one or both end points lie on y,, we 
vary so that the length of C(o, ~) increases. If both end points lie 
on y;, we vary g so that e” moves towards the nearest end point of 
C(o,g~). We have to show that both end points cannot transfer them- 
selves to y, at the same moment. A transfer can occur in three ways; 
e‘? may pass over an end point, or C(o, gy) may touch y; at some stage, 
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and so be shortened, or C(o,q) may cease to touch y, and so have a 
piece added to it. Since C(g) is a regular curve, it cannot touch more 
than a finite number of radii, arg z= «a, and so the transfer of end 
points cannot occur more than a finite number of times as @ increases 
or decreases from g, to gy, +22. We may therefore suppose that for 
y =, both end points are on y,, and that, for every g > gy, and 
sufficiently near to it, both end points are on y,; and we sball prove 
that this is impossible. Since C(g,g,) does not touch 7, i.e. arg z 
=2—@, we can choose g, >, 80 that C(o,q,) does not meet 
argz=2—g@ for 9, 9< %- It follows that one end point of 
C (e,~,) must lie on y,. For if both lie on y;, since they are distinct 
points, we can choose @ such that gy, << » <. g, and one end point lies 
on 7; while the other remains on y;, which is contrary to our hypothesis. 





Fig. 3. 


Let z,(g,) be the end point of C(o, y,) on y,; let it be the one 
nearer to the origin if both are on y,, and let z,(q,) be the other end 
point. Then C(o,,) together with the two pieces of the frontier of 
D(,) forms two closed curves, enclosing two regions D, and D,. Let D, 
be the region containing the origin as a frontier point. For every 
¢ > %, C(e,g) has both end points on y,(g). It must therefore lie 
in the region p —~2< arg z= 2+ ,, and it must contain the whole 
of C(@, g,), together with an additional piece C, joining z,(g,) to some 
point on y,(g). Since C(e,q) has no double points, C, cannot cross 
C (oe, p,), and so it must lie either in D, or D, (provided that we include 
the appropriate parts of y, in D, and D, respectively). If C, lies in D,, 
it must pass between the point re?” at which |w(re'*)| = M(r) = o, 
and the origin. Since |w(z)| = g on C,, we have a contradiction. If 
on the other hand C, lies in D,, the new end point is z,(g) = e”, 
where y > arg 2,(g,). Since 2,(y,) lies on y,(g,), arg 2(%,) = %i 
and so the new end point does not lie on y;, if is chosen sufficiently 
near to g,. Hence both end points cannot be transferred to y, at the 
same moment, and so we have the required cross section on which 


o = log M (r). 





ees & 
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If K < log 0, we take the cross section | w(z)| = @ on the Riemann 
surface w = w(z). This cross section exists for the same reasons as 
that on s = logw(z). Moreover it consists of a single continuous curve. 
For there is no cut on the surface w = w(z). We push the end which 
lies on the curve corresponding to J’, back along the curve in the 
direction ¢ decreasing until we come to a point at which |w| = e*. 
Since | w(0)| = 0, there is at least one such point for every real K: 
and since the surface is simply-connected, we can deform the rest of 
the curve until part of it lies along |w| = e*, and part along the curves 
corresponding to J’, and I’,. Since one end lies on the curve corres- 
ponding to J’, and the other on the curve corresponding to J",, there 
is at least one piece on which |w| = e*, joining the two. The correspon- 
ding curve in the s plane has the required properties. 





Fig. 4. 


2.4. Let ®, denote the cross section, or set of cross sections, 
o = K for which the parameter ¢ of the point on J’, is least, and let 
O(K) be its total length. Since J’, and I, are regular, except at a 
finite number of points, it follows that O(c) has only a finite number 
of discontinuities. Let yy be the curve in the ¢ plane corresponding 
to Og. Let &,(c) be the smallest value of §(c) on #,, and &,(c) the 
greatest, so that 

w (a) = &,(e) — §, (0) 

denotes the variation of &(s) on #,. Then &,(¢) and &,(c) are increasing 
functions of o, and have only isolated discontinuities. We shall prove 
the following fundamental inequality by Ahlfors’ method '’). 

Lemma 4. Suppose that the hypotheses of Lemma 3 hold, and that 


Oo 


(2.41) saz? 


oO 
10) L. Ahlfors, Acta Soc. Sci. Fen., Nova Series A, 1. The calculations are 
practically the same as in Ahifors’ work, I include them merely for completeness. 
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where a, <0,< logge. Then 


bes} 


(2. 4 2) E, (a,) — &(o,) > 20 | 22 7 — 8a. 
4 
The curve y, lies in a rectangle with sides of length 2a and w(g). 
Since the curve meets all four sides, its length is not less than the 
diagonal. The length of y, can be expressed as an integral, and so we 
have 


(2a)? + w* (ec) <= (f | ¢’(s)|dry’. 
oo 
Hence, using Schwarz’s inequality, we have 
(2a)? + w*(o) se t [lo (s) Pdr = 9(0)§| f(s) Pdr. 
o 95 0 


Divide this inequality by O(c) and integrate between o, and o,, where a, 
and og, are such that O(c) is defined for o, = o<0,. The integration 
is possible because O(c) and w(c) have only isolated discontinuities, 
and @(c) has a positive lower bound in the interval considered. We have 
o “2 G2 
(2. 43) ay | oe + | Sors| ic@rdode. 
oo % % 3, 
The right hand integral expresses the area of a region which lies entirely 
between &,(c,) and &,(¢,), so its value is at most 


2a (&, (a,) — é, (o,)) = 2a (é, (o,) = é, (c,) + @ (a,) +@ (o,)). 
It follows from (2.43) that 


02 02g 
wida ) 


(2.44) & (6) —&(¢6)= 2a | 4 les | a —(¢,) — @ (04); 


o o 


We eliminate the unknown function w(c) as follows: Since 





62 
(2.45) (% > 2, 


we can define two numbers o, and o, by the equation 


of, 0 


da doa 
9, % 


and o, <0). From (2.44) it follows a fortiori that 


(2.47) &, (05) — &4(o,) > 20 | 93+ bio.) + k(o,) 


a 





~S 
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, 
1 "9 


h(o) = z3|\ "6" ¥) =- ee — w (0). 











o wt 
2 


The inequality (2.47) holds for o, < o;.< 0, < a, independently of (2. 4 6) 
which we use in what follows. 

The condition (2.46) implies that A(c) and k(c) cannot be less 
than — 2a in the whole of the intervals (c,, 0), (0, 0,) respectively. 


For if h(c) << — 2a 
o 


1 
ant eh SEs 





Putting 





we have a differential inequality for a, viz. 
(2a +a) <— 200 %, 
ai da 2adx = oS 
© <~ Gerap = “(ze42) 
If this holds in baa whole interval (c,,0,), we have 


% 


da 2a 
fiz <{e (set3) =! — SsTeep =" 


ba “ 
which contradicts (2.46). Hence there is at least one value 2, in the 
interval (¢,,0,) for which A (X,) => —2a. In the same way, it can be 
shown that k (2,) > 2a for some 2, in the interval (9, o,). 
Since 2, << o, <a, << 2,, we can substitute 2, for o, and 2, for 
o, in (2.47), and we have 


(2) — (2) 22a[ Ysa. 
Since o, — 2, and 6 >2Z,, §,(0,) S §,(2,) and &,(2,) < §&, (a). 
Hence 








108 M. L. Cartwright. 


But z, o 4, 4 
da da doa da 
fxe(y-. fysfe-. 
"1 o, *2 % 
and so 


£, (,) — &(0,) > 2a \% ~ 8a. 
2.5. We can now prove the following theorem: 
Theorem III. Suppose that w(z) is regular for |z| =< 1, w(0) = 0, 
and that w (z) takes no value more than p times in |z|< 1. Then 


(2.5 1) |w (z)| < A(p, 1) M (1) (1 — r)~ *?, 

where 0 <4, <r <1, and A(p,r,) depends only on p and r,. In par- 
ticular if w(z) = a,2”4-a,,,2+'+ ..., then 

(2.52) ° | w(z)| <= |a,|e8*? re (1 — r)- 2” 

for r< 1. 


Put a = z>—p in lemma 4, let 
o, = log M (r,), o, = log M (r). 
Since w (z) takes no value more than p times, 
(2.53) O(c) = 22ap 
for all ox logM(r). For if not, w(z) would take some values p + 1 
times. Suppose further that 
(2.5 4) log M (r) — log M (r,) > 4p; 
then (2.41) is obviously satisfied in virtue of (2.53). If (2.54) is not 
satisfied for some values of r, then (2.51) is satisfied for those values. 
We have chosen g = (r) in lemma 3 so that the cross section on 
which o = log M(r), actually passes through the point re’? at which 
|w(re*)| attains its maximum. Let ¢’ = & +17 be the point in the 
plane corresponding to z = re‘’“; then 
’=p log| iz 


z)? 





S plog a" 
Since ¢’ is on the relevant cross cut, é, (o,) < & by the definition of 
£,(0,). Hence 
§, (o,) = p log gy 
Similarly &,(c,) is the greatest value of £ on the cross section ¢ = a, 


= log M(r,), and so 
§,(o,) > — A(t, p). 














Inequalities in theory of functions. 109 


It follows from lemma 4 and (2.53) that 


(2.55) % < §,(0,) — &,(0,) +0, + 8ap. 
Hence 
(2.56) log M (r) < plog 7 + A (ro, p) + log M(r,), 


which is equivalent to (2.51). 
If w(z) = a, 2? + a,,,2%*'-+ ..., we consider w(z)/a,, and we have 
(2.57) M (r,) <re(1 +e) 


for every « > 0, provided that r, (depending on the function as well as e) 
is sufficiently small. We also have 


(2.58) £,(0,) > log {rz (1 — e)} 


for every « >, provided that r, is sufficiently small. Hence (2.55) 
gives 





log M (r) < plog -—., + 8ap + log ' 22) 
= 


1 - ¢/’ 
provided that (2,54) holds. Now, given r, we choose « as small as we 
please; we then choose r, so small that (2.54), (2.57) and (2.58) hold, 
and we have the required result (2.5 2). 
2.6. In order to complete theorem I we need the following result. 
Lemma 5. Suppose that w(z) is regular for |z| << 1, and does not take 
the values 0 or 1 more than p times. Suppose also that 


fe = max (|1, a,|, |a,|,..- ja,|) 1. 


= 


Then 
M (r,.) < A (p, >). 

This was proved by Bieberbach"). In the above form the result is 
easily obtained by considering the family of functions w (z) such that 
their first p +1 coefficients are the same as those of w(z). We suppose 
that no function of the family takes the values 0 or 1 more than p times 
Then the family is quasi-normal of order p"*) in |z| <1; and, since each 
function w(z) and its p first derivatives are less than 1 at z = 0, the family 
is normal and bounded in |z| <r, <1, which is the required result. 

Proof of theorem I. Since w(z) takes no value more than p 
times, w(z)/u satisfies the conditions of the lemma; and so 


|w(de!?)| < A(p, })u = A(p) p. 
Putting this result in (2.51) with r, = 4 we have the required result. 
ll) L. Bieberbach, Math. Annalen 8h (1922), S. 141—148. See also E. Landau, 


Math. Annalen 86 (1922), S. 158—160. 
12) See P. Montel, Legons sur les familles normales (Borel Series) (1917), S. 70 





110 M. L. Cartwright. 


Proof of Theorem II. 

3.1. We shall now prove 

Theorem IV. Swppose that we are given an integer p, a number 
k> 1, and an infinite sequence, w,, wy, ..., where |w,| > 0, and 
| Wn—1| <|w,| <k|w,-1|, and |w,| > @ as n> cw. Suppose that 
w(z) is regular, and takes no value more than p times in |z| <= 1. Suppose 
further that 
(3.11) lim 


a> o 


w 
n 


Wy —1 


== |. 











Then, given any ¢ > 0, we have 

| w (z)| << A (p,k, r,) M (r.)(1 — ry 2 ts, 
where 0 <1, <r <1, provided that r, [which depends on k, e, |w,|, and 
the rate of convergence of the limits, |w,| > o, and (3.11)] ts chosen 
sufficiently near 1. 

We need. some further lemmas, depending on quasi-normal families 
of functions. The use of normal families forces us to confine ourselves 
to the sector | arg (ef — z)| Sa < $a, |e’? —z| = 1—~7,, and so we 
have to modify the transformations used in lemmas 2 and 3, and choose 
g accordingly in order to get our cross sections. 

3.2. Lemma 6. Suppose that w(z) is regular, and does not take the 
values w,, w,,... more than p times in the region 
(3. 21) jarg (1 —z)| Sa < 3a, |l-—2z]/S1-—7,,<1. 

Let |B\| <a, } >, >, >...>0,...>0, 0, + 0 and suppose 
that do,, where d is independent of n, is less than the shortest distance from 
the point z, = 1 — 9, e% to any point at which w(z) = w,. Suppose that 











w (z,)— w, 
for some integer m = m(n), n = 1, 2,.... Then the functions 
w (1 — 9, (1 —2z))—w, 
F,, (2) = w,, — Wy 


form a normal family in the region 
jarg(1—z)|Sa, $(1—7,) S|1—z|/ Ss 4(1—*7,); 
and for every 6 > 0 we have 
(3. 23) | F,, (z)| < A (p, d, 6, K,) 
for 
(3.24) jarg(l—2)|<a—4, H(1—r,) S|1—-2|/S 20-1»). 
Further, if z and 2 are two points in the region 
(3,25) |arg (1 —2)| Sa—9, 40 — ron S|1— 21520 — row 








ee 
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and |w(z')| > K,|w,, — w,|, where K, > 0 and independent of n and m, 
then for every &, > 0 we have 

(3. 2 6) | arg w (z) — argw(2’)| << e,, 

provided that |z — z'| < &Q,, where e, depends on K,, «, and A (p, d, 5, K,) 
but not on n or m. 

Consider any family of functions w(z) satisfying the hypotheses of the 
lemma. The functions F,,(z) formed from these do not take the values 0 
or 1 more than p times, and so they form a quasi-normal family "’). 
Since z = 1 — e“? is not a limit point of zeros of the family, it is not 
an irregular point; and so, since | F, (1 — e*)| <= K,, it follows that the 
family is normal and bounded in (3.24), the bound 4A (p, d, 4, K,) de- 
pending on K,, p, d and 6 but not on the function w(z). From this it 
follows that the functions are equicontinuous") in (3.24). That is, given 
any «, > 0 we have 

|F,(2”) — Fa(?”")| <<}, 
provided that |2” —2’”| < &, = e, (e,, A(p,d, 6, K)), and 2”, 2” lie in 
(3.24) for all functions of the family. Hence we have 
(3. 27) |w(z) — w(z’)| << e, |w,, — w, |, 
provided that |z—z’|< ¢,9,, and z,2’ lie in (3.25). The last part of 
the lemma follows at once from this. For if |w(z’)| > K,|w,»—,|, 
arg w(z’) must be nearly equal to arg w(z), in order that (3.27) may 
hold. 

3.3. Let D(a, gm) denote the region 

| arg (e'” — z)| Sa < 3a, |e? —2z2|S 1-7,<1, 
and let D’ (a, my) be the region formed from it by making a cut Yo (a a) 
through the zeros of w(z) joining them to z = 1 — 1. 

Let y,(«), Yg(«), v3(«), ¥,(«) denote the lines |e'¥ —z| =—1~—r,, 
0s arg (#" — z) Sa; arg(e?—z) =a, OS ler—2z/5) —7,: 
jer? —z| = 1l—*”, —a S arg(e'? —2z) 5 0; arg(e’” — z) = — aa, 
0<s |¢e?=z| <1 —*7,, respectively. 

Let A’ (a, py) be the region corresponding to D’ (a, gy) on the Riemann 
surface s = logw(z), and let I, («), I’, (a), I’, (a), I’; («), I, (a) correspond 
to ¥o(a), 71 (%), Ys(a), (a), 7, (a) respectively. Let S,(a) denote the 
half strip defined by 


C=+in |nisa &>0. 
18) See P. Montel, Lecons sur les familles normales (Borel Series) (1927). 


8. 66-70. 
14) loc. cit. 8. 22. 
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Lemma 7. Suppose that w(z) is regular for |z| = 1, and that 
D(a, ) lies entirely in |z| <1. Then A’ (a, y) can be represented on S, (a), 
provided that an appropriate cut k, is made in S, (a), I, corresponding to 
k,, I',(a), P'y(a) 0 § = 0, |n| Sa, and I, (a), P(e) on = +a, F | O, 
respectively. 

We merely use the function 
(3.31) Z (2) = “log 5—" 


é?—z 
in place of (2.24), and the result follows as in Lemma 2. 

Lemma 8. Suppose that w(z) is regular for |z| <1; let 0 = M(r). 
Suppose further that r, and a are chosen so that D(a, p) lies entirely 
inside |z| <1, and 1—(l1—1,)cos a<r<l. Then we can choose 
y = @(r) so that there is at least one cross section, or set of cross sections, 
joining a point on I',(«) to a point on I’, (a) inside A’ (a, py) on which 
o = K, provided that 

log M (1 — (1 — r,) cosa) << K <= log M (r). 
In the latter case the whole set of cross sections corresponds to a single 
continuous curve in the € plane joining » = a to n = —a inside S, (a). 
Further the cross sections can be chosen so that € is monotonic, and g(r) 
is chosen so that the cross section on which o = logo, passes through the 
point ref? at which |w(re'*)| = M(r). 

It will be sufficient to choose g(r) so that a part of the boundary 
of the region D in lemma 1 joins y,(«) to y,(«) inside D(a, »), and 
passes through re‘’, This curve will give the cross section o = logo, 
and the rest can be obtained by deformation as in lemma 3. The argu- 
ment is similar to that of lemma 3. 

Let » = #(r), then the point re‘? lies inside D(a, p). Let C (0, «, ¢) 
denote the part of the boundary of D containing the point re‘? and lying 

entirely inside D(x,@). Since D(a, qm) does not 
contain the circle, |z| = r, C(o,«, p) is not a closed 
curve, and so it has two end points on the boundary 


of D(a, pg). Since r >1—(1—~r,) cosa, the 
«? curve cannot cut y, (), or y,(«). If one end 





point lies on y,(x), and the other on y,(«), we 
have the required result. If not, suppose that both 
Fig. 5 end points lie on y,(«), and consider the behaviour 


of the end points z,(g), z,(g) as g decreases. 

Since C (g) is a regular curve, we can show, as in Lemma 3, that the 
transfer of end points from y,(«) to y,(«) cannot occur more than a 
finite number of times as m decreases from #(r) to #(r)— 22. Let 











Lee eee 
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z,(p~) be the end point further from e/%, and suppose that for » = 9, 
both end points are on y,(«), where e'% may be included as part of , («), 
and that for every 9 < 9,, and sufficiently near to g,, z,(g) is on y, (a). 
Then there must be part of C(o), C,, say, joining z,(g,) to some point 
on y,(a) = y,(«, gy), and lying inside D(a, gy) for every » < , and near 
to it. Then C, must lie in, or on the boundary of D(a, gy). Now 
C(o, a, g), together with the part of y,(«, y,) joining z,(@,) to z,(g,), forms 
a closed curve C’ (9, a, g,) which does not meet y,(a, g,). Since C (0) 
has no double points, and C, lies in, or on the boundary of D(a, 9,), 
C, lies outside C’(0,a, y,). But then it must pass between C (0, «, @) 
and the origin, and, since | w(re‘9™)| = M(r) = 0, and | w(z)| = @ on C, 
we have a contradiction. Hence z,(q) cannot be transferred, and so both 
end points are not transferred from y,(«) to y,(«) at the same moment, 
and we can obtain a curve of the required type. 

Lemma 9. Suppose that the hypotheses of lemma 8 hold, and that 
O (a), &, (), &, (0) are defined for A’ (x, p) as they were for A’ (gp). Suppose 
also that 

ms 


d 
(3. 3 2) | so =? 


% 
where log M (1 — (1 —1,) cosa) << 6, <0, S logM(r). Then 
Og é 
E, (oy) — &(0,) > 20 | Ze, — 8a. 

The proof is the same as for lemma 4. 

We also require **) 

Lemma 10. Suppose that ®(z) is regular for |z| =< R, O(0) = 0, 
and that |\®(z)| = K for |z} = R. Then there is a number H such that 

9 
| fd {arg@(re'*)}| < HK 
Fo 
for |\O —8,| S 2a,rseR. 

3.4. Proof of theorem IV. Let 0< a < 42, and choose r, so 
that D(a, y) lies inside |z| <1. Let 6 >0, and choose » = o(r) 
so that A’(a — 26,q) has cross sections of the required type for 
log M (1 — (1 — 7,) cosa) S o & log M (r). Put a = xa(p+ 1), 
o, = log M(1 — (1 — 7,) cosa), o, = log M(r), and «— 26 in place of « 
in lemma 9. We have, as in theorem III 


18) See M. L. Cartwright, Quarterly Journal (Oxford Series) 1 (1930), S. 44. 
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+1 1— 
(3.41) & (0) < *P 5 log 5—", 
(3. 42) &,(¢,) > 90, 
% 
d 
(3. 43) §, (o,) — &(0,) > 22(p+1) | gg —8a(P +), 
provided that (3.32) is satisfied"*). We observe that 
(3. 44) @ (log| |) S 2x (p + 1) 
for m = 1,2,.... For if not, w(z) would take every value for which 
|w(z)| = |w,,| at least p+ 1 times. We also observe that arg w(z) is 


one-valued in D’(«a—26,q@), and, as z traverses the cut y,, arg w(z) 
increases on one side of the cut by exactly the same amount as it de- 
creases on the other. Hence @(c) cannot increase between o = log|vw,,| 
and o = log|w,,,,| except by means of increments along I’, (« — 25), 
and J",(a—26). We shall use lemma 7 to show that arg w(z) cannot 
vary very rapidly on J°,(a — 246) or J’,(a — 246) unless the cross sections 
are very far apart. If arg w(z) varies slowly, O(c) is less than 
22(p+1)-+« for all the cross sections considered, and we shall complete 
the proof as in §2.5; while if the cross sections by which O(c) is defined 
are far apart, it will be shown that the function w(z) is very small 
indeed. 

We may suppose in what follows that g(r) = 0. For if not, we 
can consider the function W(z) = w(ze-‘”™) which has the same pro- 
perties. Put 6 = +(a—26) in lemma 7, and let 4pd< sind. 
Suppose that o = K, where log |w,,| << K < log|w,»,+,| is a cross section 
tor which O(c) is defined, and deform it into the two nearest cross 
sections for which o = log|w,,| and o = log|w,,,,| respectively. We 
call the cross sections which are obtained in this way for m = 1,2,..., 
key lines. They need not be the cross sections by which @ (log|w,,|) is 
defined, but the argument used for (3.44) shows that the length of any 
key line is less than 2(p + 1). We choose the numbers 9,, 04, . .., Qn, --- > 0 
as follows: Suppose that 2, q = 1,2,....Q< p, are the points in 
|z| <1 at which w (2) = w,, and draw the circles |z — 2@| <= 2d|1—2|, 
q = 1,2,...,Q. Excluding the points in these circles from consideration, 
the points where the lines in the z plane corresponding to the key lines, 
cut arg z = B form a sequence z, = 1 — 9,e'?, where 9, > @,>... 
If 0, > }e,-1 for n = 1,2,..., and } < 9, <}, we have the sequence 
which we want. If not, we insert extra points z, = 1— 9, e!?, 
0; > oy >..., also lying outside the excluded circles, and form a new 


16) The r. in the statement of the theorem is equal to 1 —(1— ry) cos. 
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sequence, z, = 1—9,¢'*, 9, > 0, >... by combining these points with 
the first sequence. Since pd < }, we can choose 9, so that 9, > $0,-,, 
+<o,<.}. Then the regions (3.25) will cover the whole sector 
|arg(1 —z)| — « —26, |1—z| <= }(1—,,), and the distance of the 
point z, from the nearest zero of w(z) — w, is greater than d 0,. 

Suppose that |w,,—,| <|w(z,)| = |w,,|, where m = m(n). Then 
since |w,,| > oo, we can choose m, so that |w,_,| > 2|w,| for m>m,; 
and, since |w,,| << k|w,—,|, we have |w(z)|< k|w,_,|. Hence 

















| w (z,) — w, k\w,,_,| +], | (k+1)|w,,_,| 
(3.45) | w,, — W; |w,,|—|*,| a@-Pieww,| ~** 
Also 

w (z,) — |w,,~,1— || $ | Wm —1 | 1 
Co? am [w,1+1%,1 > &+)lw,_,1 > Fe 








It follows from (3.45) and (3.23) that 
(3. 47) |w(z) — w,| << A(p,d,6,k)|w,, — w,| = A (p,d, 6, k)|w,,| 


in the region (3.25); and it follows from (3.46)-and (3.26) that, given 
any ¢, > 0 we have 


(3. 48) |arg w(z) — argw(z,)| < «,, 

provided that m > m,, and that z,z, lie in (3.25), and |z—z,| < e,0,, 
where «, depends on k,e, and A(p,d,6,k). If z, corresponds to the 
end point of a key line, the length of the key line is not greater than 
22x(p+ 1); and so we have 

(3. 48 1) O(c) << 2a(p+1)+2e, 

for the cross sections whose end points correspond to points in |z — z,| 
<. &5 On: 

Suppose that given any «< $2, ¢, > 0,4 >0, 6>0, we can 
choose d and o, so that (3.481) holds foro, < o < a,, except perhaps 
for a set of measure less than 7» (a, — ¢,), provided that o, > o,,0, —o, >9,. 
Then by (3.43) we have 
provided that o, —o, is sufficiently large for (3.32) to hold, i. e. 

(1 — n) (¢, — 9) 
2n(p+1)+2e 


n(p +1)+ ¢ 
i—¥9 








> 2. 


Hence, choosing o, > 4 , we have 





41 om 
o, = log M(r) <= ae i log 5 —s + log M (1 — (1 —1,)cosa) + A(p), 


provided that o,—o, >o,,-and ¢,>o,. Since « may be chosen as 
near to $2 as we please, provided that o, is sufficiently large, this 
8* 
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gives the required result. For if o, = log M(1 — (1 —r,) cosa) is bounded 
as « > $2, the result is obviously true; and, if o, —, is bounded when « 
is fixed and r + 1, o, = logM(r) is bounded as r — 1. 

Suppose now that (3.481) does not hold for certain cross sections; 
then the points in the z plane corresponding to the end points of these 
cross sections lie outside one of the circles |z —z,| < €,0,, where z, 
corresponds to the end point of one of the key lines corresponding to 
the cross section considered. 

Consider first cross sections whose end points correspond to points 
in the z plane outside the excluded circles |z— 2 | < 2d|1— 2|, 
q = 1,2,...,Q. Suppose that there is a number 7 > 0 such that the 
measure of the set of cross sections for which (3.481) does not hold, 
and for whose end points § < &,(0,), is greater than 7 (oc, —,) for some 
large values of o,. Given any «,>0 we can choose m, = m,(e,) 
so that 

log |w,| — log|w,—1| < & 
for m > m,; and so any single interval of o for which 
O(c) > 2a(p+1)+2¢,, ¢ > a, > log|w,,|, 


must be less than ¢, in length, provided that the end points correspond 
to points outside the excluded circles. Hence there are at least 


zo (o, — o,) such intervals on either J',(a —26), or I',(a —26). Let 
3 


Zn,» Zn, be points in the z plane on each side of one of these intervals. 
Then |2,, — 2»,| = &|l1—2,|; and so, if &,+%ia(p+1), and 
§,, +%2(p+ 1) are the corresponding points in the ¢ plane, we have 
§,, — Eng > 44, by (3.31). Summing over these intervals, we have 


D (bn — bua) > 7475 (4-4) = on (o, — 4,). 


Since § > 0, the sum on the left is certainly less than é,(¢,); and so 


a, = logM (r) < <6, (o,) + log M (1 — (1 —7,) cos a). 


Given any ¢, > 0, we can choose ¢, so small that 


log M (r) < e,log + — + log M(1 — (1 — r,) cosa), 


provided that o, — o, > «,, and o, >o,, where o, now depends on «¢,, 
on the rate of convergence of (3.11), and on r, and k. 

Suppose next that the measure of the set of cross sections for which 
(3.481) fails, and for whose end points é,(o,) < § < &,(o,), is greater 
than »(¢, —,), where o, —o, is large; and suppose that the end points 
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correspond to points outside the circles |z — 2@| <= 2d|1—2@|. Then 
among these cross sections there are ones of measure greater than } n (a,—<,) 
for which o < o, — $n(o,—,); and, as above, we see that these are 


divided into not less than zo (o, — ¢,) intervals by the key lines, which 
3 


give rise to the points z,, and by the points corresponding to the ex- 
cluded circles. Since o, —, is large, the number of intervals is greater 
than the number of excluded circles, and so we have at least one point 
z, corresponding to &,+ina(p+1), where §&,(0,) << &,< &(0,). For 
the corresponding key line log|w,,| < o, — 4(o,—,), and so it follows 
from (3.47) that 


| w (z) | < A(p,d, 6, k)|w,,| = A(p,d, 5, k) M (rye 28> 
for |1 —z| = on. That is 
(3.49) a <0,+A(p,d,6,k) — $y (0, — a,) 


at every point on € = &,. But the line corresponding to the cross 
section o = a, is a continuous curve in the ¢ plane touching both 
& = &,(0,) and & = &,(c,). Hence it crosses § = &, and there is at 
least one point on § = §, at which o = o,. But (3.49) gives a con- 
tradiction when o, —o, is sufficiently large; and so the measure of 
these cross sections is less than 4(o, —o,) for a, — a, > a4. 

We have now proved the theorem for the case in which w (z) does not 
take the value w,. Suppose finally that there is a set of cross sections 
of measure greater than 7 (¢, — o,) whose end points correspond to points 
in the excluded circles. Since there are at most p zeros, there are ex- 


cepted intervals of length > (% —o,) such that the points in the z plane 


corresponding to the end points lie within a distance 2d|1 — z@| of one 
particular zero, 2; and so they lie within a single interval 7 of length 
2d|1—2@| on either arg (1 —-z) = a«—26 or arg (l—z) = —a +206. 
Suppose that J lies on arg (1 — z) = «— 26, and add to J intervals of 
length 2d|1— | on each side, and call the new interval J’. Its length 
is 6d|1—2|. Since 9, >40,—, for all nm, we can select o, so that 
the region (3.25) contains J’; if there are two possible values of 0,, we 
select the one for which |w,,| is least. Then |w(z)| > |w,,—,| on that 
part of arg(l1 — z) = a— 26 which lies in (3.25) but not inJ. Let 2’ 
be the end point of J nearest the point 


z=1+(1— ry) on, ete —29), 
and let 


- _ wz) 
(2) = en’ 
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Then |®(z’)| = 1, and by (3.47) we have 
| w,, | 


[P(2)| < A(p.d, 8, AL = (pd, 6,8) = A (Pd 6B) 


in (3.25). The circle |z —2'| = 2d|1—2@| <= 4d|1 — 2’| lies in (3. 25), 
since 4d < sind< 1. Applying lemma 10 to @®(z) in this circle we 
have 


(3.491) | { darg w (2)| = [J dare (| < A(p,d, 4, k), 
é 





where the integral is taken round any are of |z—2z’| = d|1—2|. 
Let C be the arc cut off by arg (1—z) = «— 26, and deform it into 
the chord, arg (l1—z) = a—246. Since there are only p zeros all tog- 
ether, this leaves (3.491) unchanged; and this chord covers J. Since 
the measure of the cross sections corresponding to points in J is greater 
than 3% —o,) there is at least one key line in 7; so, using (3.44), 
we have 
O(c) < A(p,d, 5, k) 

for all these cross sections. Let o = a, and o = a, be the smallest 


and greatest respectively. Then o, —o, > 3 (c, —o,), and, using lemma 9 
with a = a(p+ 1), we have 
8 (0) — &5(0,) > 2a(p +1) | Ze —8a(p +1) 
> A (p, d, 5, k) (o, all O;) = 82(p + 1) 
> A (p,d, 6, k) n (a, — 9,). 
Since the distance between the corresponding points in the z plane is 
less than do,, &,(o,) — &,(0,) is certainly less than Ad. 
Hence 

Ad>A (p, d, 6, k) n (a, — 9,), 
which gives a contradiction if o,—o, is large, and so the theorem is 
proved. 


3.5. The proof of theorem II may be completed by applying 
lemma 5 to 





1 fete)— 1) 
4ku \w,,, — : 


where m, is chosen so that |w,,,| > 2|w,|. Then 
| (7, €*) = w,| < pA(p, k,1)| Wm, — | << A (p,k, r4)|w, |, 
and, putting this in theorem IV, we have the required result. 


(Eingegangen am 1. 8. 1934.) 














Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Verinderlichen. 


Die Randpunkte der Regularitatsbereiche. 
Von 


Friedrich Korte") in Minster (Westfalen). 


Unter den Bereichen iiber dem (projektiv abgeschlossenen) Raum 
der n komplexen Veriinderlichen z,, z,, ..., Z, sind diejenigen ausgezeichnet, 
die genaue ,,Existenzbereiche“ einer analytischen Funktion /(z,, z,, ..., Zn) 
sind. Diese Bereiche heiBen Regularitétsbereiche, und jedem anderen 
Bereich $ ist eindeutig ein ihn umfassender Regularititsbereich — der 
kleinste seiner Art — als seine Regularititshiille §(®) zugeordnet. In 
mehreren Arbeiten der letzten Jahre ist diese Zuordnung untersucht und 
der Zusammenhang der Theorie der Regularitiatsbereiche und Hiillen mit 
den verschiedensten Fragen der Funktionentheorie aufgezeigt*). 

Nun kann, im Gegensatz zur Eindeutigkeit der Hiille eines vor- 
gelegten Bereiches, ein Regularititsbereich Hiille verschiedener Bereiche 
sein. So ist im R, der Dizylinder D: |z| <1, |w| < 1 Hiille jedes inneren 
Bereiches 8, der 1. den Nullpunkt als inneren Punkt und 2. die Punkte 
der Kante |z| = 1,|w|= 1 des Dizylinders simtlich als Randpunkte 
enthalt; die iibrigen Randpunkte von D braucht 8 nicht aufzuweisen. 
Die Randpunkte des Dizylinders zerfallen so in zwei Klassen: 1. Die 
Stiitzpunkte, das sind jene Randpunkte, die auch als Randpunkte aller 
Bereiche 8 auftreten, fiir die D = §(%), und 2. die Flachpunkte, die 
nicht bei allen diesen Bereichen 8 auftreten. (Naheres iiber diese Begriffe 
siehe im ersten Abschnitt dieser Arbeit.) 

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich nun mit der Untersuchung 
dieser Stiitz- und Flachpunkte jeweils vorgegebener Regularitatsbereiche. 

Im ersten Abschnitt wird nach den einfiihrenden Definitionen und 
den sich unmittelbar ergebenden Kriterien fiir die Stiitz- und Flachpunkte 
die Frage der Existenz dieser beiden Klassen von Randpunkten erdrtert. 


1) Seminar Prof. Behnke. — Diese Arbeit hat als Inauguraldissertation der 
phil. und nat. Fakultat d. Univ. Minster vorgelegen. 

2) Die folgenden Literaturangaben beziehen sich fast ausschlieBlich auf den 
soeben erschienenen Bericht: H. Behnke und P. Thullen, Theorie der Funktionen 
mehrerer komplexer Veranderlichen (1934), abgekiirzt: B.-Th., Bericht. (Dort siehe 
auch Angabe der Originalliteratur.) 
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Das Beispiel der Hyperkugel zeigt schon, da8 ein Regularitiatsbereich 
keine Flachpunkte aufzuweisen braucht. Dagegen sind nur wenige Regu- 
laritaétsbereiche bekannt, die keine Stiitzpunkte aufweisen, namlich der 
Raum der z,, 2,,..., 2, nach Herausnahme eines algebraischen Gebildes. 
Ein beschrankter, schlichter Regularitatsbereich hat stets Stiitzpunkte. 

Der zweite Abschnitt beginnt mit dem naheliegenden Satz: Wenn 
in jeder noch so kleinen Umgebung eines Randpunktes P eine im 
Bereiche $ regulire Funktion Werte annimmt, die sie sonst in $8 nicht 
besitzt, so ist P Stiitzpunkt von 8. Die weit schwerer zu beweisende 
Umkehrung wird fiir stetig-sternartige Bereiche gezeigt: ,,P sei Stiitz- 
punkt eines stetig-sternartigen Regularitdtsbereiches 8. Dann gibt es zu 
jeder Umgebung U von P eine in B regulire und beschrinkte Funktion, 
die in gemeinsamen Punkten von U und B Werte annimmt, die sie in den 
iibrigen Punkten von ® nicht aufweist.“ Unter Benutzung bekannter 
Siitze folgt daraus, daB es zu jeder noch so kleinen Umgebung U eines 
Stiitzpunktes (bei einem stetig-sternartigen Bereich) Polynomhyperflachen 
| p (21, Za «++» 2n)| = 1 gibt, die nur innerhalb U in B eindringen. Jetzt 
ergibt sich u. a. unmittelbar ein Zusammenhang mit den Untersuchungen 
von E. E. Levi iiber Hyperflichen als natiirliche Grenzen. Aus dem so- 
eben angegebenen Satz folgt sofort: Der Rand eines stetig-sternartigen 
Regularititsbereiches 8 im Raume zweier komplexer Verinderlichen be- 
stehe in einer Umgebung eines Randpunktes P aus lauter Stiitzpunkten 
und sei dort zweimal stetig differentiierbar. Dann ist dort L(g) +0. 
Das heiBt wiederum, daB der Rand von 8 dort nicht von einem ana- 
lytischen Hyperflichenstiick gebildet wird. 

Im dritten Abschnitt wird die letzte Aussage fiir beliebige Regularitats- 
bereiche bewiesen: ,,I[In einer Umgebung des Randpunktes P eines Re- 
gularitétsbereiches 8 bestehe der Rand aus einem analytischen Hyper- 
flachenstiick f, das in jedem Punkte eine stetige Hypertangente (mit ana- 
lytischer Haupttangente) aufweist. Dann sind die Punkte von f alle 
Flachpunkte.* 

Im besonderen Falle der eigentlichen Kreiskérper und Hartogsschen 
Bereiche, deren Rand zweimal stetig differentiierbar ist, gelingt es uns 
nun im vierten Abschnitt, aus der Kenntnis des Levischen Differential- 
ausdrucks zu entscheiden, ob der betreffende Randpunkt des Regularitats- 
bereiches 8 Flachpunkt oder Stiitzpunkt ist. Ist in der Umgebung eines 
Randpunktes P der Ausdruck L(g) +0, so ist P immer ein Stiitzpunkt. 
Also nur die Punkte auf denjenigen Randmannigfaltigkeiten, die analytische 
Hyperflachenstiicke bilden, sind Flachpunkte. Zum Beweis benétigen wir 
die Ergebnisse der neueren Untersuchungen iiber die polynom- und regular- 
konvexen Bereiche. 














Seer EPS. 
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Im letzten Abschnitt werden dann zu einem vorgegebenen eigent- 
lichen Kreiskérper und Regularitatsbereich mit zweimal stetig differentiier- 
barem Rande simtliche eigentlichen Kreiskérper angegeben, die ihn zur 
Hiille haben. 

Die hier vorgenommene Einteilung der Randpunkte von Regularitits- 
bereichen legt es nahe, die Theorie der Stiitz- und Flachpunkte als eine 
Theorie der Kérper aufzufassen, die konvex in Bezug auf analytische 
Hyperflachen sind. Die einzelnen Sitze zeigen jedoch, da8 in mancher 
Hinsicht keine Analogie zur Theorie der im elementaren Sinne konvexen 
Bereiche besteht?*). 


Inhaltsibersicht. sii 

§1. Definition, Existenz und allgemeine Eigenschaften der Stiitz- 
punkte sowie der Flachpunkte ...........-+..-4, 121 

§ 2. Das Verhalten der Funktionen und analytischen Flichen in 
der Umgebung von Stiitzpunkten............... 124 
§3. Analytische Randmannigfaltigkeiten.............. 128 
§4. Die Randpunkte der Kreiskérper und Hartogsschen Kérper. 130 
§5. Kreiskérper als echte Regularitatshiilllen ........... 135 


Anmerkungen. Bei den verwandten, hier nicht definierten Begriffen wie Be- 
reich, Teilbereich usw. und hier unbewiesenen Satzen stiitzen wir uns auf den schon 
erwahnten Bericht: ,,B.-Th., Bericht.‘ 

Die Uberlegungen im ersten und dritten Abschnitt sowie im zweiten Abschnitt 
mit Ausnahme der SchluBbemerkung iiber L(g) werden im Raume von n2=2 
komplexen Veranderlichen ausgefiihrt. In den iibrigen Teilen der Arbeit tritt der 
Levische Differentialausdruck und der Begriff des Kreiskérpers auf. Deshalb be- 
schranken wir uns dort auf zwei komplexe Veranderliche. (Der Kenner sieht 
sofort, daB hier eine Ausdehnung auf n komplexe Veranderliche nur durch die 
Schwerfalligkeit der Darstellung behindert wird.) 


§ 1. 
Definition, Existenz und allgemeine Eigenschaften der Stiitzpunkte 
sowie der Flachpunkte. 

Definition. Ist G ein Teilbereich des Regularititsbereiches B und B 
die Regularitatshiille von ©, so heiBt G ein Stiitzbercich von B. Ferner 
heiBt ein Randpunkt P eines Regularititsbereiches 8 ein Stiitzpunkt 
von 8, wenn P Randpunkt aller Stiitzbereiche von B ist. Gibt es da- 


2a) Uber die Randpunkte von Bereichen im R, siehe auch Stefan Bergmann, 
Uber die Kernfunktion eines Bereiches und ibr Verhalten am Rande, Crelles Journal 
f. d. r. u. a. Math. 169 (1933) u. 172 (1934). 
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gegen einen Stiitzbereich von 8, der P nicht zum Randpunkte hat, so 
heiBt P ein Flachpunkt von 8. 

Existenz. Die 2n-dimensionale Hyperkugel hat als Randpunkte 
nur Stiitzpunkte, weil jeder ihrer Stiitzbereiche ihre simtlichen Randpunkte 
besitzt. Der Dizylinder D: |w| <1, |z| <1 hat als Stiitzbereich etwa 
den Bereich |z| <1, |w|— 5! <4 sowie |w| <1, |2|—'$'<}4. Die 
Randpunkte |w| = 1, |z| <1 und |z| = 1, |w| <1 von D sind also 
Flachpunkte. 


Satz 1. Hin Randpunkt P eines Regularitdtsbereiches ® ist dann 
und nur dann ein Stiitzpunkt von 8, wenn fiir jedes « > 0 der Bereich: 
8B vermindert um die e-Hyperkugel um P* eine Hiille hat, die von B 
verschieden ist. 

In der Tat, die Bedingung ist notwendig! Denn wire sie nicht er- 
fillt, so gabe es ein «, > 9, so daB der Bereich: ,,8 vermindert um die 
€,-Hyperkugel um P* noch den Bereich 8 als Hiille hat. P wire also 
entgegen der Annahme kein Stiitzpunkt. 

Die Bedingung ist auch hinreichend. %* sei ein Teilbereich von 8, 
der P nicht zum Randpunkt hat. Der Abstand des Bereiches 8* von 
P sei gréBer als d >0. Der Bereich: ,,8 vermindert um die d-Hyper- 
kugel um P“ umfaSt dann 8* und hat seinerseits eine Hiille, die kleiner 
als B ist. Folglich gilt gleiches fiir 8*. Ein Teilbereich B® von B 
kann also nur dann $ zur Hiille haben, wenn 8 auch P zum Rand- 
punkt hat, w. z. b. w. 

Abkirzung. Fir die 2n-dimensionale Hyperkugel mit dem Radius r um P 


gebrauchen wir fernerhin die Bezeichnung: 8 (P, r), fiir den Bereich: ,,8 vermindert 
um die e-Hyperkugel um P“ die Bezeichnung: 8 — & (P, e). 


Wir fiigen als Erganzung von Satz 1 hinzu: 

Ein Randpunkt P eines Regularititsbereiches B gehért dann und nur 
dann zu den Flachpunkten, wenn es ein &, > 0 gibt, derart, daB der Be- 
reich B® — K(P,«e,) ebenfalls Stiitzbereich von B ist. Gleiches gilt also 
dann erst recht fiir die Bereiche 8 — R (P, 2), e << &. 


Anmerkung. Aus der Eigenschaft der Flachpunkte kann nicht ge- 
schlossen werden, daB, wenn $* ein Teilbereich des Regularitatsbereiches B 
ist und gleichfalls alle seine Stiitzpunkte als Randpunkte aufweist, 8 die 
Hiille von 8* sein miiBte. So besitzt der Zylinderbereich |w — 4| > 4, 
|w| <1, |z| <1 alle Randpunkte des Kinheitsdizylinders |w| < 1, |z| <1; 
er ist auch Teilbereich des letzteren und doch auch selbst Regularitats- 
bereich. Uber die Beziehung zwischen den Stiitz- und Flachpunkten 
zweier ineinanderliegender Bereiche sagt nun der folgende Satz aus. 





IES 
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Satz 2. Der Regularitdtsbereich B, sei Teilbereich des Regularitits- 
bereickes ®,; P und die in einer Umgebung von ihm liegenden Randpunkte 
seien alle gemeinsame Randpunkle von 8, und B,. Ist dann P Stiitzpunkt 
von B,, so ist P auch Stiitzpunkt von B,. 

Die Regularitatshiille N des Bereiches 8, — R(P,«) ist nach Satz 1 
kleiner als 8, und ist ihrerseits sicher von %, verschieden. MN uad 8, 
besitzen einen Durchschnitt, der erstens Regularititsbereich ist und 
zweitens gewisse in der Nachbarschaft von P liegende Randpunkte 
von %, nicht hat, dagegen drittens alle Randpunkte von %, aufweist, die 
nicht innerhalb von &(P, ) liegen. 

Aus Satz 2 folgt unmittelbar: Ist unter den Voraussetzwngen von 
Satz 2 P ein Flachpunkt von %,, so ist P auch Flachpunkt von %,. Als 
Erginzung zu Satz 2 fiigen wir noch hinzu: 

Satz 2a. %, sei Teilbereich von B,, P gemeinsamer Randpunkt und 
ein solcher Stiitzpunkt von B,, daB zu jedem «> 0 ein Regularititsbereich 
N, mit B, — K(P, 2) <R, << B, ewistiert, der P nicht zum Randpunkt 
hat. Dann ist P auch Stiitzpunkt von B,*). 

Hiervon gilt sicher nicht die Umkehrung: ,,Aus P Stiitzpunkt von 8%, folgt 
P Stiitzpunkt von %,“. Beispiel: 8, sei der Einheitsdizylinder D: |w| < 1, 
|z| <1. Der Punkt (1,1) ist Stiitzpunkt (denn die Hyperebene u +z — 2—e 
trennt nur die Punkte in der Nahe von (1,1) von D ab, und der Restkérper ist 
Regularitaétsbereich). 6, sei der Zylinderbereich: w Vereinigung von |w|< 1 und 
jw—1|<4, |z|<1. Auch hier ist (1,1) Randpunkt, aber nicht Stiitzpunkt. 

Aber auch von Satz 2 kann die Umkehrung nicht gelten. Beispiel: 8, sei 
der Bereich |w|<|z|, |z|< 1. Der Punkt (0,0) ist Stiitzpunkt (denn die Be- 
reiche 0< e<|w|<|z|, |z| <1 sind Regularitatsbereiche). %, sei der Einheits- 
dizylinder |w|< 1, 0<|z|<1 obne die Ebene z= 0. Hier ist der Punkt (0, 0) 
Flachpunkt. 

Satz 3. Jeder beschrinkte, schlichte Kegularititsbereich B hat unter 
seinen Randpunkten mindestens einen Stiitzpunkt. 

Satz 3 ergibt sich unmittelbar aus Satz 2a, wenn man als Bereich 8, 
den Bereich 8, als 8, die kleinste 8 umfassende Hyperkugel wahlt. 

Nun ist uns der Satz bekannt: Wird durch eine in © regulire Trans- 
formation T der Bereich © in ©* iibergefiihrt, so fiihrt T auch §(G) 
in §(G*) iiber*). Daraus folgt, da’, wenn auf einen Regularititsbereich 6 
eine Transformation ausgeiibt wird, die im Innern von 6 und auf dem 
Rande noch regular ist, die Eigenschaft eines Randpunktes von %, Stiitz- 
punkt oder Flachpunkt zu sein, erhalten bleibt. So kénnen wir Satz 3 
jetzt auch so aussprechen: 


5) B, < B, bedeutet: ,,B, ist Teilbereich von B,“, B, << B, bedeutet: ,,B, 
ist ein Teilbereich von $,, dessen Randpunkte alle innere Punkte von %, sind“. 
4) Vgl. B.-Th., Bericht, Kap. VI, § 2. 
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Jeder schlichte Regularititsbereich, bei dem mindestens eine analytische 
Ebene ganz drauBen liegt, weist einen Stiitzpunkt auf. 

DaB die Eigenschaft, Stiitzpunkt oder Flachpunkt eines Regularitits- 
bereiches B zu sein, nicht gegeniiber allen in 8 reguliren Transforma- 
tionen invariant ist, zeigt folgendes Beispiel: Der Regularititsbereich 


BS: |jwi<l, |zi<l, w+0 
wird durch die Transformation 

T: w=w, 2=2w 
in den Regularitatsbereich 


Bt: |zel|<|w|, |wi/<l 


iibergefiihrt. Der Randpunkt w = 0, z = } von % z. B. wird dabei in 
(0,0) von 8* geworfen. Der erste Punkt ist Flachpunkt von 8%, der 
zweite Stiitzpunkt von B*. Der endliche Raum ist ein Regularitatsbereich, 
der als Randpunkte nur Flachpunkte hat. Wir beweisen jetzt: 

Satz 4. Héufungsstellen von Stiitzpunkten eines Regularititsbereiches B 
sind wieder Stiitzpunkte. 

Ist der Randpunkt P von % kein Stiitzpunkt, so gibt es einen 
Stiitzbereich B® von B, der P nicht als Randpunkt hat. Da aber alle 
Stiitzpunkte von 8 auch Randpunkte von 8 sind, kénnen diese Stiitz- 
punkte sich nicht in P haufen. Nunmehr folgt auch zugleich: 

Bei einem Regularitdtsbereich mit zusammenhingendem Rande, der 
Stiitzpunkte wie auch Flachpunkte aufweist, bilden die Stiitzpunkte eine ab- 
geschlossene, die Flachpunkte eine offene Menge in der Randmannigfaltigkeit. 


§ 2. 
Das Verhalten der Funktionen und analytischen Flachen 
in der Umgebung von Stiitzpunkten. 

Eine in einem Regularitétsbereiche 8 analytische Funktion kann 
bekanntlich in 8 keine anderen Werte annehmen, als sie in jedem seiner 
Stiitzbereiche annimmt. Daraus folgt: 

Satz 5. Hat ein Randpunkt P eines Regularitdtsbereiches ® die 
Eigenschaft, daB es zu jedem ¢ > eine in B requlire Funktion gibt, die 
in KR(P,&) im Innern von B Werte annimmt, die sie sonst in B noch 
nicht besitzt, so ist P Stiitzpunkt von B. 

Wichtig ist jetzt die Frage, ob umgekehrt in der Umgebung eines 
Stiitzpunktes von geeigneten Funktionen immer Werte angenommen 
werden, die sie sonst im Bereiche nicht annehmen. Fiir eine gewisse 
Klasse von Bereichen la8t sich das beweisen. 
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Ein Bereich 8 heiBt sternartig, wenn es einen inneren Punkt O von 
BS — den Bezugspunkt von 8 — gibt, so daB jede Halbgerade 
durch O den Rand des Bereiches genau einma] schneidet. Der stern- 
artige Bereich 8 heiBt stetig-sternartig, wenn die Entfernungen der Rand- 
punkte von 0 mit stetig sich aindernden Halbgeraden sich nur stetig 
andern. 


Satz 6. P sei Stiitzpunkt eines stetig-sternartigen Regularitits- 
bereiches B. Dann gibt es zu jeder Umgebung U von P eine in B regu- 
lire und beschriinkte Funktion, die in gemeinsamen Punkten von U und B 
Werte annimmt, die sie in den iibrigen Punkten von B nicht aufweist, 

Dies ist gezeigt, wenn wir unter den Voraussetzungen von Satz 6 
bewiesen haben: Es gibt zu jedem ¢ > 0 eine in $ regulire und be- 
schrinkte Funktion /,, so daB |/,| < « fiir alle auBerhalb R(P, e) liegen- 
den Punkte von %, daB aber andererseits fiir eine Punktefolge P; aus 8 


lim f,(P;) = 1. 

Zum Beweise sei der Bezugspunkt O der Koordinatenursprung. 
Wegen der Stetigkeit des Randes von % in bezug auf O gibt es zu jedem 
e > 0 ein n(e) > 0, 80 daB die von O ausgehenden und R(P, n) schnei- 
denden Halbgeraden den Rand von % innerhalb (P, ¢) treffen, Nun 
gibt es aber zu jedem 7 > 0, also insbesondere zu 7(e), nach Satz 1 
einen inneren Bereich © von %, der Regularititsbereich ist und dessen 
Punkte, soweit sie auBerhalb R(P, 7) liegen, mit den Punkten von 
8 — K(P,n) zusammenfallen. Durch eine Transformation 

24> z,(1+ 0), 

2% = 2 (1+ Q), 

2, = Zn (1 + Qo) 
mit geeignet gewihltem 9, >0 geht G in einen Bereich G* iiber mit 
foigender Eigenschaft: 

1. B ist echter Teilbereich von G*. 

2. Die Randpunkte von B, die auBerhalb R(P, «) liegen, sind innere 

Punkte von 6*. 
3. Es gibt mindestens einen Randpunkt von $ innerhalb &(P, e), 
der zugleich Randpunkt von 6* ist. 
©* ist Regularitatsbereich; also ist er regulir-konvex. Zum Bereiche © 
gibt es folglich einen Bereich 6,, © << G6, << G*, so daB zu jedem 
Punkte Q in G* auBerhalb G, eine in G* regulire Funktion /, existiert, 
so daB 


(1) |fo(Q)| > Max | /, (G,) | > Max|/,(B — K(P, e))|. 
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Als einen solchen Punkt Q kénnen wir wegen der Eigenschaft 3 von 6* 
insbesondere gewisse innerhalb 6 und zugleich innerhalb R(P, e) liegende 
Punkte wihlen. 

Wir haben noch zu zeigen, daB wir als /, eine in 8 beschrinkte 
Funktion wahlen kénnen. Dazu beachten wir: Jede in einem stetig- 
sternartigen Bereich S mit dem Bezugspunkt O regulire Funktion la6t 
sich durch in S regulére und beschrinkte Funktionen approximieren‘). 

In der Tat, mit /(z,,2,,...,2,) ist auch /{(xz,, x2, ..., %2%,), 
0< x <l, in G regular. f{(xz,,xz,,...,%2%) ist auch auf dem Rande 
von G iiberall regulir, alsc im abgeschlossenen Bereiche S beschrankt. 
SchlieBlich ist fiir lim x, = 1 


> @ 


i - 2n) = lim f(x, 2,, %)%qy - «+5 %» 2n)- 


Diese Konvergenz gilt gleichmaBig ,,im Innern“ von $8. Folglich ist fiir 
vy > », die Ungleichung (1) auch fiir die Funktionen /,(x,z,, x,2,, ..., %»2n) 
giiltig. 

In K(P, e) gibt es also einen Punkt Q und dazu eine in 8 regulire 
und beschrankte Funktion, so da8 


|f(Q)| > Max |/(6,)|. 


©, umfaBt alle Punkte von 8%, die auBerhalb R(P, £) liegen. Normieren 
wir jetzt f so, daB Max|/(%)| = 1 ist, so folgt unmittelbar die Be- 
hauptang. Indem wir von f zu f? mit geniigend groBem ganzen p iiber- 
gehen, kénnen wir ferner noch erreichen, daB |/(G,)| < e. 

Eine unmittelbare Folge der soeben bewiesenen Aussage ist: 

Ist P Stiitzpunkt eines stetig-sternartigen Regularititsbereiches B, so 
gibt es zu jedem e>O0 eine im abgeschlossenen Bereiche 8 regulire 
Funktion {,, so dap die Hyperfliche |f,| = 1 innerhalb R(P, e) und nur 
dort in B eindringt. 

Benutzen wir die Aussage von Bertil Almer*), da& sich jede in 
einem Sternbereich regulire Funktion dort in eine gleichmaBig konver- 
gente Polynomreihe entwickeln la8t, so kénnen wir in der voranstehenden 
Aussage /, durch ein Polynom p, ersetzen. Daraus ergibt sich weiter: 

Satz 6a. Ist P Stiitzpunkt eines stetig-sternartigen Regularitits- 
bereiches B, so gibt es innerhalb jeder noch so kleinen Umgebung von P 
einen Randpunkt, durch den eine Polynomhyperjliche geht, welche nicht 


5) Hammerstein, A., Uber Approximation von Funkt. zweier kompl. Ver. 
durch Polynome, §.-B. preu8. Akad. Wiss. V, 1933. 


6) Almer, B., Sur quelques problémes de ia théorie des fonct. anal. de deux 
var. compl., Ark. Mat. Astron. Fys. 17 (1922). 
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in B eindringt und auferhalb der betrachteten Umgebung auch nicht durch 
Randpunkte von ® verliuft. 

Zum Beweise wahlen wir ein ¢ > 0, so daB R(P,e) noch ganz in 
der vorgegebenen Umgebung liegt. Dann gibt es ein 7 > 0, so daB alle 
vom Bezugspunkt O ausgehenden Halbgeraden, die R(P, ) treffen, den 
Rand von % innerhalb &(P, «) schneiden. Das Polynom |p,| = 1 dringe 
nur innerhalb R(P, 7) in 8 ein. Nunmehr lassen wir durch eine Trans- 


formation z, = @2,, % = 0%, -.., Zn = 02, mit geeignetem p >1 die 
Polynomhyperfliche | p, (z,, 2, ..., 2n)| = 1 sich so ausdehnen, daB 
2 Zs Zn we 
p»(=, rh eeey ) = ] 








den Bereich 8 nur noch beriihrt. Das geschieht dann notwendig inner- 
halb &(P, e), w. z. b. w. 

Anmerkung. Aus Satz 6a folgt, daB, wenn P einen Stiitzpunkt eines stetig- 
sternartigen Regularitétsbereiches 8 bedeutet, P, eine gegen P, und Q, eine gegen 


Q +P konvergierende Punktefolge aus 8 ist, die Carathéodorysche Distanz 
Dy (P,.,) gegen Unendlich konvergiert. 


Die Verbindung mit den Untersuchungen von E. E. Levi bekommen 
wir nun sehr leicht. 


Satz 7. Der Rand eines stetig-sternartigen Regularitdtsbereiches B be- 
stehe in einer Umgebung eines Randpunktes P aus lauter Stiitzpunkten und 
sei dort zweimal stetig differentiierbar. Dann ist dort L(g) +0 (d.h. der 
Rand besteht dort nicht aus einem analytischen H yperflichenstiick). 


Wire L(y) =0, so wiirde in einer Umgebung U von P der Rand 
eine Darstellung f(w, z; t) = 0 (f(w, z; 1) analytisch in w und z und stetig 
in ¢ fiir w,z aus U) gestatten’). Auf dem Rande von % innerhalb U 
giibe es einen Punkt Q(w,, z,), in dem die beiden ersten Ableitungen vor 
f(w, 2; t) nicht gleichzeitig verschwinden. In bezug auf Q wenden wir 
jetzt Satz 6a an. Durch den Randpunkt Q,(w,,z.), in dem auch die 
beiden ersten Ableitungen nicht gleichzeitig verschwinden, liuft eine in 8 
nicht eindringende Polynomhyperfliche |p(w,z)|=1. Die Gleichung 
f(w, z;t,) = 0 mit f(w,,2,;¢,) = 0 laBt sich in Q, nach w oder z auf- 
lésen. |p(w[z], z)| bzw. | p(w, z[w])| hatte in Q, den Extremwert Eins, 
womit wir einen Widerspruch gegen unsere Annahme L(g)=0 auf- 
gewiesen haben. 


Eine Umkehrung dieses Satzes — unter allerdings sehr einengenden 
Voraussetzungen — ist: 


1) Siehe: B.-Th., Bericht, Kap. II, § 3. 
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B sei ein Regularitatsbereich mit zweimal stetig differentiierbarem Randc; 
in B gelte der Cousinsche Satz"*). Dann ist jeder Randpunkt P, in dem 
L(q) #0 ist, ein Stiitzpunkt von B. 

Unter den Voraussetzungen iiber den Rand von $ gibt es zu jedem 
solchen Randpunkt P und jedem ¢ >0 ein quadratisches Polynom q(w, z), 


welches fiir gewisse Punkte innerhalb R(P, 5) im Innern von 8 ver- 


schwindet, dagegen nicht fiir innere Punkte verschwindet, die um mehr 
als ; und weniger als « von P entfernt sind. Gilt nun fiir 8 der 


Cousinsche Satz, so gibt es eine in 8 regulire Funktion, die nur in 
jedem inneren Punkie von % verschwindet, in dem erstens q(w, z) = 0 


und der zweitens um weniger als 5 von P entfernt ist’). 


§ 3. 
Analytische Randmannigfaltigkeiten. 

Im letzten Abschnitte haben wir aus den Eigenschaften der Stiitz- 
punkte unter anderem schlieBen kénnen, da8 3-dimensionale analytische 
Randmannigfaltigkeiten bei stetig-sternartigen Regularitatsbereichen aus- 
schlieBlich aus Flachpunkten bestehen miissen. Wir zeigen mit dem fol- 
genden Satze, daB dies fiir alle Regularitatsbereiche zutrifft. 

Satz 8. In einer Umgebung des Randpunktes P eines Regularitits- 
bereiches B bestehe der Rand aus einem analytischen Hyperflichenstiick f, 
das in jedem Punkte eine stetige Hypertangente (mit analytischer Haupt- 
tangente) aufweist. Dann sind die Punkte von f alle Flachpunkte*). 

P sei der Koordinatenursprung, und die Hypertangente in P sei 
z,= 0. f weist dann in einer Umgebung von P die Darstellungen 


(2a) Ly = P (Lay Ly, «+ +5 Las Yrs Yos Yor - + +> Yn) 
und 
2b) Z, = 9 (2g, Z3,--+5 2,3 4) (g analytisch in z, und stetig in ¢) 


auf; z, <  weise ins Innere von 8. 


ta) Siehe: B.-Th., Bericht. Kap. V, §4, Satz 32. 

7b) Vgl. P. Thullen, Bemerkung iiber die Levische Randbedingung, Math. 
Annalen 110 (1934). 

8) Ist das analytische Hyperflichenstiick f: I (2 > 25 ++ +9 25 #) =O in dem 
reellen Parameter ¢ reell analytisch, so l4B8t sich der Beweis wesentlich kirzer 
fahren. 
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Angenommen, P wire Stiitzpunkt von 8. Dann existiert nach Satz 1 
ein Regularitatsbereich 8, < B, so da8 der Bereich B — K(P, 4) Stiitz- 
bereich von %, ist. Die Schnittpunkte der Geraden 
(3) Ly = Oy, Ly = Og, «. 6, Dy = Oy Y: = By Ys = Ba, «++ Yn = Bn 

(laufendes z,), 
die innerhalb &(P,) die Hyperfliche f treffen, seien symbolisch mit R 
bezeichnet. Jede dieser Geraden hat offenbar héchstens einen Schnitt- 
punkt mit f, falls nur « > 0 geniigend klein ist. Weiter betrachten wir 
innerhalb R(P,«) die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Rande 
von %,. Schneidet eine der Geraden den Rand von %, dort mehrmals, 
so wahlen wir fiir das folgende nur den Schnittpunkt aus, dessen auf 
der Geraden gemessener Abstand von R am gréBten ist. Die auf diese 
Weise festgelegten Punkte seien durch S bezeichnet. Auf den auBerhalb 
und auf dem Rande von K(P, =) liegenden (aber noch durch S(P, «) 
verlaufenden) Geraden (3) ist die Abstandsfunktion 

Q(a, 8) = Abstand [R, S] 

gleich Null. Sicher gibt es aber eine durch einen inneren Punkt von 
R( P, *) verlaufende Gerade (3), fiir die Q(«,8) > 0. Es sei 
d, = Max 2 (a, B). 


Da sich die Berandungen von 8, und $ nur innerhalb R ( P, 5) unter- 
scheiden, so folgt d, <5: 

Nun zeigen wir, daB ein analytisches Flichenstiick 
(4) ZB, = G (Bq. Zys - + +5 Mms bg) — Ao, |z,| << e fir s = 1,2,...,0, 


welches innerhalb &( P, <) einen Randpunkt Q mit 8, gemein hat, auBer- 


halb R(P <) nur durch das Innere von 8, lauft. 


"4 

In der Tat! Es sei d, = 2(a, 8). Dann wihlen wir ¢, in (4) so, 
daB z, = g(z,, 23, ---) Zn; t,) die Gerade z, = af”, 2, = af”, ..., a = a, 
y, = BY”, ys = Bs”, ---s Yn = BO schneidet. (4) hat dann einen Rand- 


punkt Q mit %, gemein. Ferner liegt (4), falls « nur geniigend klein 
gewahlt ist, aber auch garz in 8, also auBerhalb R (P, +) auch ganz 


in 8,. Da die Funktion 2(«, 8) in bezug auf den von f entferntesten 
Schnittpunkt des Randes von 8, mit den Geraden (3) gebildet ist, 
kann (4) nicht ins AuBere von %, dringen. 
Die analytische Funktion A(z,, z,,..., %,) habe 8, als Existenz- 
bereich. Dann hat h auf (4) unter anderem die singulire Stelle Q, waihrend 
Mathematische Annalen. 111. 9 
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die Punkte auf (4), die der Rand von &(P, % ) herausschneidet, alles 
regulare Stellen von A sind. Um nun den Kontinuitatssatz anwenden zu 
kénnen, fiihren wir folgende Transformation aus: 
af = % (¢ = 2,3, ..., 9), 
By = 2, — g(Sq, Sys -- +» Buz be)- 
Diese Transformation ist eineindeutig und analytisch innerhalb &(P, ¢). 
(4) geht iiber in 


(5) a= -d,, |2f|<e fir « = 2,3, ...,n. 
Der Punkt Q* auf (5), das Bild von Q, ist ein singulirer Punkt fiir die 
aus A hervorgegangene Funktion h*(z*, z*, ..., 2%), wahrend um Q* 


innerhalb des e-Kreises auf (5) ein ringférmiges Gebiet liegt, in dem h* 
regular ist. Aus dem Kontinuititssatz folgt nun, da8 h* auf den Ebenen 
a=—d+n, \|n| <4, 

im Innern des Bildes von &(P,?«) singulire Stellen aufweist. Die 

Funktion h wiese also auf allen analytischen Flachen 
Z = 9 (2, Zs -- +» 2ns bo) — dy + 0, in|< 4, 

innerhalb R(P, 2) singulare Stellen auf. Das wiirde aber fiir reelles 
7 <0 der Definition von d, widersprechen. Damit ist unser Satz be- 
wiesen. 

Das Entsprechende fiir isoliert liegende (2m — 2)-dimensionale Rand- 
flachen 148+ sich ebenso beweisen. Wir bekommen so die Aussage: 

Satz 9. P sei Randpunkt eines Regularititsbereiches B. Es gebe 
eine volle 2n-dimensionale Umgebung von P, in welcher Randpunkte von B 
héchstens auf einem gewissen analytischen Flaichenstiick liegen, von dem P 
gewohnlicher Punkt ist. Dann ist P ein Flachpunkt von 8. 

Wir beachten dabei, da8 auf Grund der Untersuchungen von Hartogs’°) 
nicht-analytische (2m — 2)-dimensionale Flachenstiicke als isolierte Rand- 
mannigfaltigkeiten nicht auftreten kénnen. 


§ 4. 
Die Randpunkte der Kreiskérper und Hartogsschen Kérper. 


Die Aufstellung der Kriterien fiir die Stiitz- und Flachpunkte bei 
den Kreiskérpern **) und Hartogsschen Bereichen gelingt uns auf Grund 


%) Vgl. B.-Th., Bericht, Kap. IV, § 2. 

9a) Die Einteilung der Randpunkte eines Kreiskérpers und Regularitatsbereiches 8 
in Stiitz- und Flachpunkte geschieht natiirlich (wie im allgemeinen Falle) in bezug 
auf sdmiliche Bereiche D, die 8 zur Hiille haben. Wiirde man sich bei den Be- 
reichen D nur auf Kreiskérper beschrinken, so waren die folgenden Aussagen bei- 
nahe selbstverstandlich. — Entsprechendes gilt fir die Hartogsschen Kérper. 
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folgender ilterer Satze, fiir die bisher Analoga in bezug auf andere 
Klassen von Kérpern fehlen: 


Ein vollkommener™) Kreiskirper B: \z| << R(s), ¢ = =, bei dem R (s) 
zweimal stetig differentiierbar ist und lim |s|-R(s) ezistiert, ist, falls 


A log R(s) = 0 fiir alle s, ein Regularititsbereich. 

Ein schlichter, einfach zu enhiingender und vollkommener"') Hartogs- 
scher Kérper §: |z| << R(w), bei dem R(w) zweimal stetig differentiierbar 
und A log R(w)=<0 fiir alle w der Projektion b™ von § ist, ist ein 
Regularitdtsbereich. 

Ist A log R(s)=0 in einer Umgebung des Randpunktes P eines 
vollkommenen Kreiskérpers, so ist nach dem Ergebnis des letzten Ab- 
schnittes P notwendig ein Flachpunkt. Hier beweisen wir nun, daB, 
wenn A log R(s,) + 0 ist, der Randpunkt P (mit s = s,) ein Stiitz- 
punkt ist. Da Haufungspunkte von Stiitzpunkten wieder Stiitzpunkte 
sind, so ist damit auch der Fall A log R(s,) = 0 véllig entschieden. 

Satz 10. Der Bereich B sei zugleich Regularitatsbereich und voll- 
kommener Kreiskérper (vollkommener Hartogsscher Kérper) mit zweimal 
stetig differentiierbarem Rande |\z| = R(s) (bzw. |z| = R(w)). Der Rand- 
punkt (w,, 2) ist dann und nur dann Flachpunkt, wenn in einer Umgebung 
von 8, = = in der s-Ebene (bzw. von w, in der w-Ebene) A log R(s) =0 
(bzw. A log R(w) =0) ist. 

Folgerung. Ist S eim zum Rande eines der eben betrachteten 
Kérper gehériges Hyperflichenstiick, das nur Flachpunkte aufweist, so ist S 
ein analytisches H yperflichenstiick. 

Diese Folgerung ist fiir die hier behandelten Kérper die Umkehrung 
des Satzes 8. 

Den Beweis von Satz 10 fiihren wir nur fiir Kreiskérper. Doch 
verlauft er fiir Hartogssche Kérper genau so. Da unter unseren Vor- 
aussetzungen stets A log R(s) <= 0, so ist Satz 10 bewiesen, wenn wir 
gezeigt haben: Ist in einem Kreiskérper 8, fiir den die Voraussetzungen 
dieses Satzes zutreffen, 4 log R(s,) <0, so ist jeder der Randpunkte 
(s,- R (8) e*%, R(s,) e*%) mit beliebigem reellen g Stiitzpunkt von 8. Dieses 
wiederum ist gesichert, wenn es zu jedem der Punkte P,(s,-R(s,)e'?, R(s,)e*”) 





10) Ein vollkommener Kreiskérper ist ein (eigentlicher) Kreiskérper, bei dem 
jede analytische Ebene durch den Mittelpunkt (hier als Nullpunkt gewahit) aus 
dem Koérper eine Kreiss¢heibe herausschneidet. 

11) Ein vollkommener Hartogsscher Kérper |z| < R(w) ist ein (eigentlicher) 
Hartogsscher Kérper, bei dem jede tiberhaupt schneidende Ebene w —c eine Kreis- 
scheibe um z= 0 herausschneidet. 
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und jedem noch so kleinen positiven ¢ eine in $ regulire Funktion /(w, z) 
gibt, fiir die f(w,z) = 1 fiir einen Punkt aus R(P,, ¢) in B, dagegen 
{(w, z) + 1 in B — K(Po, €) (vgl. Satz 5). Wir kénnen ohne Einschrin- 
kung der Allgemeinheit voraussetzen,.daB s,=0 und R(s,) = R(0) 
=z |s,| == 1 ist. 

I. Zuerst zeigen wir, daB, wenn A log R(0) <0 ist, es zu jedem 
noch so kleinen 7 > 0 einen vollkommenen Kreiskérper 8,, 8, < 8, 


. a= . . . . w 
gibt, der Regularitétsbereich ist und auf denjenigen Ebenen s = - = ¢ 
von % abweicht, fiir die |s| <j. 


Fiir die Funktion p(o,t) = log R(s), s = o-+ it, ist wegen der 
Stetigkeit der zweiten Ableitungen 


Ap(s,t)< —¢; €¢> 0 fiir |s| <<. 
Wir wahlen nun eine reelle Zahl r, so, daB 
10<n<ic<g, 
2. 9r(r, — 7) + 2r(r,—rY +6F(,—-r)<t fir OsSr<n,. 
Das ist immer méglich. Sodann setzen wir 
ir | 
PRG ate : —r(r,—r) re oi r= |s\|. 


p* (o, tT) ist zweimal stetig differentiierbar, und wegen Eigenschaft 2 von r, 
ist fiir |s| <r, 


A p* (a, t) = A p(a, t) — 9r(r, — r) + 217 (7, — rv)? — 6 (r, — 1) <0. 
SchlieBlich gilt auch p*(o,t) < p(o,t) fiir |s|<7r,. Als %, kénnen 
wir jetzt wahlen 

B,: |z| << R(s) er 9 — Pe, 
Es ist dabei 
Min |e?*-?| => m< 1. 
Auf Grund des zu Beginn dieses Abschnittes aufgefiihrten Satzes ist 8, 
ein Regularitatsbereich. Dementsprechend ist auch der Kreiskérper 
an i ols 
Br:,|z| <= R(s)er"—! 
Regularitatsbereich. Fir |s| > 3 sind die Randpunkte von $ innere 


Punkte von %,*, doch gibt es mindestens ein s(", | s| < 4, so daB auf 


der Ebene - = 3 die Randpunkte von 8 und 8? zusammenfallen. 





(See ee = 
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II. Es gibt eine Polynomflache / (w, z) = 1, die die Ebenen s = < = 6 
fir |s| > + nur auBerhalb 8 schneidet, jedoch auf mindestens einer Ebene 
= a. |s,|< +, & beriihrt. . 

In der Tat! %, ist konvex in bezug auf homogene Polynome in 
w und z™). Es gibt also ein homogenes Polynom P, (w, z), so daB 


| P,(w,z)|< 1 fir |z|< R(s)er*-?, 
aber 
P,,(w, z) = 1 fiir eimen inneren Punkt Q, aus 8. 


Daraus folgt fiir gewisses x, 0 < x < 1, 
| P, (ew, xz)| <1 in 8%, 
(6) | P, (xw, xz)| <1 in || << — R(syer"-», 
m 


P,,(*w,, *z,) = 1 fiir mindestens einen Punkt (w,, z,) 
auf dem Rande von %. In bezug auf den herausgegriffenen Punkt (w,, z,) 
setzen wir a = Ampl z,. Fiir |s| > + hat die Flache 


P, (xw, xz) = 1 
einen Mindestabstand 0 < d(7) < 7° von dem Rande von 8. 

IIf. Wir konstruieren nunmehr eine Polynomfliiche, die nur innerhalb 
K(P,, &) in B eindringt; P, = (0, e**) ist ein Randpunkt von 8. Wir 
setzen 
oa 
Vie? + Ja? 

(w, z,) der in (6) definierte Punkt, und betrachten die Flache 


f,: P, (x[w — uw,], x([z— wz,]) = 1; 
f, weist innere Punkte von % auf. Ein solcher Punkt ist 
Qo (w; [1 — #], 2, {1 — x). 


Weiter ordnen wir jedem in $ liegenden Punkte Q(w, z) von f, eine reelle 


Zahl 2(Q) zu, definiert durch 
|Z | 
Og) w— EL. 
a(3) 


Nur fiir solche Punkte auf {,, die innerhalb &(P,,4,V¥n) liegen, kann 
2(Q) kleiner sein als 


(7) 1—p+ Aun. 


12) Siehe B.-Th., Bericht, Kap. VI, § 3. 
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i,, wie tiberhaupt die jetzt auftretenden A; (i = 1, 2, ..., 8, 9), bedeuten 
positive, in bezug auf « und yu (also auch 7) konstante Zahlen. Es gibt sicher 
Punkte auf f,, in denen 2(Q) kleiner als der Wert in (7) ist. So ist z. B. 

(8) 2(Q)) = 1— 4. 

Zum Beweise der obigen Behauptung beachten wir zuerst, daB, wenn 
Q(w,, Z,) ein in ® liegender Punkt von f, ist, der Punkt mit den Koor- 
dinaten 

Wy = 0, + LY, 
{= 2, + Hz, 


<+. Q(Q) schitzen wir jetzt 


nicht mehr in $ liegt. Ferner ist | 2 3 
2 





folgendermaBen ab: 


2(Q) = 














| 2 | 
w 
a(3)) 
wobei y = Ampl z,—a sicher zwischen —2 und +2 liegt. Wegen 
1 , 
|z.|=> R(2) und = < = <1+A,47n gilt 











R(* 
2(Q)> oe Y1—2p cos p + 4 x? —2,un, 
2@>—suH) (1 e ) 
(1 —~ cosg—4— Aun), 
R(*) + dann 
2(Q) > (1— 244) (1 — 4 cos — F — aun), 
R(>) 
2Q)>1—"— (a) Par Aes 
Zq/ 


QQ)>1l—u+Apun falls |y| >, Vn. 
Also ist 
Q2Q)<l—w+apn=A 


héchstens fiir solche Q(w,, z,), fiir die (wegen |“3| < 2 und | p|<4,V7) 
[S| <n und | Amplz,—a|<| i+ ua, < Vo. 


Diese Punkte aber liegen alle in R(P,, 4,7). Indem wir nun aus f; 
die Polynomfliche f, durch die Abbildung 


' 1 , 1 
. z 


v= uiz= 


4 











oe 


NT Si tte 
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herstellen, werden nur noch solche Punkte aus f, in % liegen, fiir deren 
entsprechende Punkte Q von f, 
2(Q)< A 
ist. Dies trifft wegen (8) fiir gewisse Punkte noch zu, doch liegen sie 
wie auch deren Bilder auf f, alle in X(P,, A, Yn). Setzen wir bei 
gegebenem & : 
e€ 
n s rH ’ 
so folgt jetzt die Behauptung, die diesem Beweisteile voransteht. 

IV. Durch Drehung von f, um den Nullpunkt bekommen wir zu 
jedem Randpunkt P von $ auf s,=0 eine Polynomfliche, die in 
K(P, 2) und nur dort in % eindringt. Diese Punkte P sind also alle 
Stiitzpunkte von $8. Vorausgesetzt war A log R(s,)<0. Flachpunkte 
kénnen also nur dort auf dem Rande von 8 liegen, wo A log R(s) = 0, 
und auch nur dann, wenn sie keine Hiufungsstellen von solchen Rand- 
punkten sind, fiir die 4 log R(s)< 0. Das war zu beweisen. 

Anmerkung. Nennen wir zwei Randpunkte P, Q eines Regularitits- 
bereiches 8 endlich-fern voneinander, falls es zwei Folgen P, und Q, aus % gibt 
mit lim P, = P, lim Q, = Q und mit bdeschrankter Carathéodoryscher Distanz 

ae aia Dg(P,, Q,) <M, 
anderenfalls unendlich-fern, so kénnen wir die SchluBbemerkung von Abschnitt 2 
auch so fassen: Bei einem stetig-sternartigen Regularitatsbereich ist jeder Stiitz- 
punkt von jedem anderen Randpunkt unendlich fern. Auf Grund von Satz 10 
kénnen wir weiter sagen: Bei einem vollkommenen Kreiskérper (Hartogsschen 
Kérper) mit zweimal stetig differentiierbarem Rande gibt es zu jedem Flachpunkte 
endlich-ferne Randpunkte. 


§ 5. 
Kreiskérper als echte Regularititshiillen. 

Ein Regularitatsbereich 8 heiBt eine echte Regularitiitshiille, falls B 
mindestens einen Teilbereich 8, hat, so daB 8 = §(%,) und B mindestens 
einen Randpunkt besitzt, der nicht zugleich Randpunkt von 8, ist. 
Nun gilt: 

Satz 11. Der Regularitdtsbereich und vollkommene Kreiskérper B 
mit zweimal stetig differentiierbarem Rande |\z| = R(s) ist dann und nur 
dann echte Reyularititshiille, wenn zu mindestens einem endlichen 8, eine 
Umgebung U(s,) existiert, so daB dort A log R(s) =0. 

Ist A log R(s)=0 in U(s,), so wird dort der Rand von 8 von 
Flachpunkten gebildet, so daB ® echte Regularitatshiille ist. 

Wird umgekehrt vorausgesetzt, daB $ echte Regularititshiille ist, so 
liegen auf dem Rande von $ Flachpunkte, also gilt nach Satz 10 auf 
einem Stiick des Randes 4 log R(s) = 0. 
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Satz 12. Ist der vollkommene Kreiskérper 8 mit zweimal stetig 
differentiierbarem Rande echte Regularitdtshiille, so ist er auch Regularitats- 
hiille von einem von ihm verschiedenen Kreiskérper. 

Unter den Voraussetzungen dieses Satzes gibt es ein s,, so daB in 
U(s,): A log R(s)=0. Wir wahlen nun +, so klein, daB |s — s,| << 7, 
in U(s,) liegt. Sodann bilden wir 
log R(s) fir |s —s,|>r", 
log R(s)—r(r,-r) fir |s—s,|< 7, r=|s—s8,|, 
Der Kreiskérper 


p(s, ti) = 


B,: |z| = ep 
ist kein Regularitatsbereich. Seine Hiille §(%,) ist ein Kreiskérper 
H(B,): |z| = RG 
Dabei ist log R(s) eine superharmonische Funktion, also 
R& =} Ris) _ fir alle s, 
§(B,) umfaBt also den Regularitatsbereich 8 und ist deshalb mit ihm 
identisch. 

Anmerkung. Die Hiille eines vollkommenen Kreiskérpers mit 
zweimal stetig differentiierbarem Rande braucht nicht ihrerseits einen 
durchwegs zweimal differentiierbaren Rand aufzuweisen. 

Die Gesamtheit der eigentlichen Kreiskérper, die einen gegebenen 
vollkommenen Kreiskérper als Hiille haben, kann man (wieder unter 
gewissen Differentiierbarkeitsvoraussetzungen) auf Grund der obigen Satze 
iibersehen. 

Satz 13. Der eigentliche Kreiskérper 8, hat den vollkommenen Kreis- 
kérper B,: |z| << R(s) mit zweimal stetig differentiierbarem Rande dann 
und nur dann zur Hiille, wenn B, in B, enthalten ist und 8, alle Rand- 
punkte von B,, fiir die A log R(s) <0, gleichfalls aufweist. 

Die Bedingung ist notwendig, weil alle Punkte von %,, fiir die 
A log R(s) <0, Stiitzpunkte von 8%, sind (Satz 10). 

Die Bedingung ist auch hinreichend. §(%,) umfaBt sicher den 
kleinsten $, umfassenden, vollkommenen Kreiskérper. Dieser sei 

B,: |z| < R*(s). 


§(B,) = $(B,) ist wiederum ein vollkommener Kreiskérper |z| < Rf). 
Die Funktion log Ri) ist superharmonisch und < log R(s). Wo 
log Ri) < log R(s), ist A log R(s)=0. Hieraus folgt 

Rip = R(s), 


w. z. b.w. 


(Eingegangen am 12. 11. 1934.) 
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Uber die wesentlichen Singularititen 
analytischer Funktionen und Flichen im Raume 
von » komplexen Verinderlichen *). 


Von 


Peter Thullen in Quito (Ecuador). 


Ist die Funktion /(z,, 2, ...,%,) der komplexen Veriinderlichen 
Z15 2%) ++» 2m tiberall in einem Bereiche 8 des Raumes R,,, mit Ausnahme 
einer in 8 irreduziblen, (2 n — 2)-dimensionalen Mannigfaltigkeit M regular 
oder meromorph und in mindestens einem Punkte auf M singular, so 
breiten sich auf Grund des Kontinuititssatzes') die Singularitiiten von / 
notwendig iiber ganz M aus. Die Singularitaétenflichen niedrigster Dimension 
sind also (2m — 2)-dimensional und zudem stets analytisch*), wenn nur 
das jeweils gegebene Flachenstiick in je einer Umgebung eines jeden seiner 
Punkte durch eine komplexe, nach mindestens einer Verinderlichen auf- 
lésbare Gleichung dargestellt werden kann (eventuell nach je geeigneten 
linearen Koordinatentransformationen). So entsprechen den isolierten Sin- 
gularititen einer Funktion f(z) der z-Ebene hier im R,,, isolierte, irre- 


duzible, (2n — 2)-dimensionale analytische Flachenstiicke -— wir 
wollen sie kurz isolierte Singularititenflichen nennen. 
Eine isolierte Singularititenfliche einer Funktion f (z,, z,, .. ., 2,) besteht 


entweder nur aus auBerwesentlichen oder nur aus wesentlichen Singulari- 
taten. Wahrend nun der WeierstraBsche Vorbereitungssatz und seine 
Folgerungen die auBerwesentlichen Singularitéten hinreichend charakteri- 
sieren, ist iiber das Verhalten einer Funktion f(z,, z,,...,2,) in der Um- 
gebung jener wesentlichen Singularititen noch nichts bekannt — wir 
sehen dabei ab von der trivialen Verallgemeinerung des Picardschen 
Satzes der klassischen Funktionentheorie, da nimlich eine Funktion / 


*) Einen Teil der Ergebnisse dieser Arbeit habe ich in den Atti Accad. naz. 
Lincei Rend. (6) 18 (1933) und C. R. Acad. Sci. Paris 198 (1934) veréffentlicht. 

1) Die zahlreiche Literatur zum Kontinuitatssatz siehe Behnke-Thullen, Theorie 
der Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen, Ergeb. Math. u. Grenzgeb. 3, 3 
— im folgenden zitiert als Behnke-Thullen, Bericht. 

2) Vgl. Hartogs, Acta math. 82 (1909) und Behnke-Thullen, Bericht S. 51. 
Unter analytischen Mannigfaltigkeiten schlechthin verstehen wir — wie in der 
Theorie der Funktionen komplexer Verinderlichen iiblich — stets nur komplex- 
analytische Mannigfaltigkeiten (Naheres s. §1). Bei verschiedenen Autoren werden 
solche auch charakteristische Mannigfaltigkeiten genannt. 
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in jeder Umgebung eines jeden Punktes einer solchen Singularititen- 
mannigfaltigkeit alle Werte mit héchstens je einer Ausnahme annimmt’). 

In der vorliegenden Arbeit soll nun versucht werden, die Frage nach 
dem Verhalten der analytischen und meromorphen Funktionen in der 
Umgebung ihrer isolierten wesentlichen Singularitatenflichen méglichst 
erschépfend zu beantworten. Es wird sich vor allem darum handeln, den 
genauen Verlauf der a-Stellenflichen der jeweils gegebenen Funktion in 
der Umgebung einer solchen Mannigfaltigkeit M, insbesondere ihre auf M 
liegenden Grenzpunkte und wesentlich singuliren Punkte zu untersuchen. 
Kennen wir die Verteilung dieser Randpunkte auf M, so wird es leicht 
sein, die Antwort auch auf die obige Frage zu geben. 

In § 1 werden wir uns zunachst mit dem Begriff der analytischen 
Flache und dem der wesentlichen Singularitéten solcher Flichen naher 
beschaftigen miissen. Wir werden hier insbesondere zeigen (vgl. Satz 1), 
daB die wesentlichen Singularitdten eines analytischen Flichenstiickes nie 
isoliert liegen (im Gegensatz zu den stets isolierten algebraischen Singu- 
larititen). 

Es folgt dann (in § 2 fiir den Fall zweier, in § 4 fiir den Fall von n 
Verinderlichen) der Beweis des grundiegenden 

Satzes 2: Verhdlt sich das in einem Bereich © liegende analytische 
Flichenstiick & in B bis auf héchstens ein irreduzibles ebenfalls analytisches 
Flachenstiick M algebraisch, so ist entweder § in B ausnahmslos algebraisch ‘), 
oder aber & hat jeden Punkt auf M als wesentlich singuldéren Punkt (ins- 
besondere also jeden Punkt auf M als Grenzpunkt) °). 

Ist nun WM eine isolierte Singularititenfliche einer reguliren 
Funktion f(z,,2,,..., 2,), 80 geniigen die analytischen Flachenstiicke 
f (2,, 2, «++, 2n) —@ = 9 (a eine beliebige Konstante) in der Umgebung 
von M den Voraussetzungen von Satz 2, und so ergibt sich aus der Aus- 
sage dieses Satzes fast unmittelbar die gesuchte Antwort auf unsere 
Frage. Es gilt: 

Hauptsatz. Besitzt die in einem Bereiche B bis auf ein irreduzibles 
analytisches Flichenstiick M regulire Funktion f (z,, 2... ., Z,) WM als wesent- 
liche Singniaritdétenmannigfaltigkeit, so erfiillen fiir beliebig vorgegebenes 

8) Vgl. hierzu auch Caccioppoli, Boll. Un. Mat. Italiana 12 (1933). 

*) Vgl. Definition auf S. 140. 

5) Dieser Satz erinnert an den Kontinuitatssatz tiber die Singularitéten einer 
Funktion f(z, Zy-- +» Z,) {vgl. Anm. ')]. Wie dort miissen sich die Singularitaiten 
von § — falls tiberhaupt eine solche auf M existiert — tiber ganz M ausbreiten. 
Es sei ferner bemerkt, daB sich aus Satz 2 ein neuer Beweis und zugleich eine 
Verallgemeinerung eines Satzes von Radé aus der klassischen Funktionentheorie 


ergibt (n&heres s. 8.148). Den Hinweis hierauf verdanke ich den Herren H. Cartan 
und de Possel. 
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komplexes a mit héchstens einer Ausnahme a, die a-Stellen von } je ein 
analytisches Flichenstiick §,, das jeden Punkt auf WM als Grenzpunkt und 
damit als wesentliche Singularitat besitzt. Es ewxistiert héchstens ein a,, so 
daB das Gebilde §,, sich in ganz B mit EinschluB von M algebraisch ver- 
hilt, sofern tiberhaupt f den Wert a, in 8 annimmt. 

Verhalt sich also ein Gebilde %,, auch nur in der Umgebung eines 
einzigen Punktes auf M algebraisch oder — was im wesentlichen das 
gleiche bedeutet — wird a, in einer Umgebung auch nur eines Punktes Q 
auf MM von der Funktion / nicht angenommen’), so ist §,, schlechthin 
in $ algebraisch und a, und nur a, Ausnahmewert in jedem Punkte 
auf M, abgesehen von den eventuellen Schnittpunkten von M mit Fa,, 
in denen kein Ausnahmewert existiert®*). Durch das Verhalten von / in 
der Umgebung eines einzigen Punktes auf M ist so gewissermafen das 
Verhalten von / in der Umgebung von ganz M festgelegt. 

Der Hauptsatz 148t sich unmittelbar auch auf meromorphe Funktionen 
ausdehnen, nur daB statt eines hier zwei Ausnahmewerte auftreten kénnen. 

Im letzten Paragraphen werden wir die gewonnenen Ergebnisse auf 
den besonders interessierenden Fall der ganzen Funktionen und die durch 
sie definierten ,,ganzen“‘ Flachen anwenden. 


Inhalt. 
§ 1. Allgemeines iiber analytische Flichen und ihre wesentlichen Sin- 
gularititen. 
§ 2. Analytische Flachen des w-z-Raumes mit zweidimensionaler analytischer 
Singularitatenflache. 


§ 3. Hauptsatz iiber die isolierten wesentlichen Singularitéten von Funk- 
tionen zweier Verinderlichen. 

§ 4. Der Hauptsatz fiir Funktionen von n Verinderlichen. 

§5. Ganze Funktionen und ganze Flichen. 


§ 1. 
Allgemeines iiber analytische Flaichen und ihre wesentlichen 
Singularititen ’), 
Gegeben sei der Raum der n komplexen Veranderlichen z,, z,, ..., 2,. 


Die erste Verinderliche z, werden wir bei unseren Beweisen 6fters aus- 
zeichnen miissen und sie dann der Deutlichkeit halber mit w bezeichnen, 
ohne im einzelnen Falle darauf hinzuweisen. 

®) Wir sagen kurz, a, ist Ausnahmewert der Funktion { im Punkte Q. 

6a) Diese bilden sin (2 » — 4)-dimensionales, auf M algebraisches Gebilde, fiir 
n = 2 eine in % sich nicht haiufende Menge isolierter Punkte. 

7) Zu einem Teile d: cingefithrten Begriffe vgl. Behnke-Thullen, Bericht S. 24ff. 

10* 
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Wenn wir im folgenden von analytischen Flichen schlechthin sprechen, 
so verstehen wir darunter (2 — 2)-dimensionale komplex-analytische (auch 
reduzible) Mannigfaltigkeiten, d. h. Systeme von endlich vielen oder unter 
gewissen Voraussetzungen auch unendlich (aber stets abzihlbar) vielen 
analytischen Flachenstiicken im engeren Sinne*), Setzen wir eine Fliche 
irreduzibel voraus, so wird dies stets ausdriicklich bemerkt. Hine Punkt- 
menge % eines Bereiches B ist dann und nur dann eine in B liegende 
analytische Fliche (im weiteren Sinne), falls es zu jedem Punkte P auf § 
in B eine Umgebung U(P) und eine dort regulire Funktion fp gibt, so dap 
siimtliche in U(P) liegenden Punkte von % und nur diese der Gleichung 
fp = 0 geniigen. 

Da nach dem Vorbereitungssatze*) die Gleichung fp = 0 (eventuell 
nach einer geeigneten linearen Transformation) durch eine pseudoalge- 
braische Gleichung ersetzt werden kann und somit § sich in U(P) wie 
eine algebraische Fliche verhalt, so sagen wir auch: ,,{§ verhdlt sich in P 
algebraisch“ und nennen P einen algebraischen Punkt von §. 


Einen Randpunkt Q einer solchen Flache § nennen wir einen wesentlichen 
Randpunkt oder wesentlich singuldiren Punkt von §, falls es in keiner Weise 
méglich ist, § durch Hinzunahme weiterer Punkte iiber P hinaus ana- 
lytisch fortzusetzen (so daB® sich also die erweiterte Flache in P alge- 
braisch verhalt). Besitzt die in B liegende analytische Fliche § dort 
bei geeigneter analytischer Erweiterung keinen Randpunkt, so sagen 
wir, § ist in B algebraisch, Umgekehrt nennen wir § eine in B 
transzendente Fliche, falls sie in 8 mindestens einen wesentlichen Rand- 
punkt besitzt. 


Ein Randpunkt Q heiBbt isolierter Randpunkt, falls in geniigend kleiner 
Umgebung U(Q) kein weiterer Randpunkt von § existiert. 


Satz 1. Ist Q ein isolierter Randpunkt der Fliche %, so verhélt 
sich §& nach Erweiterung durch Q in Q algebraisch. 

Beweis. Wir wahlen der Einfachheit halber Q als den Koordinaten- 
anfang (0,0,...,0). Nach Voraussetzung verhilt sich § iiberall in einer 
geeigneten Umgebung U(Q) mit Ausnahme eventuell von Q algebraisch. 
Wir diirfen annehmen (nach einer homogenen linearen Transformation der 
Koordinaten w, z,, ..., 2), daB § die (zweidimensionale) Ebene 


R2=%=... = 2, = 0 


’) Darunter seien die in Behnke-Thullen, Bericht eingefiihrten erginzten ana- 
lytischen (stets irreduziblen) Flachen verstanden. 

%) Vgl. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie II, (zitiert als Osgood, Lehr- 
buch) oder Behnke-Thullen, Bericht. 
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nicht als Teil enthalt’®) und somit diese nur in isolierten Punkten 
schneidet. Es gibt daher ein positives e, so daB auf dem Hyperflachen- 
stiick 

jw| =e, |z| se, += 2,... 
kein Punkt von § liegt und der Polyzylinder 

|\w| Se, lz| se, $= 2,...,9 
noch in U(Q) enthalten ist. 

Auf Grund unserer Voraussetzung schneidet ferner eine (zwei- 

dimensionale) Ebene 


2=%, t+=2,...,.m (|0&| Se und (f,,....¢,) + (0,.-., 0)) 
die Fliche § innerhalb |w| < e héchstens in je einer endlichen Anzahl 
von Punkten. Wie man dann leicht aus dem Vorbereitungssatze schlieBt, 
bleibt fiir alle diese Ebenen die Zahl dieser Schnittpunkte — sie sei m — 
bei Beriicksichtigung der Schnittmultiplizititen") ungeandert, und § 
selbst 1a8t sich innerhalb 


|w| se, |%|sS 6, & = 2,...,%, (Sg... %) + (0,..., 0) 
darstellen durch eine pseudoalgebraische Gleichung 
(G) Dw, 2,,..., 2%) = w+ w™—1 A, (2, .. 05 Zn) +. + Amn (Z—, «+ +p Za) = 0 
mit in 
|x| Se 6 = 2,...,%, (5,....%,) * (0,...,0) 
eindeutigen und reguliren A, (2,, .. ., Zn): 

Ist nun n > 3, so folgt bereits unmittelbar aus dem Kontinuitits- 
satz, da& der isolierte Punkt (0,...,0) kein singulérer Punkt der A, 
sein kann. 

Ist n = 2, so beachte man, daB die A, (¢,) die elementarsymmetrischen 
Funktionen der in |w| < e liegenden Wurzeln 

w,(¢,), y = 1,2,....™m 
von ®(w,f,) = 0 bedeuten. Deshalb gilt iiberall in 0 < |z,| << e 
| Ax (2,)| < me 
oder (falls e <= 1) 
| A, (2)| < m, & = 1, 2,..., m, 


10) Es soll sich natirlich hier (wie auch im folgenden) stets nur um die inner- 
halb U1 (Q) (bzw. innerhalb der sonst vorgegebenen Bereiche) liegenden Stiicke der 
vorkommenden Flachen und Hyperflachen handeln. 

11) Zum Begriff der Schnittmultiplizitat vgl. etwa Severi, Rend. Semin. mat. 
Roma (2) 7 (1932), 8.43. DaB die Summe der Schnittmultiplizitaten erhalten 
bleibt, folgt aus der Tatsache, daB auf |w| = e, |z,| Se kein Punkt von § liegt, 
also bei stetiger Verschiebung der Ebenen z, = ¢, (i = 2, ..., m) kein Schnitt- 
punkt das Hyperflichenstiick j|w| = e tiberschreiten kann (innerhalb |¢, | = e) 
Dieser Schlu8 wird im folgenden éfters benutzt werden. 
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woraus sich nach einem bekannten Satze der klassischen Funktionentheorie 
die Regularitat der A,(z,) in z, = 0 ergibt. 

& gestattet somit in U(Q) die in Q noch analytische Darstellung 
® (w, 2,,...,%,) = 0, w. z. b. w. 

Ein wesentlicher Randpunkt kann also nie isolierter Randpunkt sein 
und ist deshalb stets Haufungspunkt weiterer wesentlicher Randpunkte. 


$2. 


Analytisehe Flichen des w-z-Raumes mit zweidimensionaler 
analytischer Singularititenfliche. 


Gegeben sei der Raum 2, der beiden Verinderlichen w, z. Hier gilt 

Satz 2. Verhdlt sich das in einem Bereiche B® liegende analytische 
Flachenstiick & in B bie auf héchstens ein irreduzibles analytisches Flichen- 
stiick IM algebraisch und besitzt % auf M mindestens einen wesentlichen 
Randpunkt, so ist notwendig auch jeder andere Punkt auf M ein wesent- 
licher Randpunkt von §. 

Mit anderen Worten: Ist auch nur in einem Punkte auf M alge- 
braisch, so kann § auf M keinen wesentlichen Randpunkt besitzen, verhilt 
sich also in ganz 8 mit Einschlu8 von M algebraisch. Im anderen Falle 
besitzt das zweidimensionale Flichenstiick § ein gleichdimensionales Stiick 
als Mannigfaltigkeit seiner Singularitéten. Unter allgemeineren Voraus- 
setzungen kénnen natiirlich die wesentlichen Randpunkte einer analytischen 
Flache Mannigfaltigkeiten der verschiedensten Art ausfiillen ‘*). 

Zum Beweise von Satz 2 zunichst der einfache 


Hilfssatz. Ist das Flachenstiick & in 


0< |w| <d, jzl|<d 
und ferner in jedem Punkte einer geschlossenen, auf 
w= 0, jzl<d 


liegenden Jordankurve ©) algebraisch, so verhdlt sich % notwendig im ganzen 
Innern von €® algebraisch. 

Beweis. Da § noch in einem geniigend kleinen, € enthaltenden 
Streifen algebraisch sein mu8, und dort die Schnittpunkte von § mit 
der z-Ebene nur isoliert auftreten, kénnen wir annehmen, daB auf C® 
kein Punkt von % liegt. Da €® eine abgeschlossene Punktmenge ist, so 
gibt es ein e > 0, so daB die Menge aller (w,z) mit 

jw) Se, z auf €* 
mit §§ punktfremd ist. Wé6rtlich wie im Beweise von Satz 1, schlieBt 
man dann wieder (nur sind hier die Rollen von w und z vertauscht), 


12) Vgl. eine demnachst erscheinende Arbeit des Verfassers. 
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daB § auf w = 0 im ganzen Innern von € algebraisch sein muB, 
w. z. b. w. 

Beweis von Satz 2. Es geniigt offenbar, die Behauptung des 
Satzes 2 fiir einfachzusammenhingendes, beschrinktes IM zu beweisen ™), 
Wir diirfen ferner annehmen, daB M in der Form w = g(z) darstellbar 
ist (die Punkte, in denen dies nicht méglich ist, liegen isoliert), M laBt 
sich dann mittels der in einer geeigneten Umgebung von M eineindeutigen 
und analytischen Abbildung 


w = w—g(z), z2=2 
auf ein Stiick der Ebene # = 0 abbilden. Aus all dem folgt, da8 wir 


ohne Einschrankung der Allgemeinheit wie im Hilfssatz voraussetzen 
kénnen, da8 Mt mit dem Ebenenstiick 


(M) w = 0, jzj<d (d< 1) 
und $ mit dem Bereich 

(8) |\w|<d, jz|<d 

identisch ist. 


Es wird zweckm&Big sein, den Gang des nun folgenden Beweises kurz an- 
zudeuten: 

Unter der Annahme, daB der Satz falsch sei, 148t sich auf M ein durch einen 
Durchmesser aufgespaltener Kreisring ®’ und ein im Innern von ® liegender 
einfachzusammenbangender Bereich 8) mit folgenden Eigenschaften bestimmen: 

1, Es gibt ein e > 0, so daB auf 

jw| =e z aus R® 
kein Punkt von § liegt, 
2. 8 laBt einen zweidimensionalen Teil von R unbedeckt, 
3.  verhalt sich in 


(B) jwl| <e, z aus B® 
algebraisch, 
4. Jeder in R® gelegene Randpunkt von 8 ist wesentlich singular fir §. 
Ist dann 
¥ (w, 2) = w™ + A, (2,)0"—*+...+ 4, (2) = 0 


die in B giiltige Darstellung von {, so muB die in 8 regulare Funktion w = A,, (2) 
entweder in jedem in ®® liegenden Randpunkte von 8*) den Grenzwert Null 
haben, oder es existiert wenigstens ein solcher Randpunkt, in dem lim A, (z) + 0, 
oder aber § hat keinen Punkt mit @ gemeinsam. Samtliche drei Fille fahren zu 
einem Widerspruch zu unserer Voraussetzung. 


15) Wir denken uns etwa MM geeignet in iibereinandergreifende einfachzusammen- 
hangende Stiicke zerlegt; falls M einen unendlichfernen Punkt P enthalt, bilden 
wir P mitsamt einer vollen Umgebung durch eine projektive Transformation ins 
Endliche ab. Vgl. auch Anm. *). 
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Der Beweis benutzt neben dem Vorbereitungssatz im wesentlichen den Cousin- 
schen Satz iiber Funktionen zu vorgegebenen Nullstellen und einen Satz iiber die 
Regularitatshillen Reinhardtscher Kérper. 

Nun der ausfiihrliche Beweis! 

Angenommen, die Behauptung des Satzes 2 sei unter den gemachten 
Voraussetzungen falsch! 

Dann giibe es auf w = 0 mindestens eine ganz in |z| < d liegende 
Kreisscheibe YU (mit dem Mittelpunkt A), die keinen wesentlich singuliren 
Punkt von § enthiilt, wohl aber auf dem Rande mindestens einen solchen 
Punkt Q(0,z,) aufweist. 

Wir kénnen annehmen, da8 die Ebene z =z, keinen Teil der ge- 
gebenen Flache § bildet. Dann existiert wieder (vgl. S.141) ein e > 0 
(e<.d < 1), so daB auf 
(1) jwl| =e, |z—z|<e ((1) ganz in 8) 
kein Punkt von § liegt. Innerhalb |z—z,| <e ziehe man jetzt auf M 
um Q zwei verschiedene konzentrische Kreise, die beide A schneiden 
mégen. Den zugehdrigen durch die Gerade AQ aufgespaltenen Kreisring 
bezeichnen wir mit R®, ferner mit B® den gréBten auf einer vor- 
gegebenen Seite von AQ liegenden, in R® enthaltenen Bereich der 
z-Ebene, der keinen wesentlichen Randpunkt von § enthilt. Man be- 
achte, daB nach dem Hilfssatze B® einfachzusammenhingend ist und ins- 
besondere, da8 man innerhalb B® von einem Ufer der Geraden AQ nicht 
zum anderen gelangen kann. 

In dem Bereiche 
(2) : |jw[<e, z aus B®, 
in dem & sich nach unserer Annahme algebraisch verhilt, laBt sich 
dann ¥ (falls tiberhaupt Punkte von § in (2) liegen™)) darstellen durch 

Y (w, z) = w™ + A, (z)w"™—-' 4- ... + A,,(z) = 0 
mit in B® regularen A, (z)"’). 

Wir zeigen, daB die A,(z) bei Anndherung an einen beliebigen Rand- 
punkt « von B einem nur von a abhingigen Grenzwert zustreben. Da 
die A,(z) die elementarsymmetrischen Funktionen der zu 'P (w,z) = 0 
gehérigen Wurzeln 

H(z), » =1,2,....™ 
sind, geniigt es, die Behauptung fiir die »,(z) zu beweisen. 

Existierten in 8” zwei gegen « konvergente Punktfolgen «, — «, 

Bb. >a mit 


lim Nrvo (a,.) = k, 7 lim Nv (B.) = k, (\ko|, | k, | Ss e< 1), 
| Rela 


14) Vgl. Fall 3, S. 148. 
15) Man vgl. Beweis von Satz 1 und beachte (1). 
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so folgte aus der Stetigkeit von 7,,(z) in 8, daB man auf jeder die 
Werte k, und k, trennenden Sehne des Kreises || < e mindestens einen 
Wert k und dazu in 8” eine Punktfolge y — « angeben kénnte mit 


lim 1, (yu) = ; 


hierzu hat man nur von einem y, ab je ein geeignetes y‘” auf einer «, 
und #, in 8® verbindenden Kurve zu wihlen. Die Fliche § hitte also 
mit dem Ebenenstiick z = « eine nicht abzihlbare Punktmenge gemeinsam, 
miiBte damit das Ebenenstiick 

z=a, |w|/ se 
ganz enthalten; dies widerspricht unserer Annahme, da8 auf (1) kein 
Punkt von § liegt. 

Im folgenden kommt es allein auf das Verhalten der Funktion A,, (z) 
an. Wir setzen A,,(z) +0 voraus; im anderen Falle lieBe sich von 
Y(w,z) ein Faktor w® abspalten, und wir kénnten fiir die reduzierte 
Funktion dieselben Uberlegungen durchfiihren. 

Da 

|n,(z)| <<e<1 fiir z aus B® (y = 1,2, ..., m) 


verlauft das analytische Flachenstiick 


w = An (2) = IT (2) 


fiir z aus B® ganz innerhalb |w| << e und ist dort algebraisch. 

Wir unterscheiden nun drei Fille: 

Fall 1. In jedem erreichbaren Randpunkte P von 8), der zugleich 
wesentlich singulirer Punkt von & ist, nehme A,,(z) den Grenzwert 0 an, 
falls sich z auf einem beliebigen Geradenstiick P niihert! 

Ahnlich wie oben schlieBen wir, daB lim A,,(z) = 0 bei jeder 
beliebigen Annaherung an einen erreichbaren oder nicht erreichbaren 
Randpunkt von 8%), der zugleich wesentlicher Randpunkt von §% ist. 

Ordnen wir nun den Punkten P(w,z) des Zylinderbereiches 
(3) 0<|wil<e, z aus R® 
die Funktion fp = w—A,,(z) zu, falls z in B®, und fp =1, falls z 
auBerhalb oder auf dem Rande von $8 liegt, so lassen sich geeignete 
Umgebungen U(P) so bestimmen, daB die U(P) und die fp der Ver- 
triglichkeitsbedingung des bekannten Cousinschen Satzes (iiber Funktionen 
zu vorgegebenen Nullstellenflichen) geniigen’). Es existiert demnach 


16) Der Cousinsche Satz besagt bekanntlich: Jedem Punkt P eines Sglinder- 
bereiches (B*”, BY2’,..., BSW) (Bs) jeweile ein einfach-zu enha 
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eine in 3 regulire Funktion ¢(w, z), die innerhalb 3 nur auf w = A,,(z), 
z aus 8) verschwindet. 
In R® wiahle man nun einen Punkt (0, a) und ein g > 0, so daB 


der Kreis |z—a| <q noch ganz in R® und der Kreis le—al< 4 


auBerhalb von $® liegt, letzterer aber mindestens einen Randpunkt (0, £) 
mit dem Rande von 8 gemeinsam hat ((0, 8) ist wesentlich singularer 
Punkt von %). Um (0, «) als Mittelpunkt la8t sich dann ein (uneigent- 
licher) Reinhardtscher Kérper & so konstruieren, daB die Punkte 


0<|w| <e, |jz—al< 4 
im Innern und die Punkte 
w= 0, je—aei <4 und |wj=e, |z—ael sq 


auf dem Rande von & liegen und & zugleich keinen Punkt von pg = 0 
enthilt. 


Da die Regularititshiille von R mit dem vollen Zylinder 
(H (K)) O<|wl<e, |z—al<q 


identisch ist’), so folgt, daB die in R nicht verschwindende Funktion 
auch in §(R) keine Nullstelle besitzt. Somit kénnte in dem Durchschnitt 
von (2) und §(R) und damit — wie man nach dem Vorbereitungssatz 
leicht schlieBt"*) — in ganz (2) kein Punkt der Flache w = A,, (z) liegen 
im Widerspruch zu unserer Annahme. Der Fall 1 kann also nicht ein- 
treten. 


Fall 2. Es ezxistiere ein fiir % wesentlich singularer Randpunkt (0, y) 
von B® und in B® ein in y endendes Geradenstiick €,, so dap auf €, 
lim A,,(z) = k + 0 (es ist |k| <e< 1)! 


s=7 


Bereich der z,-Ebene) sei eine Umgebung U(P) und eine dort reguldre Funktion f, 
so zugeordnet, daf stets, falls Q einen beliebigen Punkt aus U(P), f,, die Q zugeordnete 
Funktion bedeutet, die Funktionen {, und fe in Q dquivalent in god auf Division 
sind. Dann gibt es eine im ganzen Zylinderbereiche regulire Funktion G (z,, zg, - . -» 2,)s 
die in jedem Punkte P mit der zugehdrigen Funktion {, dquivalent in bezug auf 

Zwei in Q regulare Funktionen f und g heiBen dabei dquivalent in bezug auf 
Division, falls der Quotient f/g in Q regular und von Null verschieden ist. 

_ Seow Satz gilt auch dann noch, wenn einer der Grundbereiche ®B {Fio) mehr- 





fa hangend ist. Vgl. Osgood, Lehrbuch, S. 264/265. 

17) Zur Theorie der Regularitatshiillen vgl. Thullen und Cartan-Thullen, Math. 
Annalen 106 (}932) und Behnke-Thullen, Bericht. Da8 obiger Zylinderbereich die 
Regularitatshille von S ist, folgt unmittelbar aus einem Ergebnis von Nakano 
(Jap. Journ. Math. 9 (1932)}. 

18) Man beachte, daB auf |w|—e, z aus 8” kein Punkt von w— A» (z) liegt. 
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Um €, gibt es einen Teilbereich 8% von %, der y als einfachen 
Randpunkt besitzt, aber sonst keinen weiteren Randpunkt mit dem Rande 
von %*) gemeinsam hat. Wir wahlen 8% so klein. da8 dort fiir alle 
Ny (z) gilt: 


(3) In. (2)| > (fir z aus B®). 
Dann aber existiert ein gewisses r, > 0, so daB das Hyperflachenstiick 


|| 


lwj=>, jz—y| <4, 


mit § punktefremd ist — anderenfalls lige namlich auf 
{kl 


= 3 z= 
ein Punkt P, von § und damit nach dem Vorbereitungssatze auf jeder 
Nachbarebene z = c Punkte von § in beliebiger Nahe von P, entgegen 
unserer Voraussetzung (3). 

Aus dem Durchschnitt von |z —y| <r, und S@ greifen wir ein 6 
heraus mit |d — y| = 3: Bei geeigneter Wahl einer positiven Zahl 
Go < 3 existiert dann wieder um (0, 5) als Mittelpunkt ein (uneigent- 
licher) Reinhardtscher Kérper &, der auf seinem Rande die Punkte 


k 2 
w=0, |z—6|<S 0, und jw) = 2 le-d) 55% 


und im Innern die Punkte 
0<|wi< Bl, |z-81<e, 
dort aber keinen Punkt von § enthilt. Nach dem Cousinschen Satze'*) 
existiert ferner eine im ganzen Zylinderbereiche 
0<|wi|<d, z aus R® 


regulare Funktion /, die in den Punkten von § und nur in diesen ver- 
schwindet. / ist also insbesondere in regular und hat dort und damit 
auch in der Regularitiatshiille 

(6 (&)) 0<|wi <4, je—si<tn 

keine Nullstelle, entgegen unserer Voraussetzung, daB (0, y) ein wesentlich 
singularer Punkt, also zum mindesten Grenzpunkt von Punkten der 
Flache ist. 


1°) Vgl. Anm. '*), 
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Fall 3. Innerhalb des Bereiches 
jw) <e, z aus B® 
liege tiberhaupt kein Punkt von §! 
Der Beweis wird in diesem Falle fast wértlich wie im Falle 2 gefiihrt 
und kann hier itibergangen werden. 


Die drei nur méglichen Fille fiihren also simtlich zu einem Wider- 
spruch. Hiermit ist die Behauptung des Satzes 2 vollstindig bewiesen. 


Bemerkung zu Satz 2. Aus Satz 2 ergibt sich der folgende von 
Radé bewiesene Satz der klassischen Funktionentheorie *) : 

»Lemma: Sei G ein schlichtes einfachzusammenhingendes Gebiet im 
Einheitskreis, welches indessen nicht mit dem Innern des Einheitskreises 
identisch sein soll. Sei ferner {(z) cine in G regulire Funktion, welche in 
jedem Randpunkte von G, welcher im Innern des Einheitskreises liegt, ver- 
schwindet. Genauer gesagt: Ist « ein Randpunkt von G, welcher im Innern 
des Einheitskreises liegt und 2z,, 2, ...,Z,,-.. eine Punktfolge in G, welche 
gegen « konvergiert, so ist lim f(z,) = 0. 

Dann wird behauptet, daB f(z) identisch rerschwindet. 

(Auf Grund dieses Lemmas schlieBt dann Radé auf die Existenz 
offener nichtfortsetzbarer Riemannscher Flachen.) 

Uber diesen Radéschen Satz hinaus kénnen wir nun folgendes be- 
haupten: 

B” sei ein beschrinkter und schlichter einfachzusammenhiingender 
Bereich der z-Ebene, B® + B® ein endlicher, einfachzusammenhdngender 
und 8 enthaltender Bereich. Ist dann {(z) eine in B® regulire Funktion, 
die in siimtlichen im Innern von B® liegenden Randpunkten von B® den 
Grenzwert Null hat, so verschwindet {(z) identisch in B®), 

Wendet man nimlich den Cousinschen Satz (vgl. Beweis von Satz 2) 
auf den Zylinder 


(3) 0<|w|<M, z aus B® (M geeignete positive Konstante) 


an, indem man jedem Punkte P(w,z) aus 3 mit z aus 8 die Funktion 
fp = w — f(z), mit z auf dem Rande und auBerhalb von 8” die Funk- 
tion fp = 1 zuordnet, so erhalt man eine in 3 regulire Funktion F (w,z), 
die innerhalb 3 nur auf w = /(z) verschwindet. 

Die Flache F (w, z) = 0 verhalt sich in ganz 3 algebraisch, hat aber, 
falls F (w,z) nicht in jedem Punkte von 


(M) w= 0, z aus B® 


20) Vgl. Radé, ,,Uber eine nicht fortsetzbare Riemannsche Mannigfaltigkeit**; 
Math. Zeitechr. 20 (1934). 
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verschwindet, auf I mindestens einen wesentlich singuléren Punkt. In 
jedem Falle mu8 (vgi. Satz 2) F (w, z) = 0 jeden Punkt auf M als Grenz- 
punkt besitzen; das aber hei®t, w = f(z) muB8 in ganz B® verschwinden, 
w. z. b. w. 


Interessant ist, daB wir so mit Hilfe der Funktionen zweier Ver- 
anderlichen einen Satz aus der Funktionentheorie einer Veranderlichen 
beweisen konnten. 


§ 3. 
Hauptsatz iiber die isolierten wesentlichen Singularititen 
von Funktionen zweier Verinderlichen 

In einem Bereiche 6 des R, sei ein irreduzibles analytisches Flachen- 
stiick M und eine in B mit Ausnahme von Mt regulire Funktion / (w, z) 
gegeben, die M als wesentliche Singularititenmannigfaltigkeit besitzt. 

Wird nun von der Funktion f(w,z) ein Wert a, in einer noch so 
kleinen Umgebung auch nur eines Punktes auf IM nicht angenommen, so 
ist nach Satz 2 die Flache f(w,z) =a, im ganzen Innern von 8 mit 
Einschlu8 von M algebraisch (falls /(w,z)—a, tiberhaupt in mindestens 
eiuem Punkte von % verschwindet). 


Haben die Flichen f(w,z)—a,=—0 und M keine gemeinsamen 
Schnittpunkte, so ist a, Ausnahmewert der Funktion f/ in allen Punkten 
auf IM; im anderen Falle bilden die Schnittpunkte von / — a, = 0 und 
M eine abzihlbare, in % sich nirgends hiufende Punktmenge. Mit Aus- 
nahme dieser isolierten Punkte ist a, wieder Ausnahmewert von / in jedem 
Punkte von M. In beiden Fallen kann in keinem Punkte auf M ein 
von a, verschiedener Ausnahmewert existieren. Insbesondere ist jede 
Fliche /(w,z) = a+ a, in 8 transzendent und besitzt jeden Punkt 
auf M als wesentlichen Randpunkt. 


Wir kénnen also sagen: 


Satz 3. (Hauptsatz fiir n = 2.) Besitzt die in einem Bereiche B 
bis auf ein irreduzibles analytisches Flachenstiick M reguldre Funktion f (w,z) 
M als wesentliche Singularitdtenmannigfaltigkeit, so erfiillen fiir beliebig vor- 
gegebenes komplexes a mit héchstens einer Ausnahme a, die a-Stellen von f 
je ein analytisches Flachenstiick §,, das jeden Punkt auf M als wesent- 
lichen Randpunkt besitzt. Es existiert héchstens ein a,, so daB entweder 
das Gebilde %,, sich in ganz B mit EinschluB von M algebraisch verhalt 
oder aber { den Wert a, in 8 iiberhaupt nicht annimmt. 

a, ist dann Ausnahmewert von f{ in séimtlichen Punkten auf M mit 
Ausnahme einer héchstens abzihlbaren, in ® sich nicht haiufenden Punkt- 
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menge, den eventuellen Schnittpunkten von §,, mit M, in denen kein Aus- 
nahmewert von { existiert. 

Statt der reguliren Funktion /(w,z) betrachten wir nun eine in 8 
bis auf M meromorphe Funktion F(w,z), die M als wesentliche Sin- 
gularitatenflache besitzt. 

Die a-Stellenflichen von F geniigen den gleichen, durch den Vor- 
bereitungssatz gegebenen Gesetzen wie die der reguliren Funktionen. Wir 
kénnen also Satz 2 unmittelbar auch auf F(w,z) anwenden und sagen: 

Satz 3a. Besitzt die in cinem Bereiche B bis auf ein irreduzibles 
analytisches Flichenstiick M meromorphe Funktion F (w, z) M als wesent- 
liche Singularitéitenmannigfaltigkeit, so erfiillen fiir allgemeines a die a-Stellen 
von F je ein analytisches Flichenstiick §,, das jeden Punkt von M als 
wesentlichen Randpunkt besitzt. Es existieren héchstens zwei Ausnahme- 
werte a, und a,, so daf die Gebilde §,, und %, sich in B mit Einschlug 
von M algebraisch verhalten oder aber F den Wert a, bzw. a, in B iiber- 
haupt nicht annimmt. 

Es ist selbstverstindlich, daB die Polfliche %. der Funktion F (w, z) 
den gleichen Bedingungen unterworfen ist. Entweder besitzt die Flache §.. 
jeden Punkt auf M als wesentlichen Randpunkt, oder sie ist in simt- 
lichen Punkten von MM noch algebraisch. Im letzten Falle kann dann 
héchstens noch ein Ausnahmewert a; auftreten. 

Hat nun F(w,z) in einem Punkte auf Mt zwei Ausnahmewerte a, 
und a,, so wird F auch in jedem anderen, allgemein gewahlten Punkte 
auf M die Ausnahmewerte a, und a,, dagegen in den (isolierten) gemein- 
samen Schnittpunkten von §,, und %,, keinen Ausnahmewert und in den 
iibrigen Schnittpunkten von §,, mit M (bzw. F,, mit Mt) den Aus- 
nahmewert a, (bzw. a,) besitzen. Es kann natiirlich vorkommen, daB 
nur ein Ausnahmewert a, oder iiberhaupt kein Ausnahmewert auftritt. 





§ 4. 
Der Hauptsatz fiir Funktionen von m Verinderlichen. 

Wir beweisen zunichst die Giiltigkeit des Satzes 2 fiir (2 — 2)- 
dimensionale analytische Flichen des 2n-dimensionalen Raumes. Den 
Beweis fiihren wir durch vollsténdige Induktion. Wir nehmen also die 
Behauptung fiir » < n — 1 als richtig an und beweisen unter dieser An- 
nahme die Richtigkeit der Behauptung fiir y = ». Da der Satz fiir n = 2 
bewiesen ist, folgt seine Giiltigkeit fiir beliebiges n. 

Ahnlich wie beim Beweise auf 8.143 diirfen wir voraussetzen, daB 
M mit einem (2 — 2)-dimensionalen Ebenenstiick 


(M) w= 0, jz|<d, t= 2,...," 
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identisch ist und daB die gegebene (2 — 2)-dimensionale Fliche sich in 
(1) O<|wi<d, |zj<d, t=2,....m 
algebraisch verhilt. 


Wir betrachten nun die (2 — 4)-dimensionalen Schnitte der Fliche § 
mit den Ebenen z, = const. Es ist durchaus méglich, daB einer dieser 
Ebenenschnitte sich innerhalb ' , 


joj) <<d, |zi|<d, + =2,...,.»—Il1,v+1,...,m 
algebraisch verhalt, obwohl % selbst dort eine wesentliche Singularitat 
aufweist. Doch kénnen wir behaupten: 
Hilfssatz. Gibt es unter den iiber § gemachten Voraussetzungen ein 
&, > 0, so daB jeder Schnitt von % mit einer beliebigen Ebene z, = c 
(je | < e€) in 
jw] <d, |jai|/<d, +=2,...,.¥—Il,v+1,...," 


algebraisch ist, existieren ferner auf w = 0 in jeder Nahe von O (0,0,...,0) 
Punkte, in denen § sich schlechthin algebraisch verhilt, so ist auch O ein 
algebraischer Punkt fiir §. 


Beweis. Wir diirfen annehmen, da8 die 2-dimensionale Ebene 
%2=%4=>...=%=0 


nicht als Teil in § enthalten ist und damit héchstens isolierte Punkte 
mit § gemeinsam hat (dies laBt sich stets durch eine lineare Trans- 
formation der Fliche erreichen, die zugicich w = 0 in sich iberfiihrt). 
Es existiert dann wieder ein e > 0, so da8 auf 
(2) jwl =e, |4/sSe t+=—2,....m (esd) 
kein Punkt von § liegt. Nach Voraussetzung existiert ferner ein Punkt 
(0, @,,...,@,) und ein g, so daB § sich innerhalb 
(2) w=0, |z—a,|\< 0, 1=2,..., 
algebraisch verhalt und ‘zugleich |z, —a,| < @ in |z%,| <e enthalten ist 
(¢ = 2,...,m). Wir kénnen e = «, wihlen. 

Wir betrachten zunichst die Schnitte von } mit einer Ebene z, = c, 
(c, konstant und |c,|<e). Da § mit (2) punktfremd ist, léBt sich ein 
solcher Schnitt auf Grund des Vorbereitungssatzes darstellen durch: 
w™ “a + A, (2, +29 2p —15 Cn) w™ “nw i: +...+Ay (cy) (z, ++ +9 Zn—19Cn) = 9; 


hierbei sind die A, (z,,...,Z,—1, €,) in 


jai|<e, +=2,....n—1 
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regular bei jeweils festem, sonst aber beliebigem c, aus |c,| < e; zu- 
gleich sind die A, (¢,,...,¢n—1,¢,) die elementarsymmetrischen Funk- 
tionen der w-Koordinaten der auf 
t= C,, % = C,,.-5 m%=Ce, |wl<e 

gelegenen Punkte von §, gerechnet mit der jeweils zugehérigen Schnitt- 
multiplizitat*"), und zwar bei festgehaltenem €,.. 

Unser Ziel ist, zu zeigen, daB m/(c,) von c, unabhiangig ist und daB 
die A, (z,,..-, 2) im 

i%| <<, $=2,....8 

reguliare Funktionen der unabhingigen Verinderlichen z,,...,z, sind. 

Zur Vereinfachung des Beweises kénnen wir voraussetzen, da8 keine 
Verzweigungsmannigfaltigkeit von § mit einem in (1) gelegenen (2 —4)- 
dimensionalen Teile irgendeines Ebenenschnittes zusammenfallt; dies laBt 
sich stets durch eine nicht spezielle lineare Transformation der Fliche § 
erreichen (bei festem w = 0 und fester Achse z, = z, = ... = 2% = 0). 
Ist aber eine solche Verzweigungsmannigfaltigkeit fiir z, = ¢, mit der 
durch z, = ¢, aus w = 0 ausgeschnittenen (2 — 4)-dimensionalen Ebene 
identisch, so wihlen wir statt m(é,) den oberen limes der m (c,) fiir 
C, > €, (wir setzen dann A, (2,,.. ., 2x—1, €n) =0 fiir k > m (€,)). 

Da nun § sich innerhalb 

jw|se, |z4—a|<oe, *+=2,...,9 
algebraisch verhalt (vgl. (1) und (3)), folgt unter den gemachten Voraus- 
setzungen, daB m (c,) =m = const fiir alle c, mit |c, —a,|< 0, dab 
ferner die A, (z,,...,Zn—1, 2) im 
|jz,—a|\<o@, +=2,...,.n--l,n 

schlechthin reguliare Funktionen der z, sind und zugleich, daB fiir jedes 
(¢;, ore — I> Ca) aus 
(4) lQl<e, $= 2,...,#—1, len — Gal < e 
die Summe der Schnittmultiplizititen der Schnittpunkte von § mit dem 
2-dimensionalen Ebenenstiick 


jwj<e, 2, =, & = 0,-2.8 = Ce (¢; aus (4)) 


konstant und gleich m ist, gemessen bei beliebiger Annaherung an diese 
Ebenen. 


Dieselbe Uberlegung fiihren wir fiir z,., durch und erhalten als 
Darstellung der zugehérigen Schnitte: 


w™“n—9) + A, (25, +++9 2n—2, Cn—1> Zn) w™%n—2 Si +... 


+ 4oe_y) (Sys ++ +> Sa—a Cn—a» Se) = 0; 


21) Vgl. Anm. 1"), 
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hierbei sind die A, (z,, ..., 2,—1, Cn—1+ 2,) bei festem c,_, in 
jal|<e ¢+=2,...,.n—2," 


regular. Da jeder Ebenenschnitt z,_, = c,—, den Streifen (4) in einem 
(2m — 4)-dimensionalen Stiicke trifft, ergibt sich nunmehr**), daB m (c,—,) 
=m fiir alle c,_, aus |c,_,|<( e und daraus, da® fiir jedes (¢,,..., £,) 
aus |C;|<e, 1 = 2,...,m die Summe der Schnittmultiplizititen inner- 
halb |w| < e schlechthin gleich m ist. 

Auf diese Weise erhalten wir schlieBlich innerhalb 


(5) jwlj<e |aj<e t+=—2,..,” 
fiir § die Darstellung: 
w™ + A, (2, ..., 2) WM... + Ag (2, .. 5 2) = 0, 


wobei die A, in 
(6) |z,|<e, ¢=2,....9 


bei festgehaltener einer Veranderlichen regulire Funktionen der iibrigen 
sind. Nach einem bekannten Hartogsschen Satze sind also die A, in (6) 
schlechthin regulir und somit § in ganz (5) algebraisch, w. z. b. w. 

Aus dem Hilfssatz ergibt sich jetzt wie folgt unsere Behauptung: 

Setzen wir voraus, da8 auf 9 mindestens ein wesentlich singulirer 
Punkt von § existiert, so sind nur zwei Fille méglich: 

1. Die wesentlichen Singularitiéten von § bilden auf M eine Menge 
mit nur inmneren Punkten. Da jeder Hiufungspunkt von wesentlich sin- 
guliren Punkten wieder ein solcher ist, muB diese Menge ganz M be- 
decken. Unsere Behauptung wiire also bereits bewiesen. 

2. Es gibt auf M einen wesentlich singuliren Punkt Q. so daB in 
jeder auf M liegenden Umgebung von Q algebraische Punkte von § 
existieren. Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, daB Q die Koor- 
dinaten 0,0,..., 0 hat. 

Aus dem Hilfssatz folgt dann, daB es zu mindestens einem i = i, 
eine Folge positiver Zahlen ¢, mit lim «, = 0 gibt, so daS die zu den 


Ebenen z;, = ¢, gehérigen Schnitte von § in mindestens einem Punkte 
auf 


(7) w=0, |z\/<e, t1=2,...,4,—1%44+1," 


wesentlich singulir werden, oder daB der zu 2, = 0 gehdrige Schnitt 
bereits selbst auf (7) eine wesentliche Singularitat besitzt. 


22) Betreffs der c, _, machen wir die gleichen Annahmen wie oben iiber die ¢, . 
Mathematische Annalen. 111. ll 
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Da nach unserer Annahme Satz 2 fiir diese (2 — 4)-dimensionalen 

Schnitte gilt, muB jeder Punkt auf 

w=0, %,=e, |%/<e +=2,....4—1,4,4+1,...,8 
bzw. auf 
(8) w=0, 4=0, |xl<e s=2,...,4,—1, §,+1,....% 
wesentlich singulirer Punkt des zugehérigen Schnittes und damit erst 
recht der gegebenen Flaiche § sein. In jedem Fall ist also jeder Punkt 
auf (8) als Hiaiufungspunkt von wesentlichen Singularitéten selbst eine 
solche. 

Beziehen wir nun die Flaiche § auf ein anderes Koordinatensystem, 
das aus dem urspriinglichen bei festem w und fester Achse z, = z, = ... 
=z, = 0 durch eine homogene lineare Transformation hervorgeht, so 
miissen fiir dieses neue Koordinatensystem die gleichen Uberlegungen wie 
oben gelten. Es existiert also wieder ein i,, so daB der Schnitt der 
beiden Koordinatenebenen w = 0 und z;, = 0 mit Singularititen von § 
bedeckt ist. Hieraus ergibt sich dann leicht, daB notwendig jeder Punkt 
auf M wesentlich singular ist, im Widerspruch zu unserer Annahme, daf 
in jeder Umgebung von Q auf M algebraische Punkte von § existieren 
sollen. 

Hiermit ist die Ubertragung des Satzes 2 auf n Veranderliche voll- 
stindig bewiesen. 

Aus der Giiltigkeit von Satz 2 kénnen wir wie auf S. 149 miihelos 
auch auf die Giiltigkeit des Hauptsatzes fiir beliebiges » schlieBen. Es 
ergibt sich also: 

Hauptsatz. Besitzt die in einem Bereiche 8 bis auf ein irreduzibles 
analytisches Flichenstiick I regulire Funktion f (z,,2,---,2,) M als 
wesentliche Singularitétenmannigfaltigkeit, so erfiillen fiir allgemeines kom- 
plexes a die a-Stellen von f{ je ein analytisches Flachenstiick §,, das jeden 
Punkt auf M als wesentliche Singularitdt besitzt. Es existiert hichstens 
ein a,, 8o dab entweder das Gebilde &,, sich im ganz B mit Einschlup 
von IM algebraisch verhilt oder aber f (z,,2%,,---;%m) den Wert a, in B 
tiberhaupt nicht annimmt. 

Existiert dieser Ausnahmewert a, und nimmt f den Wert a, in 
mindestens einem Punkte aus $ an, so wird die Fliche §,, die Flache M, 
falls titberhaupt, in einer (2 n — 4)-dimensionalen Mannigfaltigkeit schneiden, 
die sich auf IM ausnahmslos algebraisch verhilt. In den Punkten dieser 
Mannigfaltigkeit wird f keinen Ausnahmewert besitzen, wahrend / in einem 
allgemein gewihlten Punkte auf M den festen Ausnahmewert a, hat. 

Wir kénnen also insbesondere sagen: Besitzt f in einem Punkte auf M 
einen Ausnahmewert a,, so erfiillen die Punkte von M, in denen a, Aus- 
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nahmewert ist. entweder ganz M oder ein auf M algebraisches (2 — 4)- 
dimensionales Gebilde. 

Entsprechend wie auf 8.150 lautet wieder die Ausdehnung des 
Hauptsatzes auf meromorphe Funktionen von n Veranderlichen. 


§ 5. 
Ganze Funktionen und ganze Flichen. 

Eine (2 — 2)-dimensionale analytische Fliiche, die mit dem Null- 
stellengebilde einer ganzen Funktion { (z,, z,,..., 2) identisch ist, wollen 
wir eine ganze Fliiche nennen. Eine ganze Fliche verhilt sich im end- 
lichen Raume R,,, ausnahmslos algebraisch, und umgekehrt ist nach dem 
Cousinschen Satze eine iiberall im Endlichen algebraische Fliche eine 
ganze Fliche*). ime ganze Flache, die auch im Unendlichen keine 
wesentlichen Randpunkte besitzt, ist notwendig eine algebraische Flache 
schlechthin™), d.h. eine Flaiche, die durch eine algebraische Gleichung 
F (z,, 2, -- +» 2) = 0 gegeben ist (F ein Polynom in z,, z,,..., Z_). 

Eine ganze, nicht-algebraische Flache wollen wir eine ganze trans- 
zendente Fliche nennen. Eine solche Flache besitzt nach Definition auf 
der unendlichfernen analytischen Ebene**) mindestens einen wesentlichen 
Randpunkt. Aus Satz 2 ergibt sich dann unmittelbar: 


Satz 4%). Eine ganze transzendente Fliche besitzt jeden unendlich- 
fernen Punkt als wesentlichen Randpunkt. 


Es kénnen demnach nur zwei Fille eintreten: 

Entweder hat eine ganze Fliache § mit der unendlichfernen Ebene 
eine (2 — 4)-dimensionale algebraische Flache gemeinsam (fiir » = 2 nur 
endlich viele Punkte), ist dann also selbst eine algebraische und ins- 
besondere geschlossene Flache. 

Oder aber % ist eine offene Flache, die jeden unendlichfernen Punkt 
als Grenz- und wesentlich singuliren Punkt besitzt. 


*3) Vgl. Anm. **). 

24) Vgl. die in Anm. *) zitierte Arbeit von Severi, 8. 42. 

*5) Wir denken uns den R,, komplex-projektiv abgeschlossen. Vgl. Severi 
loc. cit. und Behnke-Thullen, Bericht. 

26) Satz 4 gilt nicht mehr bei beliebiger AbschlieBung des Raumes, so nicht 
mehr in dem von Osgood eingefiihrten ,,Raume der Funktionentheorie“; hier 
kénnen wir behaupten, daB die gegebene transzendente Flache mindestens eine 
der n unendlichfernen Ebenen als wesentliche Singularitatenfliche hat. Wohl gilt 
Satz 4 in allen Raiumen, deren unendlichferne Punkte eine irreduzible analytische 
Mannigfaltigkeit bilden. Satz 4 enthalt als unmittelbare Folgerung den bekannten 
Hurwitz -WeierstraBschen Satz, daB eine im abgeschlossenen Raume meromorphe 
Funktion eine rationale ist (siehe auch Severi, loc. cit. S. 41). 


11* 
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Als ein einfaches Beispiel des zweiten Typus sei die Fliche w — et = 0 
genannt. Diese wird von einer Ebene z= c in je einem Punkte, von 
einer Ebene w = ¢ in unendlich vielen Punkten geschnitten und schmiegt 
sich in der Richtung der w-Achse ,,oszillierend“ der unendlichfernen 
Ebene an. 

Satz 4 la8t sich auch ohne Umweg iiber Satz 2 beweisen. Da das 
Beweisverfahren des Satzes 2 sehr kompliziert ist, sei der direkte einfache 
Beweis angefiihrt. 

Es geniigt hierbei zu beweisen, daB eine ganze Flache, die sich gegen 
mindestens einen unendlich fernen Punkt Q nicht hiuft, eine algebraische 
Flache ist. 


Beweis”). Die n Veranderlichen bezeichnen wir mit w, z,, ..., 2. 
Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, daB Q der auf der Ebene 
Z, = 2, = ... = 2, = 0 gelegene unendlichferne Punkt ist. 


Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U(Q), in der kein 
Punkt von § liegt. U (Q) sei gegeben durch 
(1) jw >e |wl)>e-|%| t= 2,...m (o > 1). 


Ahnlich wie im Beweise von Satz 1 und 2 kénnen wir wieder schlieBen, 
daB jede Ebene 


% = €,, 2% = Cs,..-.% = Cy 
die Fliche § in einer endlichen, von den ¢,; unabhingigen Anzahl m von 
Punkten trifft (jeder Punkt mit der ihm zugehérigen Multiplizitaét gezahlt), 
und ferner, dab § die Darstellung zulaft: 
R (w, 2, - - +» Zn) = w™ + A, (24, ..., Zn) OF? +... + Ag (Z, ~~ +5 Mn) = 0; 
hierbei sind die A, ganze Funktionen der z;. Fiir die Wurzeln w, (£,, .. ., Sn) 
von R (w, f,,.--, fn) = 0 gilt nach (1) 


|, (Sg,--+» Sn)| Se oder |w,(0,,..-, Cn)| Se- Max lg], » =1,2,...,.m. 


Somit geniigen ihre elementarsymmetrischen Funktionen 
A, (C,,---»0a), &=1,2,...,% 


(auBerhalb des Polyzylinders |¢,| > 1, 1 = 2,...,m) Ungleichungen der 
Form 

| Ax (04, ---» Sn)| Sm [oe Max |¢,|]". 
Hieraus folgt, daB die A, ganz rational sind, somit R (w,z,,...,2,) ein 
Polynom ist, w. z. b. w. 


37) Vgl. auch Behnke-Thullen, Bericht, wo sich im Falle zweier Verander- 
lichen ein ahnlicher Beweis zu einem anderen Zwecke vorfindet. 
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War nun G (z,,2,, ..., 2,) = 0 (@ eine ganze Funktion) die urspriing- 
liche Darstellung der gegebenen Flaiche §, so ist sicherlich G durch das 
Polynom R teilbar, d. h. es ist 

G (2,5 Zyre+ z,) 


Re, 2,5 +++» Z) =G (3, , gy - + +» Be) 


ae 
wieder eine ganze Funktion, und zwar verschwindet @ nirgends im ab- 
geschlossenen Ry». 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: 

Satz 5. Ist G(z,,2,,..., 2%) eine ganze Funktion, so ist fiir all- 
gemeines a die ganze Fliche G (z,,2,,...,; 2) —@ = 0 transzendent und 
besitzt jeden unendlichfernen Punkt als wesentlichen Randpunkt. Es existiert 
héchstens ein a,, so dag das Gebilde G (z,, 2, ..., 2,) —@, = 0 eine alge- 
braische Fliche ist; es ist dann 


G (2,, 2, -- +) %) = GE Morn Oe (2, 2g +++) Za) +o, 


wobei H eine geeignete ganze Funktion, R ein Polynom bedeutet. 


(Eingegangen am 7. 12. 1934.) 





Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Veriinderlichen. 


Konvexitat in bezug auf analytische Ebenen 
im kleinen und gro6en. 


Von 
H. Behnke und E. Pesch] in Minster (Westf.). 





Den Untersuchungen iiber die analytischen Funktionen /(w,z) der 
beiden komplexen Veranderlichen 


w=u+iv und z=a2+iy 


wird jetzt allgemein der projektiv abgeschlossene Raum zu Grunde gelegt. 
Die dazu gehérige Gruppe besteht aus den linearen Transformationen 





wo = G4, W + 927+4)3 
G3, W + A392 + Gs 


| P Gg W + G92 + 495 
~ 


(1) 





= layy.| + 0. 


3, W + 39% + 33’ 
Die einzige Klasse linearer Gebilde, die invariant gegeniiber der vollen 
Gruppe der Transformationen (1) ist, ist die Klasse der 2-dimensionalen 
analytischen Ebenen aw +fz+y = 0. Mit Bezug auf diese analytischen 
Ebenen gibt es eine Konvexitaét im kleinen und im groBen. 

Den schlichten Bereich $') nennen wir im kleinen planarkonvex, wenn 
es durch jeden Randpunkt P von $ eine analytische Ebene gibt, die in 
einer Umgebung U(P) nicht in 8 eindringt. 

Der schlichte Bereich 8 ist im groBen planarkonvex oder schlechthin 
planarkonver, wenn es durch jeden Randpunkt P von $ eine analytische 
Ebene (Stiitzebene) gibt, die nicht in $ eindringt. Zur Definition der 
Planarkonveritét (S. 162) benutzen wir eine andere Eigenschaft, die fiir 
schlichte Bereiche (nach Satz 2 und 3) mit der zuletzt genannten Aqui- 
valent ist. 

Beide Arten von Konvexitat werden in dieser Arbeit naher untersucht. 
Die Konvexitaét im groBen hat die im kleinen unmittelbar zur Folge. Es 


1) Unter ,,Bereich“ ohne Zusatz sei immer ein offener vierdimensionaler Bereich 
verstanden. Siehe H. Behnke und P. Thullien: Theorie der Funktionen mehrerer 
komplexer Veranderlichen. Erg. d. Math. u. i. Grenzgebiete. Berlin (1934). Im 
folgenden abgekiirzt: B.-Th.-Bericht. In der Begriffsbildung beziehen wir uns 
immer auf diesen Bericht. 
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wird gezeigt, daB auch das Umgekehrte bei dieser Art von Konvexitit 
zutrifft. Das ist nicht selbstverstaindlich, sondern ist bei jeder Art von 
Konvexitaét gesondert zu priifen. 

So gilt dies sicher nicht in bezug auf Gerade im R,. Es gibt Bereiche 
im R,, die durch jeden Randpunkt eine den Bereich nicht treffende Stiitz- 
strecke aufweisen, aber trotzdem gewisse Randpunkte haben, durch die 
es keine Gerade gibt, die nirgends in % eindringt. Ein Beispiel dafiir 
bildet der Volltorus: 


(Ve? -+y—r)i+2<— PR, r>PR. 

Sogar bei jener Art von Konvexitit im (w, z)-Raum, welche mit be- 
liebigen (also auch nichtanalytischen) zweidimensionalen Stiitzebenen erklart 
wird, ist der Schlu8 vom ,,Kleinen ins GroBe‘ bereits falsch. So weist 
der Bereich 

(jzj|—r)*+vV< RB, -l<v<+1, r>R 
durch jeden seiner Randpunkte eine zweidimensionale Ebene auf, die in 
einer gewissen Umgebung Stiitzebene ist. Jedoch gibt es hier wieder 
gewisse Randpunkte, durch die keine Ebene E, lauft, die in ihrer gesam- 
ten Ausdebnung nirgends eindringt. 

Daraus erkennen wir, daB in dem hier zu behandelnden Falle der 
SchluB vom Kleinen ins GroBe ganz wesentlich vom analytischen Charakter 
der Ebenen abhingt, auf welche die Konvexitait bezogen wird. 

Das ganz entsprechende Problem fiir Konvexitit in bezug auf ana- 
lytische Flachen (die sogenannte Pseudokonvexitit) ist in der Literatur 
immer wieder beachtet, aber bis heute noch im allgemeinen Falle ungelést*). 
Es ist dies die Frage, die sich an die Untersuchungen von E. E. Levi 
iiber den Rand von Regularitatsgebieten unmittelbar anschlieBt. E. E. Levi 
bewies, daB die ,,Pseudokonvexitét im kleinen“ fiir den Rand von Regu- 
larititsbereichen notwendig ist. Ist umgekehrt der Rand eines Bereiches 
® iiberall pseudokonvex im kleinen, so ist bis heute die Frage noch nicht 
geklairt, ob — gewisse Differentiierbarkeitsbedingungen etwa noch voraus- 
gesetzt — der Bereich dann auch Regularititsbereich ist. Sie wiire sofort 
bejahend beantwortet, wenn die ,,Pseudokonvexitét im groBen“ aus der 
im kleinen folgte. 

Zur Kenntnis der Planarkonvexitit ist noch zu erwahnen: 


1. Es gibt nichtplanarkonvexe Bereiche, bei denen es trotzdem 
durch jeden Randpunkt eine zweidimensionale Ebene gibt, die nirgends 
in % eindringt. (Siehe 8S. 163.) 


2) Vgl. B.-Th.-Bericht. Kap. IV. §3 und neuerdings P. Thullen, Math. Annalen 
110 (1934), S. 29—32. 
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2. Es gibt unendlich viele topologisch verschiedene Typen planar- 
konvexer Bereiche. (Es geniigt, dazu Zylinderbereiche mit mehrfach zu- 
sammenhangender Projektion zu betrachten.) 

3. Es gibt nichtschlichte planarkonvexe Bereiche. (Siehe 8. 163.) 

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaBen aufgebaut: 

Im Abschnitt 1 wird nach einer vorbereitenden Behandlung von kon- 
vergenten Folgen analytischer Ebenen die Planarkonvexitét von Bereichen 
eingefiihrt. Die Begriffsbildung ist nach einer Methode, die Henri Cartan*) 
angab, so gefaBt, daB sie auch bei nichtschlichten Bereichen verwandt 
werden kann. Sodann werden die sich unmittelbar ergebenden Eigen- 
schaften der Planarkonvexitét in bezug auf Durchschnitt und Stiitzebene 
aufgestellt. 

Im Abschnitt 2 wird unter gewissen Differentiierbarkeitsvoraussetzungen 
gezeigt, daB bei den Reinhardtschen Kérpern die Planarkonvexitit die 
Konvexitaét im elementargeometrischen Sinne zur Folge hat. 

Im Abschnitt 3 werden die Differentialungleichungen aufgestellt, die das 
planarkonvexe Verhalten im kleinen charakterisieren. Ist p(u,v,z, y) = 0 
der zweimal stetig differentiierbare Rand des Bereiches 8, gp << 0 8 zu- 
gewandt, L(g) der Levische Ausdruck, 








0 Cw Vs 
M (9) =—|Pu Puw Pw: 
Pz Pws Paz 


und N (gp) = L*(~) —|M(q)/* ein Ausdruck, dessen Vorzeichen invariant 
gegeniiber projektiven Transformationen ist, gilt ferner in jedem Rand- 
punkte von 8 L(g) > 0, N(@) > 0, so ist 8 planarkonvex im kleinen. 
Ist umgekehrt die Planarkonvexitét im kleinen von 8 vorausgesetzt, so 
gilt — bei Annahme geniigender Differentiierbarkeit — L(g) > 0, N(g) => 0. 

Im Abschnitt 4 wird gezeigt, daB aus der Planarkonvexitit im kleinen 
die im groBen folgt. Insbesondere wird bewiesen: 

Der schlichte Bereich ® sei von einer iiberall zweimal stetig differentiier- 
baren Hyperjlache ~ = 0 mit lauter gewéhnlichen Stellen berandet. (p < 0 
sei B zugewandt.) In jedem Punktle des Randes sei L(y) > 0, N(q) > 0. 
Dann schneidet eine analytische Ebene B® in héchstens einem Gebiete, und 
durch jeden Randpunkt von B gibt es eine analytische Stiitzebene. (B ist 
dann also auch Regularitdtsbereich.) 

Im Abschnitt 5 wird von den Hyperebenen ausgegangen. Sie bilden 
keine Klasse projektiv invarianter Gebilde. Die zugehérige Klasse ist die 
Klasse der ,,Projektivebenen“. Diese werden dann durch Gleichungen 


3) H. Cartan, Sur les domaines d’existence des fonctions de plusieurs vari- 
ables complexes. Bull. Soc. Math. France 59 (1931). 
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charakterisiert. Die Grenzgebilde von Folgen von Projektivebenen werden 
untersucht. 

Abschnitt 6. Es liegt nahe, die Konvexitét von Bereichen in bezug 
auf Projektivebenen einzufiihren. Diese Konvexitat fillt bei schlichten 
Bereichen mit der Planarkonvexitaét zusammen. Da die Konvexitit in 
bezug auf Geraden und projektive Bilder im abgeschlossenen (w, z) - Raum 
inhaltsleer ist — jeder Bereich wire sonst konvex — folgt, dai im wesent- 
lichen die einzige Konvexitét in bezug auf lineare Gebilde und ihre 


projektiven Bilder im schlichten, abgeschlossenen (w, z)- Raum die Planar- 
konvexitat ist. 
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§1. 
Planarkonvexitat. 
Die zweidimensionale Ebene, die durch die Gleichungen 
(1) 4,,0+4,y+4,,4u+a,,0=0 


Gy, T+ Aggy + 2,,U + dy,0 = 0 
angegeben wird, heiBt eine analytische Ebene, wenn sich die beiden 
Gleichungen (1) zu 
(2) aw+Bze+y=0 
zusammenfassen lassen. Weiter wird noch die Gesamtheit der unendlich 
fernen Punkte als die unendlich ferne Ebene zu den analytischen Ebenen 
gerechnet. 

Bei projektiven Transformationen wird eine analytische Ebene wieder 
in eine solche transformiert. 

Spiiter werden wir Folgen von analytischen Ebenen bendtigen. Des- 
halb definieren wir zunichst: Hine Folge von Punktmengen ¥,, konvergiert 
gegen eine Punktmenge M (genannt das Grenzgebilde der Y,,), wenn jeder 
Punkt P, von M Konvergenzpunkt von Folgen P, auf $,, » = 1,2,..., 
ist und keine weiteren Punkte als Hiufungspunkte dieser Folgen auftreten. 

Hat also M keinen gemeinsamen Punkt mit einem abgeschlossenen 
Bereiche %, so gilt gleiches auch fiir $,, » > n,. 


Konvergente Folgen analytischer Ebenen €, weisen als Grenzgebilde 
wieder nur analytische Ebenen auf. 
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Zum Beweise beachtc: wir zunichst, daB bei einer Folge €,: 
(3) n+ Ba2+ Yn =, lon +|Bal? + lyn = 15 ym Tell 
mit 
(4) lim a, = a%, lim £, = By, lim yn = Yo; 
die analytische Ebene €,: 

aw+pz+y, = 0, 

falls mindestens «, oder 8, + 0 (und im andern Falle die unendlich ferne 
Ebene), das Grenzgebilde der €, ist. Wegen der Stetigkeit der linken 
Seite von (3) in allen vorkommenden GréBen kénnen nur Punkte von 
€, Haufungspunkte von Folgen P,, auf €, sein. Andererseits ist zu jedem 
Punkte auf €, leicht eine Folge gegen diesen Punkt konvergierender P,, 
auf €, angebbar. 

Waren nun bei einer konvergenten Folge €,, die den Gleichungen 
tn W+Bazt+yn =9, Jon? + | Bn? + lyn? = 15 y reel, 
geniigt, die Folgen der Koeffizienten «,, 8, und y, nicht ihrerseits kon- 
vergent, so gabe es unter den €, mindestens zwei Teilfolgen, die gegen 
verschiedene Ebenen konvergierten, was der Konvergenz der €, wider- 
spricht. Bei konvergenten Folgen €, sind also die Gleichungen (4) immer 

erfiillt. Das Grenzgebilde ist stets eine analytische Ebene. 

Diesem Satze fiigen wir erginzend hinzu: 

Jede Folge analytischer Ebenen weist mindestens eine konvergente 
Teilfolge auf. 

Dieses folgt nach dem Obigen einfach aus der Tatsache, daB in jeder 
Folge €,, 

n+ Bezt+y~n =; lon? + [Bal + lyn? = 1, 
eine Teilfolge vorhanden ist, in der die «,, 8, und y, konvergieren. Sind 
a, 8, ¥ die Grenzwerte der Koeffizienten, so ist 
aw+p,z2+y, =0 
(bzw. falls «a, = 8, = 0 die unendlich ferne Ebene) die Grenzebene der 
herausgewahlten Teilfolge. 

Jede Folge analytischer Ebenen, deren konvergente Teilfolgen alle 
dasselbe Grenzgebilde aufweisen, ist selbst konvergent. 

Definition der Planarkonvexitat von (schlichten und nicht- 
schlichten) vierdimensionalen Bereichen iiber dem abgeschlossenen (w, z)- 
Raum. 

B heift planarkonvex, wenn es zu jedem Bereiche 8B, << B einen 
Bereich B* gibt, B, < B* < B, so daB durch jeden Punkt P in 8, 
aber auferhalb B*, eine analytische Ebene léiuft, die nicht in B, eindringt 
— genauer: eine analytische Ebene laiuft, auf der man P innerhalb B mit 
keinem Punkt von 8, verbinden kann. 
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Als Beispiel planarkonvexer Bereiche seien die schlichten, wie auch nicht- 
schlichten Zylinderbereiche erwaihnt. Andererseits mége als Regularitatsbereich, 
der nicht planarkonvex ist, erwahnt sein 

R: |wl-|z| <1. 
Im Punkte (1,1) weist R als analytische Tangente T auf: 
(w—1)4+(z2—1) = 0. 
T dringt in R ein. Bei allen anderen analytischen Ebenen durch (1,1) ist von 
vornherein klar, daB sie in R eindringen. Im Punkte (1,1) weist also R keine 
Stiitzebene auf. Wir werden aber gleich (Satz 2) sehen, daB dies der Planar- 
konvexitaét widerspricht. 

Auch gibt es nichtplanarkonvexe Bereiche, bei denen trotzdem durch jeden 
Randpunkt eine zweidimensionale (natiirlich nicht immer analytische) Stiitzebene 
existiert. Zur Konstruktion eines solchen Bereiches gehen wir von einem Zylinder- 
bereiche 3 aus, dessen Projektion in der w-Ebene nicht konvex ist. P sei ein 
Punkt auf dem Rande dieser Projektion, durch den es keine Stiitzgerade gibt. 
R sei ein nicht auf der Kante des Zylinderbereiches liegender Randpunkt mit P 
als Projektion in der w-Ebene. Jede zweidimensionale Ebene durch R bis auf 
die analytische Tangentialebene dringt in 3 ein. © sei nun der Bereich, der aus 3 
durch eine geeignete nichtanalytische Drehung hervorgeht. Durch den Bild- 
punkt R* von R gibt es dann keine analytische Stiitzebene. 


Aus der Definition folgt unmittelbar: 

Satz 1. Ein Bereich, der Durchschnitt von endlich oder unendlich 
vielen planarkonvexen Bereichen ist, ist wieder planarkonvex*). 

Ist ein Bereich schlicht, so kénnen wir von seinem Aufern sprechen 
und damit die Planarkonvexitit bequem fassen. 

Satz 2. Durch jeden Randpunkt P eines schlichten, planarkonvexen 
Bereiches gibt es eine analytische Ebene, die tiberhaupt keine Punkte mit 
dem offenen Bereich gemein hat. 

Eine solche analytische Ebene durch den Randpunkt P nennen wir 
eine Stiitzebene von P. 

Aus Satz 2. folgt‘*): Jeder schlichte planarkonvexe Bereich ist Regu- 
laritdtsbereich. 

Zum Beweise von Satz 2. sei 8 eine Folge ganz in % gelegener 
(schlichter) Bereiche, so daB BY < B+» und lim BY = 8. Wir kon- 
struieren zu den 8% jeweils Bereiche SY? von der in der Definition der 
Planarkonvexitét erwaihnten Eigenschaft. Ferner wiahlen wir eine Folge 
von Punkten P aus, die 1. gegen P konvergieren, und 2. von denen P 
immer auBerhalb B liegt. Durch P gibt es eine analytische Ebene, 
die 8” nicht trifft. Die Folge dieser Ebenen weist eine Teilfolge auf, 


4) Uber den Begriff des Durchschnittes nichtschlichter Bereiche siehe B.-Th.- 
Bericht. Kap. 1. E 
4a) Siehe H. Behnke, Natiirliche Grenzen. Hamburg. Abhandl. 5 (1927), S. 292. 
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die gegen eine Ebene €, konvergiert. €, lauft durch P und bleibt 
auBerhalb aller 8%, also auBerhalb 8. 

Es gilt die Umkehrung: 

Satz 3. Gibt es durch jeden Randpunkt eines schlichten Bereiches eine 
analytische Ebene, die nirgends eindringt, so ist der Bereich planarkonvez. 

In der Tat, wire $8 nicht planarkonvex, so giibe es mindestens 
einen Bereich 8, << B, zu dem es kein B* (mit der bewuften Eigen- 
schaft) giibe. In beliebiger Nahe des Randes von % wiirde es Punkte T 
geben, so daB alle analytischen Ebenen durch 7 innere Punkte von 8%, 
aufwiesen. Unter diesen 7 greifen wir eine gegen einen Randpunkt R, 
konvergierende Folge T,, T,, ... heraus. Durch R gibt es aber nach 
Voraussetzung eine Stiitzebene. Wir denken uns diese jetzt in die un- 
endlich ferne Ebene transformiert. Dann ist 8%, notwendig ein be- 
schrinkter Bereich. Also gibt es doch durch die 7, fiir i > i, Ebenen, 
die nicht in %, eindringen, entgegen der Annahme. 

Aus Satz 3. folgt weiter: 


Satz 4. Gibt es durch jeden Punkt auferhalb des schlichten Be- 
reiches B eine analytische Ebene, die nicht in B eindringt, und ist jeder 
Randpunkt R von 8 Héaufungspunkt duferer Punkte, so ist B planar- 
konvez. 

Sind namlich die R, Punkte auBerhalb von 8 mit lim R, = R, 80 
gibt es in der Folge €, durch R, laufender analytischer Ebenen, die 
nicht in 8 eindringen, eine konvergente Teilfolge. Das Grenzgebilde ist 
eine analytische durch R laufende Ebene, die nicht in $ eindringt. Die 
Voraussetzungen des Satzes 3. sind erfiillt, woraus dann die Behauptung 
folgt. 

Die Aussage des Satzes 4. ist falsch, wenn die Voraussetzung iiber 
die Randpmnkte fallen gelassen wird. Beispiel: Die im Nullpunkt punk- 
tierte Hyperkugel. 

Satz 3. gestattet auch, einen Bereich anzugeben, der zwar planar- 
konvex, nicht aber konvex im elementaren Sinne ist. Man wahle den 
Zylinderbereich 3, der festgelegt ist durch: w im Einheitskreise, z in 
einem. nichtkonvexen Bereich 6,. Durch jeden Randpunkt von 3 geht 
eine analytische Ebene, die nicht in 3 eindringt, so daB nach Satz 3. 
3 planarkonvex ist, wihrend es Gerade gibt, die 3 mehrmals schneiden. 


§ 2. 


Planarkonvexitét und Reinhardtsche Kérper. 


Die Planarkonvexitét von Reinhardtschen Kérpern laBt sich auf 
einfache Bedingungen zuriickfiihren. Wir beweisen: 
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Satz 5. Ist ein Reinhardtscher Kérper R planarkonvex, so ist der 
Bereich R, der von seiner Projektion in der Viertelsebene von |w| und |z| 
(absolute Ebene genannt) gebildet wird, konvez. 

Zum Beweise beachten wir zunichst: Die Projektion einer analy- 
tischen Ebene aw+f2z+y=0 auf die absolute Ebene bildet — ab- 
gesehen von den gleich zu erwihnenden Ausnahmefillen — einen Halb- 
streifen, der begrenzt wird von den Halbgeraden 


|a|+|w| —|B|-l2| +17] =0 
ja| |w!—|B|-|2|—|r| =0 


la|-|w| + |B|-|2|—|y| = 0. 
Bei den Halbgeraden ist der Tangens des Richtungswinkels positiv, bei 
der Strecke S negativ. Im Ausnahmefalle, in dem mindestens einer der 
Koeffizienten gleich null ist, tritt statt des Halbstreifens eine zu einer 
Achse parallele oder durch den Nullpunkt laufende Gerade auf. 

Es ist nun selbstverstandlich, daS dann (und nur dann) eine analy- 
tische Ebene € mit einem Reinhardtschen Kérper  R Punkte gemein hat, 
wenn dieses fiir die Projektion von € und & gilt. Wenn nun R im 
Randpunkt P eine Stiitzebene €, aufweist, so mu8 durch die Projektion 
P von P auf dem Rande von ® eine der drei Begrenzungsgeraden der 
Projektion von €, laufen, die nirgends R schneidet, und daher Stiitz- 
gerade in P an §& ist. 

Folgerung: Ein planarkonvexer Reinhardtscher Kérper R mit stetig 
differentiierbarem Rande p(u* + v*, 2?+y) = 0 (wobei von die vier 
ersten Ableitungen in keinem Randpunkte zugleich verschwinden sollen) hat 
einen seiner drei Fixpunkte (0,0), (0, oo) oder (co, 0) im Innern, wihrend 
die beiden anderen stets drauBen liegen. 

Ein wichtiger Sonderfall dieser Aussage ist: 

Ein endlicher, nichteigentlicher Reinhardtscher Kérper (der den obigen 
Differentiierbarkeitsbedingungen geniigt) kann niemals planarkonvex sein. 

Zum Beweis der Folgerung bemerken wir zunichst, daB wegen der 
Differentiierbarkeit ein Punkt auf den Achsen nur dann Randpunkt 
von & sein kann, wenn die Begrenzung der Projektion ® dort senkrecht 
auf der Achse steht. Ferner kann keiner der drei Fixpunkte Randpunkt 
von ® sein, weil sonst in diesem Fixpunkte keine eindeutig bestimmte 
Tangentialhyperebene vorhanden wire. 

Wir unterscheiden jetzt verschiedene Faille: 

1. Der abgeschlossene Reinhardtsche Kérper ®* enthalte keinen 
Punkt der drei Achsen. In diesem Falle treten unter den Tangenten 
an ® notwendig solche auf, bei denen der Richtungstangens negativ ist 


und 


und der Strecke S 
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und zugleich in der absoluten Ebene der Nullpunkt durch die Tangente 
von ® getrennt wird. 7, sei eine solche Tangente im Punke P,. P, sei 
ein Punkt des Randes von ® mit P, als Projektion. Die Projektion der 
Stiitzebene €, in P, bildet einen Halbstreifen, zu dessen Begrenzung (als 
Strecke) T, gehért. Der Halbstreifen liegt auf derselben Seite von T, 
wie R. Also liegen Punkte von ® im Halbstreifen. €, dringt in R ein. 
® kann nicht planarkonvex sein. 

2. R* enthalte keinen seiner Fixpunkte, wohl aber mindestens einen 
Punkt auf einer Achse. Wie unter 1. schlieBen wir, daB8 ® nicht planar- 
konvex sein kann. 

3. Der Nullpunkt ist innerer Punkt von R. Wegen unserer Voraus- 
setzungen fallen die trivialen Fille des offenen und abgeschlossenen 
Raumes heraus. Dann aber gibt es im Endlichen stets einen Rand- 
punkt P, durch den es eine analytische Stiitzebene gibt. Dies hat in 
der Projektion zur Folge, daB durch P eine Gerade lauft mit einem 


Richtungswinkel 9, 3 < 9 <7, die R ganz auf einer ihrer Seiten laBt. 


Nur in den Grenzfillen, p = > und » = a kénnten noch unbeschrinkte 
Bereiche auftreten. Sie fallen ihrerseits aus, weil sie notwendig im Un- 
endlichen die Differentiierbarkeitsbedingungen verletzen. ‘So bleiben nur 
noch eigentliche, beschrinkte Reinhardtsche Kérper iibrig, w. z. b. w. 
SchlieBlich kénnen wir noch beweisen: 
Satz 6. Ist ein Reinhardtscher Kérper mit einmal stetig differentiier- 
barem Rande ® (r,, r,) = 0 planarkonvex, so ist er im elementargeometrischen 


Sinne ein konvexer Bereich. (r, = |w|, r, = |2|). 
Zum Beweis beachtet man zunichst, daB eine Hyperebene 
au+bv+er+dy+/f=0 ' a,b,... reell 
sich zusammensetzt aus der einparametrigen Schar analytischer Ebenen 
(a—ib)w+(e—id)z+f+it=0 —-a<t<o. 


Die einzelne dieser analytischen Ebenen weist als Projektion in der 
w!, |z|-Viertelsebene den Halbstreifen 

|a — ib| |w| — |e — éd| |2| + | + ie] > 0 
(5) |a— ib| |w| —|e—sa| |2|—|f — ie] <0 

ja — ib| |w| + le — idl |2|—|f—aej|>0 
auf. Die Gesamtheit dieser Halbstreifen bedeckt alle Punkte der Viertels- 
ebene, fiir die 


|a — 4b| |w| + |e — dj |z| — |f/ 20 
ist. pe ry Aga im Punkte w,, z, geniigt der Gleichung 


Uo (U — Uy) Uy) Vy (v—%) , AD| x(x—z) , O® Yoyo) _ 
+55 =|, r? +571, ry + oF |, 72 0, 


(6) i, 





ae 
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und die analytische Tangente der Gleichung: 
(1) SE | w— wm) +55 | % e—2) =0, 1 =|ul; 1, = Ie. 
Wegen der in Satz 5 bewiesenen Konvexitét von ® liegt die Pro- 
jektion des Beriihrungspunktes (w,, z,) fiir w,, z, + 0 immer auf der 
Strecke S des Halbstreifens, der von der Projektion von (7) gebildet wird. 
Da ferner das konstante Glied in (7) reell ist, wird die Projektion von (6) 
gebildet von den Punkten der |w|, |z|-Viertelsebene, die auf der anderen 
Seite wie der Nullpunkt von der Strecke S (der Projektion von (7)) liegt. 
Wegen der Planarkonvexitét des vorgegebenen Reinhardtschen K6rpers 
liegt dieser aber gerade auf der anderen Seite der Strecke S. Die Hyper- 
ebene (6) dringt also nicht in den Reinhardtschen Kérper ein. Dieser 
weist also in allen seinen Randpunkten eine Stiitzhyperebene auf. Daraus 
folgt unsere Behauptung. 


§ 3. 
Planarkonvexitit im kleinen von Hyperflichen, 

Aus Satz 2. ergab sich schon, daB die Planarkonvexitét eines Be- 
reiches ein besonderes Verhalten seines Randes gegeniiber analytischen 
Ebenen nach sich zieht. Es geht durch jeden Randpunkt eine Stiitzebene. 

Wird nun durch eine Gleichung 
(1) p (u,v, z, y) = 9 
ein zweimal stetig differentiierbares Hyperflichenstiick f mit lauter ge- 
wohnlichen Punkten’) charakterisiert, das zum Rande eines planarkonvexen 
Bereiches gehért, so geniigt g zweien voneinander unabhiangigen Differential- 
ungleichungen, von denen die eine uns als Levische Differentialungleichung 
bekannt ist, wihrend wir die andere im folgenden aufzustellen haben. 

Wir entwickeln — nétigenfalls nach einer ganzen linearen analytischen 


Transformation — in einer vierdimensionalen Umgebung U(P) des 
Punktes P von f folgendermaBen: 
(2) ? (u,v, 2, y) =2+Q, (u,v, y) + R(u, », y). 


Q, ist eime quadratische Form ihrer drei Verinderlichen, R das Restglied. 
Diejenigen Glieder von Q, in denen y nicht vorkommt, seien 
(3) a,,u°+2a,,uv+a,, v*. 
y <0 gebe die dem Bereich zugekehrte Seite von f an. Wir bendétigen 
jetzt den 

Hilfssatz 1. Jede analytische Ebene © durch einen gewéhnlichen 
Punkt P eines zweimal stetig differentiierbaren Hyperflachenstiickes f, die 


5) Siehe B.-Th.-Bericht, S. 21. 
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dort nicht mit der analytischen Tangente zusammenfillt, schneidet f in eine. 
geniigend kleinen Umgebung von P in einem doppelpunktfreien, dort diffe- 
rentiierbaren Kurvensttick. 

€ ist unter unseren Voraussetzungen angebbar durch 


w= az. 
Fiir die Punkte von f auf € — soweit sie innerhalb U(P) liegen — gilt 
p (R(az), 3(«z), z, y) = 2+ quadratischer Ausdruck in z, y+... = 0. 


Auf Grund dieses Hilfssatzes fallt die durch den obigen Punkt P 
auf f gebende Stiitzebene an 8 notwendig mit der analytischen Tangente, 
das ist hier z = 0, zusammen. Folglich mu8 

¢ (u, v, 0,0) =>0 
fiir alle Punkte (w,0) aus einer Umgebung von P sein. Also ist dic 
quadratische Form (3) positiv definit. 


a,,=9, 4,14, — ai, > 0. 
Diesen Ungleichungen gleichberechtigt sind 
(4) a,, + a, => 0, @, M9 — Aig > 0. 
Wird umgekehrt vorausgesetzt, daB fiir die quadratische Form (3) gilt: 
(5) @,,+4@,, > 0, @, 1 %_ — a}, > 0, 


so folgt, daB in U(P) fiir alle Punkte der analytischen Tangente g > 0 ist. 
Nunmehr haben wir die Ungleichungen in invarianter Form zu 
schreiben. 
Dazu benutzen wir: 
1. Den Levischen Differentialausdruck°) 








0 Po Vs 
L(?) =—| Pe Pus Pow |, 
9. Pz Pwz Pz 
0 Po %s 
M (¢) =—| Pu Puw Pw |> 
Ps Pwr Pas 
3. N (y) = L’(¢) — |M(¢)?. 
Bei jeder Transformation w = {(W,Z), z = g(W,Z), Di, 9) + 0, die 


D(W, Z) 
regular in einer Umgebung von ¢ = 0 ist, gilt 


D 4 2 
Lo) = Li») | eS 
wenn ®(U,V, X,Y) der durch die Transformation aus y gewonnene 
Ausdruck ist*). 


*) B.-Th.-Bericht, Kap. II, § 3. 
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Bei projektiven Transformationen gilt fiir M(g) eine ahnliche Trans- 
formationsformel. Zunichst bestétigt man namlich durch elementare 
Rechnung, da8 bei eirier Abbildung 

w=b,W+,,2+5,,;, 6,151. 
” z= 6,,W+6,,Z + 5, by, bys bie 
welche 9 (u,v, z, y) = 0 in O(U, V, X, Y) = O tiberfiihrt, 
M (®) = M (¢) 4 


4=| 





ist. 

Weiterhin gilt in bezug auf die Transformation 
(7) w=5, 2=% 
gleichfalls 


M (®) = M (9) 4’. 
Nun aber la8t sich jede projektive Transformation 
w = P,(W, Z), 
z= P,(W, Z) 
aus Transformationen der Form (6) und (7) zusammensetzen. 
Infolgedessen gilt in bezug auf jede projektive Transformation 
M (®) = M (¢) a’ 
und damit auch 
N (®) = N(¢)-\4/. 
Das Vorzeichen von N (¢) ist also invariant gegeniiber projektiven Trans- 
formationen. 
Weist g die Normalform (2) auf, so ist im Normierungspunkte 
L(y) = = (@,, + a»), 
M (¢) _ 2 (a, ie 2%a,,). 
also 
N (9) = Fo (411 %9 — 42). 
Wir greifen jetzt auf die Ungleichungen (4) und (5) zuriick. Wenn folglich 
auch nur in einer Umgebung U(P) fiir die Punkte der analytischen 
Tangente in P an die zweimal stetig differentiierbare Hyperfliche » = 0 
gilt p > 0, so ist in P 
L(y) 20, N(v) 20. 
Und umgekehrt, wenn 
L(g)>9, N(v)>0 
im gewohnlichen Punkte P der zweimal stetig differentiierbaren Hyper- 
fliche f, so folgt, daB in einem U(P) fiir alle Punkte der analytischen 
Tangente p > 0 ist. 
Wenn nun die analytische Tangente in jedem Punkte von y» = 0 


die Eigenschaft hat, daB in einer Umgebung des Beriihrungspunktes sie 
Mathematische Annalen. 111. 12 
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ganz auf der Seite g > 0 verliuft, so sagen wir fernerhin: Die Hyper- 
fliche g = 0 ist im kleinen planarkonver von der Seite g > 0: 

Jetzt kénnen wir formulieren: 

Satz 7. Ist die zweimal stetig differentiierbare Hyperfliche p = 0 
im kleinen planarkonvex von der Seite py > 0, so ist in jedem gewohnlichen 
Punkte der Hyperjliche 

Lig) =, N(y) 20 

Satz 8. Gilt fiir jeden Punkt der zweimal- stetig differentiierbaren 

Hyperjliche p = 0: 
L(y) >0, N(y)> 9, 
so ist p = 0 planarkonvex im kleinen von der Seite y > 0. 

Wir sagen nun ganz entsprechend: Der Bereich % ist im kleinen 
planarkonvex, wenn es durch jeden Randpunkt P von % mindestens eine 
analytische Ebene gibt, die innerhalb einer geniigend kleinen Umgebung 
von FP nicht in 8 eindringt. 

Aus den Satzen 2. und 7. folgt jetzt: 

Satz Ta. Gehért zur Begrenzung des planarkonvexen Bereiches B die 
Hyperjliche f, die der Gleichung » = 0 geniigt, wobei p auf f zweimal 
stetig differentiierbar und » <0 8B zugewandt sei, so ist auf f 

L(ig7)=9, N(v) SO. 
Die Umkehrung dieses Satzes macht den Hauptsatz des folgenden Ab- 
schnittes aus. 


§4. 
Planarkonvexitit im kleinen und groBen. 

Hauptsatz: Der schlichte Bereich ® sei von einer tiberall zweimal stetig 
differentiierbaren Hyperfliche (u,v, 2, y) = 0 mit lauter gewdhnlichen 
Stellen berandet. gp <0 sei B zugewandt. Ferner sei in jedem Punkte 
der Hyperfliche 

L(y) > 0, N(g) > 9. 
Dann schneidet jede analytische Ebene ® in héchstens einem Gebiete, und 
durch jeden Randpunkt von B gibt es genau eine analytische Stiitzebene. 

Insbesondere ist B dann also planarkonvex (im grofen). 

Dariiber hinaus beweisen wir: 


Der schlichte Bereich ® sei von einer iiberall zweimal stetig differentiier- 
baren Hyperfliche mit lauter gewéhnlichen Stellen berandet. Durch jeden 
Randpunkt R gebe es eine analytische Ebene, die in einer Umgebung U (R) 
nicht in B eindringt. (B sei ,,planarkonvex im kleinen“.) Dann schnei- 
det jede analytische Ebene in héchstens einem Gebiete, und durch jeden 
Randpunkt von B gibt es genau eine analytische Stiitzebene. 
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Zum Beweise nehmen wir an, es gabe eine Ebene €,, die 8 in 
zwei getrennten Bereichen b, und b, schneidet. P, liege in b,, P, in b,. 
Es gibt in 8 ein Jordansches Kurvenstiick 3, das von P, nach P, 
lauft. 3 habe die Darstellung 


z(t),y@,u,0 OStsl. 

Zu jedem Punkte von 3 gibt es genau eine analytische Ebene €(t), die 
durch ihn und P, lauft. Bei kleinem ¢ schneidet €(¢) sicher den Bereich 
$% so, daB P(t) und P, innerhalb 8 auf €(¢) nicht verbindbar sind. 
Anderseits sind bei geniigend groBem ¢ sicher die Punkte P(t) und P, in 
dieser Art verbindbar. Es gibt ein gréBtes t,, so daB auf €(t,) letzteres 
noch nicht gilt. €(t,) schneidet mindestens einen Bereich b, mit P(t,) 
und einen andern Bereich b, mit P, heraus. Hatten b, und b, einen 
gemeinsamen Randpunkt P,, so mii8te wegen des Hilfssatzes 1. in §3 die 
Ebene €(¢,) die analytische Tangente in P, sein, was wiederum unserer 
Voraussetzung iiber die Planarkonvexitét im kleinen widerspricht. Wir 
kénnen folglich annehmen, daB b, oder b,, etwa b,, ein beschrinkter Be- 
reich ist. Dann gibt es einen Randpunkt R, von b,, der Haiufungspunkt 
von Punkten R, auf €(t,) ist, die ihrerseits alle weder zum Innern 
noch zum Rande von b, gehéren, wohl aber innere oder Randpunkte 
von % sind. 

Zum Beweise dieser letzten Aussage betrachten wir bei gegebenem 
noch so kleinen positiven « auf €(¢,) das ringartige Gebiet g(e), das aus 
der Gesamtheit der Punkte besteht, die von b, um weniger als ¢« und 
mehr als ; entfernt sind. Die aus inneren Punkten von 8 bestehenden 
Jordankurven, die jeweils auf €(t), ¢ > ¢,, die Punkte P(t) und P, ver- 
binden, haben dann mindestens einen Hiufungspunkt R, in g(e). Dieser 
ist deshalb innerer oder Randpunkt vou %. Greifen wir fiir eine Folge 
von gegen Null konvergierenden ¢ solche Punkte R, heraus, so bekommen 
wir die oben angegebene Folge der R,,. 

Wir unterscheiden nun verschiedene Fille: 

1. Unter den R,, befinden sich unendlich viele innere Punkte aus 8. 
Wegen des Hilfssatzes in §3 ist dann €(¢,) Tangentialebene in R,. 
$% kénnte dann aber nicht in R,, wie wir voraussetzten, planarkonvex 
im kleinen sein. 

2. Die R, sind fast alle Randpunkte von %, jedoch unendlich viele 
unter ihnen sind Randpunkte von Bereichen b,, die durch €(t,) aus B 
herausgeschnitten werden. Jetzt kommen wir wie unter 1. zum Widerspruch . 

3. Fast alle R, sind auf €(t,) héchstens Haufungspunkte von anderen 
Randpunkten, nicht aber Hiufungspunkte von inneren Punkten von % 
auf €(t,). In jedem solchen R,, ist €(t,) die analytische Tangentialebene. 

12¢ 
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Wir benutzen jetzt 

Hilfssatz 2. [st die analytische Ebene €, Tangentialebene in den Rand- 
punkten Q,, Q,, ... des Bereiches 8, konvergieren ferner die Q, gegen den 
Randpunkt Q, von B, so ist €, auch analytische Tangentialebene in Q,. 

Daraus folgt im Falle 3., daB €(t,) in R, die Tangentialebene ist. 
Das aber widerspricht der Planarkonvexitat im kleinen. 

Folglich schneidet unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes jede 
avalytische Ebene $8 nur in einem Bereiche. 


Gabe es noch eine analytische Tangente I im Punkte'R, an 8, die 
keine Stiitzebene ist, so greifen wir auf IT den inneren Punkt P, aus B 
heraus. P, liegt in einem Schnittbereich b, auf T, wahrend in einer Um- 
gebung um R, auf T kein innerer Punkt von 8% liegt, so daB wir annehmen 
kénnen, da8 b, beschrankt ist. Nunmehr verbinden wir R, mit P, durch 
eine Jordankurve P(t),0 < ¢< 1, P(0) = R,, P(1) = P,, die mit Aus- 
nahme ihres Endpunktes R, ganz in 8 liegt. Die analytischen Ebenen 
€(t), die durch P(t) und P, bestimmt werden, schneiden aus 8 genau 
einen Bereich heraus. Wir schlieBen jetzt in bezug auf €(0) = T genau 
so wie oben in bezug auf €(¢,) und kommen zum Widerspruch. T ist 
also doch Stiitzebene, w. z. b. w. 

Folgerung. Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes weist jede 
analytische Ebene Punkte auf, die auferhalb B liegen. 


Lage eine analytische Ebene ganz im Innern von 8%, so miiBte jede 
analytische Ebene, da sie mit jener einen gemeinsamen Punkt hat, auch 
innere Punkte haben. Das trifft sicher nicht fiir die Stiitzebene zu. 

Wiirde eine Ebene nur innere und Randpunkte von 8 aufweisen, 
so miiBte sie unter unsern Voraussetzungen in diesen Randpunkten die 
Tangentialebene sein, was wiederum wegen der Planarkonvexitat nicht 
méoglich ist. 

So bleibt nur der Fall, daB® eine anaiytische Ebene €, vollstandig 
aus Randpunkten besteht, noch iibrig. Jede andere analytische Ebene 
hat mit €, einen gemeinsamen Punkt und muf dort in den Bereich ein- 
dringen, kann also keine Tangentialebene sein. AuBerhalb €, kénnen 
keine Randpunkte liegen. Der Rand bestinde dann nicht mehr, wie wir 
voraussetzten, aus einer Hyperfliche. 


Hieraus ergibt sich, daB jeder vollkommene Kreiskérper, der den 
Voraussetzungen des Hauptsatzes geniigt, beschrinkt ist. Doch gibt es 
natiirlich schon vollkommene Reinhardtsche Kérper, die planarkonvex und 
unbeschrankt sind, so den Zylinderbereich |z| < 1. Doch geniigen diese 
Kérper im Unendlichen nicht den Differentiierbarkeitsbedingungen. 
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§ 5. 
Projektivebenen. 

Unter Projektivebenen seien die projektiven Bilder der Hyperebenen 
a,c +a,y+4,u+a,v+a, = 0 verstanden. Jede Projektivebene geniigt 
emer Gleichung: 

(1) jaw+6z+cl?—|\dw+ez+/f/=0, 

wobei (a,b,c) + A (d,e,f), A+ 0. 

Und umgekehrt, die Gesamtheit der Punkte, die einer solchen Gleichung ge- 
ntigt, bildet eine Projektivebene. 

Zum Beweise beachten wir zuerst, daB die Hyperebene + = 0 die 
Darstellung 
(2) je+1f—|2—1P = 
gestattet. Nun geht bei einer projektiven Transformation T eine Gleichung (1) 
wieder in eine solche iiber. Die Nebenbedingung bleibt dabei auch er- 
fiillt, da bei jeder projektiven Transformation, insbesondere bei T~', eine 
etwaige Proportionalitaét von (a,b,c) und (d,e,f) erhalten bliebe. Also 
lassen sich alle projektiven Bilder von « = 0 und demit von jeder Hyper- 
ebene durch eine Gleichung (1) angeben. 

Ist umgekehrt eine Punktmenge, die einer Gleichung (1) geniigt, ge- 
geben, so fiihrt die projektive Transformation (1) 8.158, bei der die 
Koeffizienten den Bedingungen 

@,+4;,=4, 4@,—a,=—d 
(3) Gy +4,, = 6, 4,,—4,, =e 

G3+4,,=C, a,,—4,, =f 
geniigen, die Gleichung (1) in (2) tiber. Die Gleichungen (3) sind aber 
immer unter Wahrung der Nebenbedingung erfiillbar. Also stellt (1) 
immer eine Projektivebene dar. 

Zur Untersuchung unendlicher Folgen von Projektivebenen bendtigen 
wir noch eine Normierung der Gleichungen (1). 

@\aw+bz+ecP—r*|dw+ez+ f/f =0 
mit positivem x und » soll eine normierte Darstellung einer Projektiv- 
ebene heiBen, wenn 
ja+|bP+ \cP=1 
[@P+jeP+ifPt=1’ 
und jeweils der erste von null verschiedene Koeffizient unter den Absolut- 
zeichen positiv ist. 

Man beachte, daB, wenn. (a, 6, c) = (d,e,f) und a oder mindestens 
b ungleich null ist, fiir x + » eine analytische Ebene, fiir x = » der ge- 
samte Raum dargestellt wird. 


¢@+rF=1 
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Konvergieren bei einer Folge von Projektivebenen §,, 


(4) x2 |a,w + baz + ¢,(? — vi |d,w+e,2+f,? = 0 
die xn, Yn» Gn, --- ZEB %, M%, Gy, ... und ist P, 
(5) x2, |a,w + bz + ¢, |? — »2|d,w +e,2+f, = 0 


eine Projektiv- oder analytische Ebene, so konvergieren die $,, (siehe 
Abschnitt 1) gegen §,. 

Wegen der Stetigkeit der linken Seite von (4) in den Koeffizienten 
muB das Grenzgebilde der $,, auf $, liegen. Ist $, eime analytische 
Ebene, so wissen wir schon, daB $, das Grenzgebilde ist, weil jede Folge 
P,, auf $,, eine Folge P, auf analytischen Ebenen €, ist, die ihrerseits 
konvergente Teilfolgen aufweisen, welche alle mit $$, zusammenfallen. 


Ist , eine Projektivebene, so kénnen wir annehmen, daB f, die 
Hyperebene z = 0 ist. Die Gleichungen (4) fiir die $,, lassen sich dann 
auch schreiben 


(6) E+ q (U0, 2,Y; XnGn ---> Ywfn) = 0, 
wo qg quadratisch in den vier ersten Verinderlichen ist. Weiter ist 
q (U,V, ©, Y; %_G, -.-, Mf) = O. 
Bei gegebenem u,,¥,,y, und ¢ > 0 ist 
| (ty, Zs Yos Xun, ---> Mba) | Ce 
fiir n > n,,|z| < 1, folglich die linke Seite von (6) fiir 


u=U,v=%v,2=e& Yy=y, und n>, positiv 
u=t,v=v,2=—&y¥=y » n>, negativ 
und damit 
Ln + 9 (Uo: %q> Zur Yor Xn Gn» --+> Yala) = 0 
fiir ein geeignetes x, mit |z,| < e. 

Die Folge der P,,(u,, v,, Zn, Yo) liegt auf $, und konvergiert gegen 
den vorher willkiirlich herausgegriffenen Punkt (u,,v,,0,y,) auf $,. 

Entsprechendes gilt fiir die unendlich fernen Punkte auf z= 0. §, 
ist das Grenzgebilde der §,,. 

Unter den Folgen von Projektivebenen $, mit konvergierenden 
Koeffizienten in der normierten Darstellung (4) sind jetzt nur noch jene 
zu untersuchen, bei denen (5) eine Identitét in w und z ist. In diesem 
Faille gibt es fiir die f%, folgende nicht normierte Darstellung: 


(7) |1, (w, z) + 1, (w,z)| — | 1, (w,z) + Uh (w,2)| = 0, 
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1, (w, z) = a,w + 6,2 +c, #0, wobei wir ohne Beschrinkung der Allge- 
meinheit a, + 0 voraussetzen kénnen. Es ist dann 
L, (w,z) linear in w und z mit 


lim 1, (w,z) = lim [%(w,z) = 0 fiir alle (w, z), 


1, (w, 2) — Uf (w, z) = 9™ (aw + az + aM) = 7, (w, 2), 

| on™) |# + | x |* + | oxi) |® — 1; "™ > 0. 

Die Darstellung (7) fiir die $f, laBt sich iiberfiihren in 
72 (Ip hy) + In ty — ITs = 0, 
(8) [Uy + kn |* — by — ken? + 2R (Ly hn) — 1 ky keg = 0. 
Fir jede Teilfolge $,, der $,, fiir die die Folge der k,(w,z) konvergiert, 
bekommen wir ein $,: 
|t, + ky |? — |t, — k|? = 0. 

Da k,(w,z) +0, ist $, sicher eine Projektivebene. Wie oben folgt, daB 
die $,, die Projektivebene , als Grenzgebilde aufweisen. 

Weil wir nun aus jeder Folge von Projektivebenen $f, eine Teilfolge 
herausgreifen kénnen, bei der in den normierten Darstellungen (4) die 
Koeffizienten konvergieren, haben wir bewiesen 

Satz 9. Jede Folge von Projektivebenen weist Teilfolgen auf. die gegen 
eine Projektivebene oder eine analytische Ebene konvergieren. 

Hieraus folgt weiter unmittelbar 

Satz 9a. Als Grenzgebilde von Folgen von Projektivebenen treten nur 
wieder Projektivebenen und analytische Ebenen auf. 

Weiter beachten wir: 

Satz 10. Hat die Projektiv- oder analytische Ebene $ keinen Punkt 
mit dem abgeschlossenen Bereiche ® gemein, so gibt es durch jeden Punkt 


P von  Projektivebenen, die den abgeschlossenen Bereich ® auch nicht 
schneiden. 


§ 6. 
Planar- und Projektivkonvexitit. 

Die Konvexitét in bezug auf Projektivebenen (P-Konvexitat) fallt 
zumindestens bei schlichten Bereichen mit der Planarkonvexitaét zusammen. 

Wir definieren: 

Ein Bereich B heift P-konvexr, wenn es zu jedem ganz in B gelegenen 
Bereich ®B, einen Bereich B* gibt, B, < B* < B, so daB durch jeden 
Punkt P in 8, der auferhalb. B* liegt, eine Projektivebene P existiert, 
die nicht in B, hineinragt (genauer: von der Art, dap jeder Punkt Q auf P 
in B, der auf P mit P innerhalb B verbindbar ist, auferhalb B, liegt). 
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Dann folgt unmittelbar: 

Satz lla. Jeder P-konvexe Bereich ist planarkonvez. 

Das Umgekehrte scheint uns nur im Falle schlichter Bereiche leicht 
beweisbar. Dann ist es eine unmittelbare Folge von Satz 10. 

Satz 1lb. Jeder schlichte planarkonvexe Bereich ist P-konvez. 

Wir kénnen jetzt nicht analog wie beim Satze 2 iiber die Existenz 
von Projektivebenen als Stiitzgebilden in den Randpunkten schlieBen, 
weil eine Folge von Projektivebenen gegen eine analytische Ebene kon- 
vergieren kann. 

Es liegt nun sehr nahe — besonders im Hinblick auf den wichtigen 
Begriff der R-Konvexitét — die Konvexitét mit Hilfe linearer Funktionen 
einzufiihren. 

Ein Bereich 8 heiBt projektiv-konver, wenn es zu jedem ganz in 8 
gelegenen Bereich %, einen Bereich 8* gibt, 8, < B* << B, so daB zu 
jedem Punkte P in %, aber auBerhalb B*, eine lineare, in B regulire 
Funktion 
aw+bz+e 
dw+ez+f 


\U(P)| > | (B,)|- 
Satz 12a. Jeder projektiv-konvere Bereich B® ist P-konvex und 


damit erst recht planarkonvez. 
Zum Beweise hat man lediglich zu beachten, daB 


|2(w, 2)| = |2(P)| 


U(w, z) = 
existiert mit 


eine Projektivebene ist. 

Dagegen gilt nicht schlechtweg das Umgekehrte. [Es trifft im all- 
gemeinen nicht mehr bei nichtschlichten Bereichen zu. 8 mége einen 
Randpunkt R enthalten, der einem inneren Punkte P iiberlagert ist. 
R,, R,, ... mégen Punkte aus % sein, die gegen R konvergieren. Wir 
wahlen jetzt einen Teilbereich 8, aus 6, der P umfaBt. Dann sind R 
und die Punkte R;, 1 >%,, Punkten aus %, iiberlagert. Jede der zu- 
gelassenen linearen Funktionen kann dann in den Punkten R,, i > i,, 
keine andern Werte annehmen, als sie schon in %, aufweisen, so daB die 
Forderung der Projektivkonvexitét in bezug auf 8, und die R, nicht er- 
fiillt werden kann, 

Der nichtschlichte Bereich $6 ist dann und nur dann projektiv- 
konvex, wenn es einen schlichten projektiv-konvexen Bereich 8 gibt, so 
daB jedem Punkte von $ genau die gleiche endliche Anzahl von Punkten 
aus % iiberlagert ist und umgekehrt jeder Punkt von 8 einem Punkte 
von % iiberlagert ist. Wir haben aber schon gesehen, daBS auch andere 
nichtschlichte Bereiche planarkonvex sein kénnen. 
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Es folgt dagegen wieder: 

Satz 12b. Jeder schlichte planarkonveze Bereich B ist projektiv-konvez. 

Ware der Satz nicht richtig, so gibe es mindestens einen Bereich 
%, < 8% und dazu eine Folge von P, aus %, die gegen einen Rand- 
punkt P, von % konvergierten und fiir die in bezug auf alle linearen 
in 6 reguliren Funktionen gilt: 


(1) \0(P.)| S|t(%,)|. 

Nun aber gibt es wegen der Planarkonvexitét und Schlichtheit von 8 
durch P, eine analytische Ebene «w+ Bz+y = 0, die nicht in B, ein- 
dringt. Dann gilt bei geniigend kleinem A > 0 fiir 


b( 2) = serge ES 
(2) |, (B,)| <1; |1,(P,)| > o. 


(2) steht im Widerspruch zu (1), so daB der Satz jetzt bewiesen ist. 


(Eingegangen am 19. 11. 1934.) 








L’intégrale de Cauchy et les fonctions 
de plusieurs variables. 


Von 
André Weil in Strasbourg (StraSburg). 





Soit D un domaine univalent (schlicht) dans l’espace (x, y) de deux 
variables complexes, et soient X, (z,y) (i =1,2,...,N) N fonctions 
holomorphes dans D. Donnons-nous, dans le plan de chaque variable X,, 
un domaine borné D, dont la frontiére C,; se compose d’arcs analytiques 
en nombre fini; soit 4, = D,+C,; et considérons, dans D, l’ensemble 
des points satisfaisant aux conditions: 

(I) X,€ Aj. 

Nous désignerons par A une composante connexe ou la somme de 
plusieurs composantes connexes de cet ensemble, 4 étant supposé compleéte- 
ment intérieur a D, c’est-a-dire borné et tel que ses points frontiéres 
soient tous intérieurs 8 D. Soit S, l’ensemble des points de A ot X, € C,; 
ce sera en général une variété & trois dimensions, engendrée par un ou 
plusieurs morceaux de la ,,variété caractéristique‘ X,(z, y) = & quand & 
décrit certains arcs de C;. La frontiére du ,,polyédre“’ A se compose 
de la réunion des ,,faces“ S,: elle peut étre considérée comme la somme 
de morceaux, en nombre fini, dont chacun est partout localement défini 
par des équations analytiques et est borné par des variétés également 
analytiques; d’aprés un théoréme de van der Waerden'), elle peut donc 
étre triangulée de telle maniére que les S, et leurs intersections deux & 
deux, trois 4 trois, etc., apparaissent comme sommes d’éléments ou sim- 
plexes, et que chaque simplexe soit un morceau de variété analytique 
n’ayant aucun point singulier 4 son intérieur. o étant alors un simplexe 
orienté & deux dimensions dans cette subdivision, et (x, y) une fonction 
holomorphe sur o, on sait définir l’intégrale double j yp (z.y)d xdy"); 


0 


1) B. L. van der Waerden, Topologische Begriindung des Kalkiils der abzihlenden 
Geometrie, Anhang I (Triangulierbarkeit der algebraischen Gebilde), Math. Annalen 102 
(1930), S. 360. Cf. aussi B. O. Koopman and A. B. Brown, On the Covering of 
Analytic Loci by Complexes, Trans. Amer. Math. Soc. 34 (1932), p. 231. 

*) En effet, o est limite d’une suite croissante de simplexes a, intérieurs a o, 
dont tous les pointe sont donc réguliers, et sur lesquels l’intégrale est définie. 
Montrons que { » (x, y)dzdy, prise sur o — o,, tend vers 0: @ est bornée; de plus, si 
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si, de plus, y(z,y) est holomorphe sur un complexe & trois dimensions 
pris sur la frontitre de A, Iintégrale fee, y)dady, étendue 4 la 
frontiére de ce complexe, s’annule: c’est le théoréme de Cauchy-Poincaré, 
qui généralise le théoréme de Cauchy sur |’intégrale des fonctions holo- 
morphes d’une variable le long d’un contour fermé réductible 4 zéro. 
Nous supposerons de plus que les S,; n’ont deux ad deux en commun 
aucun élément & plus de deux dimensions: il en sera ainsi, en particulier, 
si les X, sont deux & deux indépendants; il suffirait d’ailleurs toujours, 
pour satisfaire & notre condition, de donner au besoin aux contours C; 
des déplacements infiniment petits convenables. Nous désignerons par 9; ; 
la somme des éléments 4 deux dimensions de l’intersection de S, et S;, 
c’est-a-dire des éléments frontiéres communs 4 8S, et S;. L’orientation 
directe du polyédre A induit une orientation bien déterminée de S,, et 
celle-ci induit 4 son tour une orientation des éléments de o,;; nous con- 
viendrons d’orienter ainsi o,;, de sorte que l’on aura o,; = —o;,; et la 
frontiére orientée de S, sera J'a,;. Si done g(z,y) est holomorphe 
sur S;, l’on aura: f 
(II) Z [o(z,y)dzdy =0. 


Gj 


Mon objet est ici de démontrer une formule qui généralise, pour le 
polyédre A, la formule de Cauchy: 
, 1 d 
f(a) =s5 | is) =. 


2at |} r—2Xy 





Pour cela je ferai l’*hypothése suivante, dont je ne suis malheureusement 
pas arrivé 4 m affranchir: 


Je supposerai qu’ad chacune des fonctions X;(x,y) Von puisse faire 
correspondre deux fonctions P;(x, y; Xp, Yo), Qi(Z, Y3 Los Yo) Rolomorphes en 
%, Ys Z, Yo Quand (x,y) €D, (%,¥) ED, de fagon que Von ait identiquement: 


(IIT) X; (x,y) — X4 (Xs Yo) = (@ — 4) Py» + (y — Yo) Q:- 


Il en sera ainsi, en particulier, quand les X; sont des polynomes ou des 
fractions rationnelles. On pourrait, d’ailleurs, élargir quelque peu |’hypo- 
thése ci-dessus, mais je ne m’y arréterai pas. 


t=7,+ity y= WAtiry |dady|S\dx,dy,|+|dx,dyq|+|dx,dy,|+|d rgd yo; 
il suffit done de montrer. par exemple, que {|dz,dy,|, prise sur o—o,, tend 
vers 0: or l’aire de la projection de o—o, sur le plan z,= y,=0 tend vers (); 
d’autre part, o étant analytique et compact, recouvre sa projection sur ce plan au 
plus M fois, M étant un entier fize. Sp(s, y)dxdy, prise sur o,, tend donc vers 


une limite bien déterminée quand oc, tend vers o. Cette limite sera par définition 
Pintégrale sur o. 
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Dans ces conditions, soit /(z,y) une fonction holomorphe en tous 
les points de 4; considérons la somme d’intégrales: 
7" 7s nad exc D—X,G,9 1, @ NX, @,.% 0 
%j 
la sommation étant étendue 4 toutes les combinaisons d’indices (i,j) deux 
& deux. Nous allons démontrer que l’on a*): 





(Va) T = f(x. Yo) St (Zo Yo) est un point intérieur de A; 
(Vb) J=0 St (x,y) est extérieur a A. 
Nous poserons X; = X, (x,y); X? = X; (x, y,); et: 


: P,Q; — P;Q, 
Pij (z, Y3 Zo, Yo) = (X,— XK, — x) 


L’on vérifie facilement les identités fondamentales: 
(VI) Pigs + ji =9, Pigs + Pint Pui = 0. 


Traitons d’abord un cas particulier de (Vb): soit X? (par exemple) 
extérieur 4 4,, et, pour i++ 1, X/? non situé sur C, Alors g,, est 
holomorphe sur S,, car, sur S,, X,¢4,,X,€C,. D’aprés (VI) l’on a 
Pij = Pir — Pjr, done: 


(22i)'J =z { (gan — gyn) fdady 





BF [rotaeay 
=0 d’aprés (II). 

Soit maintenant le cas général. S’il s’agit de (Va), (z,, y,) est 
intérieur, X/€D,; s'il s’agit de (Vb), nous supposerons que X? ne soit 
pas sur C,, de maniére que les intégrales dans J n’aient aucun de leurs 
éléments infini; sinon on procéderait par continuité. Je dis que l’on 
peut toujours admettre que x et y figurent parmi les X;,: si, en effet, 
x n’y figurait pas, il suffirait de l’adjoindre en posant Xy,, = 42, le 
domaine 4y,, correspondant étant pris assez grand pour contenir dans 
son intérieur toutes les valeurs prises par z dans 4; la condition z € Ay, 
ne modifie alors en rien le domaine A, ni, par suite, la somme J. De 
méme pour y. Soient donc X,= 2, X, = y; l’on prendra P, = 1, 
Q, = 0; P, = 0, et Q, = 1. 


8) J’ai publié ce résultat dans ma note Sur les séries de polynomes de deux 
variables complexes, C. R. 194 (1932), p. 1304. Cf. dans la méme direction 8. Berg- 
mann, Uber eine in gewissen Bereichen mit Maximumfliche giltige Integraldarstellung 
der Funktionen zweier komplexer Variabler I, Math. Zeitechr. 39 (1934), S. 76. 
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Considérons maintenant les domaines 4,, 4, comme variables, tous 
les autres restant fixes, et J comme fonction J (4,, 4,) de ces domaines. 
Le théoréme est évident si 4, et 4, sont des cercles infiniment petits 
I,, I’, tracés autour de z,, y, respectivement: dans le cas (Va), parce 
que A se réduit alors au _ ,,dicylindre“ zeI,, yeI’,, et J a Vintégrale 
de Cauchy ordinaire; 


I(r,,T,) = : | f(z, y)dady 





(24) } (x — 2) (y — yo) 
prise sur les contours de J’,,/°,; dans le cas (Vb), parce qu’alors A, 
done J, se réduisent a zéro. 

Il ne nous reste plus qu’é montrer que J ne change pas quand on 
remplace 4, par J’,;, ou plus généralement par un domaine 4, c A, 
contenant encore z, 4 son intérieur; car le méme raisonnement vaudra 
pour 4,. Soit done A, seul variable, et J=IJ(A,); soit A, c A,, 
D, Vensemble des points intérieurs de 4;, 2, ¢ D); et soit Aj = A, — D; 
la fermeture de 4, — 4,. L’on voit immédiatement que |’on a: 

(VI) J (A;) — F(A) = F(A}). 

(Plus généralement, J, de par sa structure, est une fonction additive de 
domaine). Mais X} = az, est extérieur 4 4;; nous savons qu’alors 
J (Aj) = 0, et le théoréme est démontré. 

Il subsiste, et se démontre de méme, pour » variables. Voici l’énoncé 
complet: 

Soient, dans un domaine D de Vespace (x) = (2,, 2, ..-, ,), N fone- 
tions holomorphes X,, X,, ..., Xn; et, dans le plan de X;, un domaine 
fermé borné A,, dont la frontiére C; se compose d’arcs analytiques en 
nombre fini. Soit A une composante connexe ou la somme de plusieurs 
composantes connexes de l'ensemble défini dans D par les conditions: 

X,(z) € A,. 
Supposons A complétement intérieur a D; et, S, désignant l'ensemble des 
points frontiéres de A ou X, € C,, swpposons que les S, n'aient n a n en 
commun aucun élément a plus de n dimensions; soit a;,,,...;, la somme 
des éléments ad n dimensions de Vintersection de S,,,8;,,..., S;,, leur 
orientation étant définie par la suite des intersections 


S,,, Si, x S;,, — x 8, x +++ X S;, = Oj, i,...4,° 


Supposons d’autre part que l'on puisse faire correspondre a chaque X, (zx) 
n fonctions P;,(x; 2), holomorphes quand (x) = (2,, %,..., %) € D et 
(x,) = (x2, wf, ..., ah! € D, et telles que Von ait identiquement: 


X, (2) —X,(%) = s (x, — 2°) Pry (2; 2). 
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Soit 5;, i, ...1,, (£5 Zp) le déterminant formé avec les n lignes (P;,», Pir, --+s P,,») 


(vy = 1,2,...,). Cela posé, si f(x) désigne une fonction holomorphe en 
tous les points de A, la somme 


1 Fa 94, ig. .t,, (23 Xo) f(z) da, da,...dx, 


"= (22%)" ahd wa (X, (2) — 2X, (wo) LX, (2) — X,, (wo) -- 1X, (2)—X, (0) 





i, ig... ty 


est égale a {(x,) ou a 0, suivant que (z,) est un point intérieur de A ou 
est extérieur ad A. 
Si Pon pose 
ae i (25 2) 


Pis tg ---tn = FF (X, (z)—X, (zo)]’ 





la seconde identité (VI) doit étre remplacée par la suivante: 
Pis by ...tg H Pigty...hg gy H Pla ---tng ti toes F Pig shite... = 9. 

La condition imposée aux S, sera sfirement vérifiée, par exemple, si les 
X, ne sont liés n 4 m par aucune relation. D’autre part les P,, existeront 
certainement si les X, sont des polynomes ou des fractions rationnelles ou 
bien limites uniformes de telles fonctions dans D; j’ai déja observé 
ailleurs*) que l’on en déduit alors immédiatement la possibilité de déve- 
lopper, dans A, une fonction arbitraire f(x) en série de polynomes ou de 
fractions rationnelles. 


*) loc. cit. 3). 


(Eingegangen am 6. 12. 1934.) 














Transformation der kubischen Thetafunktion. 
Von 


Wilhelm Maier in Lafayette, Ind. (U.S. A.). 





Die analytische Zahlentheorie erfaft arithmetische Probleme durch 
Aufstellung ,,analytischer“ Invarianten. So wurde die Verteilung der 
Primzahlen verstandlicher aus funktionentheoretischen Eigenschaften von 


~~ 


e—% 
(* <"s das Reziprozititsgesetz der quadratischen Reste folgt aus der 
€ _— 


fiir 0 < J(y) geltenden Identitat 


+o - +o nik? 
(1) p>: etiyh? — V; k e y : 
— 2 y —@o 


und die Spaltbarkeit einer natiirlichen Zahl in die Summe zweier Quadrat- 
zahlen kann aufgefaBt werden als unmittelbare Folge der funktionalen 
Aussage, daB mit 0 < J(y): 

+ oo 2 +o 


(Sh exw) = Dinghoe 
i _ cosayk 


\~—. 90 


besteht. 


Das Interesse fiir entsprechende Sachverhalte bei unbestimmten 
Problemen héheren Grades wurde in den letzten Jahrzehnten durch grund- 
legende Arbeiten von Hilbert, Hardy, Ramanujan neu belebt. Die vor- 
liegende Mitteilung gibt ein Mittel zur Behandlung kubischer Aufgaben 
der unbestimmten Arithmetik, indem die Exponenten einer Potenzreihe 
auf Kuben ganzer rationaler Zahlen eingeschrankt werden. Wie bei der 
Einfiihrung elliptischer Funktionen, stellt sich auch im gegenwirtigen, 
schwierigeren Problemkreis die Kinfiihrung von mehr als einer komplexen 
Veranderlichen als zweckmaBig heraus. 

Um (1) zu veral)gemeinern, bilde man mit komplexem z unter den 
Einschrinkungen 


(2) 0<Jly); 02 


eine in 2, y, z analytische Funktion. Der Ausdruck 


+= 


ani(2n+% ne += ns) jn s 5 x 
(3) Die a@ ! = 0( 7) 
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konvergiert gleichmaBig fiir jeden abgeschlossenen Bereich der oberen 
y-Halbebene, wenn der Parameter z reell bleibt, und der Summations- 
prozeB (3) gibt eine naheliegende Verallgemeinerung der elliptischen 
@-Reihe. Ihrer Exponenten wegen kann sie als ,,kubische“ @-Funktion 
bezeichnet werden. 

Wie die neu eingefiihrte Funktion durch Funktionalgleichungen be- 
kannte Sachverhalte der Zahlentheorie zum Ausdruck bringt, zeigen ein- 
fache Beispiele. Beweist man etwa nach Euler auf Grund des Primzahl- 
begriffes, daB 


Il 


zur Folge hat: 
gt+hik=0O, 
und konstruiert das funktionale Aquivalent zu Fermats Aussage, indem 


g, h, k als Exponenten in o(7) gedeutet werden, so erhilt man aus (3) 


(4) +(4e[9|- -2+30{2y} 


0 

Als einfachste Aufgabe einer funktionentheoretischen Untersuchung 
von o( ”) greifen wir das Problem an, identisch in z ein Analogon zu (1) 
zu finden. Eine von (3) unabhingige Darstellung der Transzendenten 
a(7) entsteht in der Tat durch Summation iiber Zylinderfunktionen H,,, (v), 
wie sie von Hankel eingefiihrt wurden. Die gewiinschte Zerlegung von 


o( a) in eine Reihe von Zylinderfunktionen beweisen wir mittels des 


Riemannschen Verfahrens, nicht einen fertigen GréBenausdruck, wie etwa 
die Reihendarstellung (3), an die Spitze der Theorie einer analytischen 
Funktion zu setzen, sondern diesen im Interesse der Vergleichharkeit 
verschiedener Darstellungen aufzulésen in ein System linearer Bedingungen, 


Zz 
das zur Erklirung von 0 v hinreicht. Durch Umordnung der Reihen- 
z 


folge, in der jene Bedingungen benutzt werden, kann die axiomatisch 
eingefiihrte Funktion 9 dann auf verschiedene Art ausgedriickt werden. 
Der Linearitit des definierenden Systems entspricht insbesondere der 
approximierende Proze8 einer Reihenbildung. 
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§ 1. 
Definition durch lineare Bedingungen. 

Die Bestimmung der fiir |z| << o; J(y) > 0 analytischen Funk- 
tion @(7) leisten wir nun durch Postulierung von vier in @ linear ho- 
mogenen, und einer normierenden Bedingung. Die Widerspruchsfreiheit 
dieser fiinf Axiome wird sich ergeben, indem der obige Ausdruck (3) ihnen 
allen geniigt. Die Einzigkeit jener Lésung andererseits folgt aus der 
Linearitét des definierenden Systems in O zusammen mit der eindeutigen 
Approximierbarkeit analytischer Funktionen durch Potenzreihen. Die 
fiinf Teile der Definition sind iibrigens auch in vollem Umfang notwendig; 
doch kémnen sie noch weiter aufgespalten werden, was aber hier nicht 
verfolgt werden soll. Die Erklarung von e(7) bewirke man nun in 
folgender Anordnung: 


1, Fir J (z) << @ und 0< R(z) <1 wei (4) )| < ew in wenigstens 
einem GréBenpaar J (y), z; 


2. dort gelte die Periodizitat 6 (/) = o(**”); ; 

3. differentielle Bindung "> “o(; )=4 nix @ 

4. Argumentaddition a(i)= Per Yor"); 
; 0 

5. Normierung on o( y) =) 


Die Bedingungen 1. bis 5. kennzeichnen dann 0 (;) und beschreiben 


ein Gebiet zulassiger y, z. Namlich die in z und y als analytisch voraus- 
gesetzte Funktion @ l48t in der Darstellung 





"ato()) - | es aro(;,) 


7 _ ) 2? 44 —2) 
y, 221. t—z l~—e 


= beenins [ater reir g(t oa 
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_ 
_ 
~ 
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wegen (1) eine Deformation von dt ins Komplexe zu, die vermége (2) 
zur GréBenschitzung 


1 1 
—_ t\\n 
6 lim dte~2*7in@ = 0 
( [hl > = IJ r (y)I 
fiihrt. 
Setzt man diesen 0-strebigen Koeffizienten 


dt e-sein a() = a (y, 2), 


so gibt (3) 

at, (y, 2) = e**** YB, (z), 
weshalb in der Halbebene 0 < J(y) die Beschrinktheit der |b,(z)| fiir 
|h| + co schon die Konvergenzbedingung (6) sicherstellt. Setzt man 


b,(z) =e * e(2), 
so entsteht fiir 
0=2 
TS satlac +24” » 
oy fa2)= Ddte hide idods 3 


Ce—1 (z), 


~~ = 
_ o2at(2+$+5) bY rites Fo 2) 
—. 


und die obige Bedingung (4) erzwingt einerseits die Unabhingigkeit der 
noch eingehenden Reihenkoeffizienten vom Summationszeiger, so daB 

cn (2) = e(2) 
gesetzt werden kann; andererseits schrinkt (4) den Bereich zulissiger Ar- 
gumente ein durch 


(7) 0< Jy); 0<%. 
Die Anwendung von (5) endlich setzt c(z) = 1 fest, wodurch die in z 
ganze Funktion o(%) im Bereich (7) eindeutig erklart ist. 


§ 2. 
Argumentaddition. 


Die Argumente z, y der kubischen @-Funktion fndern sich linear 
durch die Bestimmyng (l.«). Daher liegt es nahe, den Aufbau von 


9(") zu versuchen mittels einfacher Sonderlésungen der Bedingung (1. +). 


Die Lésungsmannigfaltigkeit von 


a) (2) - onder sa) (2+ 9 +2) 
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unterscheidet sich von einer bestimmten Lésung (9) in (1) durch Zusatz- 
faktoren, die unter Einwirkung jener Argumentaddition invariant bleiben. 
Somit interessieren die Funktionen o(%)> welche durch 


(2) e(G)=e("y far) 

eingeschrankt sind. Mit jeder besonderen Funktion o(9) =v und be- 
liebiger g erfiillt auch g(v) die Invarianzforderung (2). Wegen (1.1) be- 
schranke man g auf ganze Transzendenten und suche Polynomlésungen 
(9) méglichst niedrigen Grades in z. Der in x lineare Ansatz 


: v = @-a(y) + b(y) 
gibt nach (2) 
w[a(y) —a(y + 22)) = (y +2)-a(y + 22) + b(y + 22) — by), 
so daB 
a(y + 2z) = a(y) 
periodisch ist und fiir 6 die inhomogene Differenzengleichung gilt 
b(y + 22) — b(y) = (y + 2)-a(y). 

Wahit man als einfachste Méglichkeit a(y) von seinem Argument 
unabhangig, so kann a durch Normierung als beliebige Funktion von z 
festgelegt werden. Setzt man etwa a=4z, so bleibt noch die Be- 
stimmung von y zu leisten aus 

b(y+22z)—bly) +4yz+42 = 
Als Polynomlésung dieser linearen Differenzengleichung findet sich 
by) = —y', 
was fiir v die ganze Funktion liefert 
(3) v= 4zr-—y'. 


Da jede in » ganze Funktion g(v) auch in z ganz ist, so kennen 
wir alle in z ganzen Lésungen (%) von (1), wenn es gelingt, ein spe- 


zielles t mit so addierbaren Argumenten ausfindig zu machen. 
Nennt man dieses t*, und setzt 


oni ~ log t® =x y(” y)? 
so gilt 
’ (H\ y 2 e+y+z 
) eee ese y+2e)’ 
und als einfachste ganze Lésung versuchen wir eine in z lineare zu be- 
schaffen, y = z-a(y) + B(y); 
13* 
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die Koeffizienten ergeben sich aus 
a(y+2z)—a(y) = 
B(y + 22) — Bly) = set+y+ r, 
und als Lésung von (1’) entsteht der Ausdruck 


v7) _ zy, ¥ 
v(y) =— 327 i? 
was vermittels (3) die Schar von Lésungen fiir (1) 
ni|2-. 22 
(4) (2) = elite“) gee — y9 
liefert, giiltig fiir beliebige z, y, aber z +0. Wegen (1.7) wenden wir 
weiterhin (4) an nur im Bereich z > 0; bemerkenswert ist vielleicht, daB 
in 4 Verinderlichen z,, z,, z,, x, die Forderung 
 %: _ at (att 24 24 +2) %+%+ 2+ & 
0) z, e %+22,+ 32, /, 
\ L, 7,+32, 
eine naheliegende Verallgemeinerung von (1), fiir z, + 0 und ganze Funk- 
tionen g eines Argumentes — wird durch den Ausdruck 


x 
| =| = nt 913 2,5, — a3) 
t; 
Der Beweis liuft entsprechend der obigen Entwicklung, liegt aber auBer- 
halb unseres kubischen @-Problems. 

Fiir z= 0 versagte unsere Lésung (4); aber dann fallt auch (1) 
zuriick auf die Differenzengleichung der elliptischen Thetafunktion 


t(z) = fo Dew + y), 


welche die in x ‘ganze Transzendente 


22 


e uv 


als Element der ,,quellenmaBigen“ Darstellung von O(z) zulaBt. 
Kehren wir zum Additionssatz (1.+) zuriick, welcher an Stelle des 


Argumententripels 2, y, z von 0( y) gewisse lineare Verbindungen ais 


neue @-Argumente einfiihrte. Opfern wir diese Linearitét und denken 
z= «(y, z) abhangig von den beiden anderen Verinderlichen, so kann 
durch Wahl dieser Abhangigkeit erreicht werden, daB die obige Trans- 
formation sich vereinfacht zur homogenen Differenzengleichung. Setzt 
man in (1.4) 


a(y)+y+2= x(y + 22) 
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und deshalb 


so laBt 


y? 
o(&) n(y) 
wegen (1.3) folgende Entwicklung zu: 
aiy? TS at (y+2h2)3 


nly) =e 3% Dh ene 


, 


konvergent fiir 
0< J(y), 0 = J (2); 
wahrend 


ni 
—— {(y + 22)3 — y3] 
n(y +22) =e” nly) 
bleibt. Andererseits zerstért die Elimination von x zwei reelle Perioden, 


welche die innere Kennzeichnung von @ ohne Zuziehung von Integral- 
mittelwerten erméglichte. Daher halten wir die unabhangige Verinder- 


liche x und den urspriinglichen Ansatz fiir a(*) aufrecht und suchen die 
Lésungsschar (4) von (1.4) zunichst der partiellen Differentialgleichung 
(1.s) anzupassen. 
§ 3. 
Hankelsche Zylinderfunktionen. 


Unterwirft man die Funktion (4) in (2.4), die bei ganzen g als 


eine Lésung von (1.1.4) konstruiert wurde, wegen (1.s) der Forderung 


ae .0 (2 
za°(,) = txizir(’), 
so kann diese partielle Differentialgleichung zur naheren Bestimmung von 
g(4z2— y*) = 9(0) 
gebraucht werden. Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung von g sind 
identisch verkniipft durch 


YGe + 22g, = 90, 
daher wird 


Qnty avy 


Tez —421T, = e” iva “i \ge0— e =) 





—4zilg, + Hy —2z22)9|\ 


22 , 
ae I Nose @ (dea — y)g —*2' yg, — 42ig,| 


#a-Hl (,,— 9}. 
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Das postulierte Schwinden der linken Seite liefert eine homogene 
lineare Differentialgleichung fiir g, die durch Entfernen von z = a 
als gewohnliche Differentialgleichung .in v sich vereinfacht zu 





n? 
(1) Joe — Teng = 9. 


Die volle Liésung von (1) erhalt man durch Betrachtung des be- 
stimmten Integrales 
fasr(- 8) '(— s — })v'**, 


(—1) 


welches, lings R(s) = —1 erstreckt, eine in v ganze Funktion erklart. 
Bleibt allgemeiner 

Ox 

== aw ® 

dv 


und setzt man 
far(—or(—+—$)(G eo = 10, 
so zeigt die Theorie der J’-Funktion, daB 
of" (e) =afde(s+3)e-F(—9T(—s—3)-(g pote 


3 / 
(-)) 


- FJ der(—ar(- at os 1) (g)btaegitee 


wird, wobei /(v) die lineare Differentialgleichung zulaBt 
2 
f’ (v) — f(r) = 0, 
die fiir 
mu 

ae= 62 
Om 
a: (7) = 
wird. Der folgende Ausdruck erfiillt also (1): 


7 ni 


auf (1) zuriickfallt, weshalb 


(2) g(e) = $— { dsI(—s)P(—s —5)( % ee heal 
(-v 





3/\122? 


wenn a eine von v unabhingige GréBe darstellt. Verlegt man ds in (2) 
nach links und beachtet die Kleinheit von |J’(s)| fiir |J(s)| > o, so 
zeigt Cauchys Integralsatz fiir jedes n > 2 

(3) lim v"g(v) = 0. 


R (v) > 


Bildet man andererseits die dreiwertige Funktion 


v3g (v), 
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so geniigt sie, in (1) eingetragen, der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung fiir Zylinderfunktionen vom Argument v und Parameter }. Eine 
jede solche Zylinderfunktion kann erhalten werden durch lineare Kom- 
bination der Besselschen J, 1 (0). Die Grenzbedingung (3) bestimmt diese 


Kombination als Meninlochs Zylinderfunktion erster Art, welche iiblicher- 
weise fiir | arg (v)|< — durch 


ix 


, — a 1 2 M oP -+ é** 
(2’) im3 Hi (v) = (5) (5 P| ave 1) 
1 
erklirt wird. Bei solcher near entsteht dann 
(4) g(v) = ~ yt tH, (F504), 
und aus (2) oder (2’) kann g(v) im Streifen what - beurteilt wer- 
den. Die Sattelpunktsmethode zeigt fiir | J(v)| < 6 
4 
(3) lim e*3)g(v) = 0 
Riv)—> «x 
und 
(3”) lim g(v) = 0. 


Riv) > — =x 
Beide Schiitzungen sind vermége (2.+) einzutragen in unsere Elementar- 


lésung (7) von (2.1). 


§ 4. 
Periode und Normierung. 
Den Bedingungen (1.4.3.1) geniigt wegen (2.4) und (3.4) die in z 


ganze Funktion 
£ 1 ani ee ‘ . 
(1) ()=a° [ts “Hl ee — yyy [ 7 es x — yi]. 
Unsere Voraussetzung z > 0 erlaubt die Beurteilung des Wachstums von 
x( ”) in jedem horizontalen Streifen der z-Ebene. Das in beiden Streifen- 


enden verschiedene Verhalten von g zeigt wegen (3.3’.s") fiir festes 
J (z), y, z das Vorhandensein des Grenzwertes 


lim =), () = 0, 


R(z) > o 


0<J(y) 


und wegen 
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bewirkt der Exponentialfaktor in (1) sogar 

3 
2 li zi*7(*\) — 0 
(2) m e (7) 


[Rin| > o 
in beiden Streifenenden. Daher stellt fiir beliebiges z, J(y) > 0 und 
z > 0 der Ausdruck 


. UW (@t+k = zr 
(3) D+ : ) = 0*() 
als ganze Transzendente von z eine Lésung von (1.1.2.3.4) dar. Durch 
Verfiigung iiber die nur von z abhingige GréBe « in (3.2) gelingt nun- 


mehr die Identifizierung von O* mit der kubischen Thetareihe von § 1, 
wenn (1.5) erfiillt ist, d. h. fiir 


+s 
: A 
I Z =1. 
am Sy) 
Das Grenzverhalten von H, (v) fiir J(v) > o wird nach (3.2) in erster 
Niaherung gegeben durch 
_ bai 
H, (v) =e 2 y2—u + O(v-*)]. 

Somit gibt z >O=k(1); R(y)=0 und J(y) > o eine GréBenschitzung 


: 
2° —= (42k — 


Ss 4 rot : j = 
as° > (4ck —y)'H, [entre — vA] =e 6 * 11 + O(y-3)}. 
Im Exponenten rechter "Hand gilt aber lings R(y) = 0 < J(y) 

(— y' + 4k2)? = we - i ~ Be +009) 








—3), 
woraus ; 
o _ aiy3 miky 2nik? 
; — 5 uk y2)2 (114+ O(y-3} =e &# z y [1+ O(y—*)] 
folgt, und 


ivy) = Vig 0 +00-m 


Die lineare Transformation der geraden elliptischen Transzendenten 
0 

oy - ; liefert durch Summation iiber & fiir 1 = 1, 2,... 
0 
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az SF tim x(t) = 220 tim DT e(¥) = 1400-9, 


z/¥6 —1 Jam y 





zV6 JyW7 2 ST y 
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227i 
was mitaze® = zV6 mu or(7) = a() fihrt. Tragt man den so 
bestimmten Wert von « in (1.) ein, so folgt 
sst/ ° _ sey +1] ; 
‘ z ne® Laz 22 rs mi 2 3 
(’) x(7) = = (ten — FH [F5 (422 — y*)*]. 


Da nur eine analytische Lésung des Systems (2.1.2.s.4.5) bestehen kann, 
so wird die aus (1’) gebildete periodische Funktion 


(4) det") a Sone 4 n+ $a) 


fiir alle 








z>0O und J(y)> 0. 
Kine Probe fiir die Richtigkeit der eben gefundenen Darstellung (4. 1’) 
kann gegeben werden mittels Fouriers Umkehrformel, die aus 


+2 
fdef(ye**™ = g(u) 


auf 
+00 
[dug (u) etrue = fit) 
schlieBt. = 
Wegen 
1 += 
5 1 = [azo {"} - dat(” 
(5) hed | ()) 
und der fiir jedes x bestehenden Integraldarstellung 
+o 


ni a at 2i(=}'| = [a ioX+izv 
ge * tH, (2i(3)s| sis 
ist die Umkehrung des bedingt konvergenten Integrales zu leisten: 
+o 


nm 3 4ni 3 on [ 246 31) + 220te a ne 
ia A: ( i t?) =| due fir J(t) = 0. 





Will man die eingehenden Konvergenzschwierigkeiten umgehen, so betrachte 
man direkt das Integral 


und stelle durch Verlagerung von dt und Anwendung der Sattelpunkts- 
methode seinen Wert als konstant fest. 
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Bestimmte Integrale des Typs fduernitus nr miissen ausgewertet 


werden im Zusammenhang mit gewissen optischen Problemen und sind schon 
lange bekannt'). Andererseits kann die niaherungsweise Bestimmung 
Hankelscher Funktionen H,(t) ftir s + o und t + o reduziert werden 
auf das Grenzverhalten in einer Veranderlichen von H 1 (t) fiir t+ @ *). 


Neben dem elementaren Fall halbzahligen Zeigers in H j (v) scheint also 
H, (v) unter den H,(v) auch noch eine Art Vorzugsstellung zu verdienen. 
3 


§ 5. 
Elementarer Grenzfall. 

Die iiber k erstreckte Reihe (4.4) aus Zylinderfunktionen konnte in 
ihrem Konvergenzverhalten gepriift werden durch das asvmptotische Wachs- 
tum Hankelscher Funktionen H;(v) in der abgeschlossenen Halbebene 

’ 3 
0 = J(v). Als konvergenzverstirkenden Proze8 ziehen wir jetzt die Ver- 


kleinerung von z in Betracht, und schrinken iibrigens zunachst x ein 
durch 


woraus die Positivitit von z+ 1 folgt, wahrend z—1< 0 bleibt. Um 
y 


die Funktionswerte mit Argumenten x — q; ihrem Betrag nach schroff 


zu scheiden, lasse man weiter y mit z klein werden. Fiir 








(1’) 0 < J(n) und 0<e<} 
wahle man niamlich 
(2) y = nzt*, 
dann wird 
z+1 i ni 2 A 3 
"s) oo  eee¢ — yt mle — ss vi] —— 
r(¥) (422—y?}? Hi [F54ze2—v | 
- —tie » 2 42 As : xn 
ae ON EOF Tie 
—4 i 
a Pi (*- oa) 
= O fe- (= 


') Airy, Intensity of light in the neighbourhood of a Caustic, Trans. Cam- 
bridge Philos. Soc. 6 (1838). 
%) Watson, Theory of Bessel Functions, Cambridge 1922, S. 190 u. 249. 
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strebt also zugleich mit z gegen Null. Bildet man andererseits, vom 
nimlichen Intervall in z ausgehend, die GréBenordnung von (7 7 1 ), 


so erscheint diesmal als Leitglied der asymptotischen Formel nicht die 
Zylinderfunktion, sondern der Exponentialfaktor, und es entsteht die 
schwiichere Aussage 





_ (? — a sad 
(2’) y= Ole “D}, 
ace: 
In der Summe at’ * ) ist daher bei unseren Annahmen der ,,Sattel- 
= y 
punkt“ & = 0 Trager einer Naherung fiir @(%)> entsprechend dem seit 


Riemann bei bestimmten Integralen gebriuchlichen Verfahren. 
Macht man entsprechend zu (2) auch z mit z klein, so kann (2’) 


noch etwas verschirft werden. Um (422 — y?)3 von zweiter Dimension 
in z zu machen, so daB die Hankelsche Funktion in (4.1’) ein von z 
freies Argument enthalt, wahlen wir nun in (2) « = j, d.h. 


a 
y= 9%; 
und mit beliebigem § sei dementsprechend 
t= E23, 
also wegen (4. 1’) 


221i 


(3) (%) macro tet (4g _ ant H, [7 (48 — 1"), 


An Stelle von (2’) tritt hier 


-= 0 (24), 





und somit folgt aus (4. 4) 


A2u2 3 u3 


’ Vy tt (saut oe ——— 





22 


«wet 6 ioe ge vita [ee — nt]. 


Die Hankelsche Zylinderfunktion H,(v) kann daher durch Grenziibergang 
3 


erzeugt werden aus der kubischen 9-Funktion. 
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DaB umgekehrt bei Annaherung an die Singularitat J (y) + 0; z + 0 der 

z 

| durch Hi(v) Naherungswerte geliefert werden, ist von 
3 

z 

Interesse, weil eine Extrapolation folgender Art statthat: 


Funktion 0 





MS 

n-—1 

of2yn| = Di %,578 ay+F . 

32°) y 
32+ 


wobei nm = 1,2,..., und die Vorzahlen ¢ rational aufgebaut sind aus 
Einheitswurzeln der Ordnung n*. Fiir den einfachen Fall » = 2 der 
x 


y 
0 


elliptischen Thetareihe 0 entspricht dem die bekannte Beziehung 








r+ 
a+snelsy| = Siv0 +t B 


(Eingegangen am 14. 7. 1934.) 














Uber die stetigen konvexen und die bikonvexen 
Funktionen. 


Von 


Georg Aumann in Princeton, N. J. (U. 8. A.). 


1, Einleitung. Ist £ = p(z) eine eindeutige stetige wachsende 
Funktion im Intervall a < «<b und z = f(&) die (ebenfalls eindeutige 
stetige wachsende) Umkehrfunktion im Bildintervall « << § < B, 80 


nennen wir 





(p(X) + --- + p(z,,) " 
t( : = ) = M; Ch, wing Mel 
das /-Mittel der m Zahlen 2,, ..., Lm, @< 2% <b, w=1,...,m. Ist 
die im Intervall 0 <= s < 1 eindeutige Funktion X(s) integrierbar und 
a < X(s) <b, so heiBt 


1 
t(j p(X (s)) ds) = Mz (X) 
das {-Mittel der Funktion X. 


Bezeichnet nun 7 = x (2) ebenfalls eine eindeutige stetige wachsende 
Funktion im Intervall a<2< 6 und z=g(y) ihre Umkehrung im 
Intervall «’ << #’, so kann man neben den /-Mitteln auch die 
g-Mittel betrachten. Wir wollen ein Funktionenpaar /,g (wobei die Ord- 
nung wesentlich ist) ein Jensensches Paar nennen, wenn 


(J) M; (X (s)) S Mj (X (s)) 


fiir jede beliebige integrierbare Funktion X (s) mit a < X (s) < 6 besteht. 
Weiter nennen wir f,g ein Minkowskisches Paar, wenn 


(M) M; (M,(X (s, t))) < M,(M; (X (s, t))) 


gilt fiir jede beliebige im Quadrat 0 < s,¢ < | integrierbare Funktion 
X(s,t) mit a< X(s,t) <6. Die Frage nach Jensenschen bzw. Min- 
kowskischen Funktionenpaaren ist der Gegenstand zahlreicher Unter- 
suchungen gewesen. Jedoch fehlte bisher (auch nach dem Erscheinen 
der ,,Inequalities“ von Hardy-Littlewood-Pélya')) eine vollig befriedigende 
Antwort auf die Frage nach allen méglichen Paaren; eine solche soll 
hier gegeben werden. 


1) Cambridge 1934. 
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Bei der Suche nach den Jensenschen Paaren wird man auf die 
stetigen wachsenden konveren Funktionen gefiihrt; die Frage nach den 
Minkowskischen Paaren erweist sich als gleichwertig mit der Frage nach 
den bikonveren Funktionen; so nennen wir eine im Intervall a < «<b 
stetig wachsende Funktion § = ®(z) mit der Umkehrung x = F (6), 
wenn fiir beliebige z,,, 1,7 = 1,2 mit a< 2,,< 6 die Ungleichung 


i+ % %y1 + %9\) 
a rere) 














® (x, ,) + o (#s1)) 
F +F ( 
. ( 2 of 


_ 


® (219) + 2 {19)) 
2 





besteht. Uber die zweimal differenzierbaren konvexen und bikonvexen 
Funktionen ist bisher bekannt: 

1. Die im Intervall a < 2 < b zweimal differenzierbare Funktion ® (2) 
ist dann und nur dann konvez, wenn © (zx) > 0 fiir a<a <b. 

2. Die im Intervall a< x<b zweimal stetig differenzierbare wachsende 
nicht lineare Funktion @(x) ist dann und nur dann bikonver, wenn 


Poon fiir a <2 <b positiv und konkav ist*). 

Dem fiige ich hier hinzu: 

3. Jede (wachsende) stetige konvexe Funktion ist Limes einer Folge 
von (wachsenden) zweimal stetig differenzierbaren, ja sogar. analytischen 
konvezen Funktionen. 

4. Jede bikonvexe Funktion ist zweimal stetig differenzierbar und Limes 
einer Folge von analytischen bikonvezen Funktionen. 

Durch diese vier Aussagen ist eine vollstandige Ubersicht iiber dic 
stetigen konvexen und die bikonvexen Funktionen und damit iiber die 
Gesamtheit aller Jensenschen und Minkowskischen Funktionenpaare, und 
somit auch iiber die zugehérigen Ungleichungen erreicht. 

2. Jensensehe Paare. Aus (J) folgt durch Spezialisieren von X (s) 
(J?) M7 (2,, %) S Mj (z,, 2) 


fiir beliebige z,, z,. Aber auch das Umgekehrte gilt; man weist naimlich 
leicht nach, daB aus (J*) die Ungleichung 
(J™) MF (ays - + +5 Sa) Se Me {has «> +> Se) 
folgt fiir beliebige z,,..., Z,- Zu diesem Zweck fiihrt man, einer von 
Cauchy stammenden Methode folgend, die zwei Induktionen 
{(J*), (J™)} > (J*™), 
(Jn) > (Jn) 





*) ,, Inequalities, S. 88, Satz 106, I. 











Konvexe und bikonvexe Funktionen. 199 


durch, wobei die funktionalen Beziehungen zwischen den M, (M,) fir 
verschiedene Argumentezahl und ihre Monotonieeigenschaften zu benutzen 
sind*). Von (J™) schlieBt man dann auf (J) durch den Grenziibergang 
m—> ©. 

Setzt man &, = g(z,), w = 1, 2, und y(f(&)) = F(é), nimmt von (J*) 
beiderseits den y-Wert, so erhailt man 


g F P(é 
(K) ' F(t 2) <= oot ( 2) 





d.h. F(&) ist konvex. Umgekehrt folgt aus (K) die Ungleichung (J*) 
und damit (J). Wir haben somit den 
Satzl. Das Paar stetiger wachsender Funktionen f(&), g(n) bildet 
dann und nur dann ein Jensensches Paar, wenn die durch {(&) = g(F (&)) 
erklirte Funktion F(&) im ganzen Definitionsintervall von f{(&) konvex ist. 
3. Stetige wachsende konvexe Funktionen. Ohne Beweis erwihne 


ich den die wachsenden zweimal differenzierbaren konvexen Funktionen 
charakterisierenden 


Satz 2. Die im Intervall a < x < b wachsende zweimal dijfferenzier- 
bare Funktion p(x) ist dann und nur dann konvex, wenn g' (x) > 0 und 
gy’ (x) > O ist fira<r<b. 

Wir beweisen nun den 


Satz 3. Jede im Intervall a < 2 <b (wachsende) stetige honvexe 
Funktion (x) ist Limes einer Folge von im Intervall a << 2 <b (wach- 
senden) zweimal stetig differenzierbaren, ja sogar analytischen konvexen 
Funktionen. 


Beweis. Sei z,, 2, Z,, ... eine Folge von Zahlen, die im Intervall 
a<«2<b iiberall dicht liegen. Durch jeden Punkt (2,, p(z,)) der 
Kurve § = (xz) kann man eine Stiitzgerade legen‘), d.h. eine Gerade 


&§=a,c2+, (a, > 0, falls w(x) wachsend), 


so daB g(z,) =4,2,+,, und p(z) >a2+ 8, fir a<cxr<b gilt. 
Die Funktionen 


®, (x) = Max (a,2 + ,, .... a 2+ Bn), 
n= 1,2,3,..., haben offenbar den Limes g(z). Nun ersetzen wir ®, 


durch eine (wachsende) zweimal differenzierbare konvexe Funktion 9, (z), 


8) Man vergleiche z. B.: Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsatze der Analysis I 
(1925), S. 50—5}. ’ 


4) Siehe etwa ,,Inequalities“, S.94, Satz 112. 
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die sich um weniger als 2 von @, unterscheidet. Wir betrachten den 
analytischen Zweig § = g(x) der Kurve 


IG —«,2—,) =e >0, 


der oberhalb der Kurve & = ®, (zx) verliuft. Es gilt 


n P 
4 & —a, 
Zz 3 
Eé—a, z—fB, 
r=1 


(also ¢’ > 0, wenn (x) wachsend) und 


” st c— a, x—B = PEt. 


vrai iz BI 
also &’ > 0. Man kann ¢ = e(n) so klein ore daB 
0< 9, (rz) — ®, (2) << = 


sogar fiir alle reellen z, insbesondere also im Intervall a << x < 6 gilt. 
Damit ist der Satz 3 bewiesen. 

Die Satze 1, 2, 3 erlauben alle méglichen Jensenschen Funktionen- 
paare zu bilden. 


4. Minkowskische Paare. Aus (M) folgt durch fieiebithbiainn von 
X (s, t) die Ungleichung 


(M**) Mj (M}(2,,, 2»), Mj (21, %o)) S Mj (MF (2,,, 2,), M7 (2,9, %29)) 


fiir beliebige z,,, 1,7 = 1,2, a<caj,<b. Ahnlich wie in 2 beweist 
man, daB aus (M*°) allgemein 


(M9) MP (My (245: «+ +> Zins «+> ME (mrs -- +> Sun) 
MS EF (Bays - «<2 Sarde o> os MF (thay - + +2 Sued) 


folgt fiir beliebige z,,, « = 1,...,.m,¥=1,...,.n, @a<Ca,,<. 6, indem 
man die vier Induktionen 
{((M?*), (Mz")} + (M?™*), 
(Mm) > (Mm—1%), 
(Qaim 2), (Ml )} > (m2, 
(Mm) > (Mm =—1) 


ausfiihrt. Aus (M™*) ergibt sich dann (M) durch re Setzt 
man x (2;,) = yi; (4%; = 9 (yi;)) und y = x (f(é)) = F(§) mit der 
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Umkehrung § = 9 (9 (y)) = P(y), a< E<B, a <y <P’, 80 wird 
aus (M**): 


(B) F (<= i ® oy") 








Pht see Ene on oars 
2 


fiir beliebige y,;,, i,j = 1,2, a <y,,< 6’. Umgekehrt folgt aus (B) 
wieder (M**) und damit (M). Wir definieren: 
Die im Intervall «’ << y < f’ stetig wachsende Funktion § = ®(y) 
heiBt bikonver, wenn (B) fiir beliebige y,, mit a’ < y,,< f’ statthat. 
Wir haben demnach den 


Satz 4. Das Paar f(), g() wachsender stetiger Funktionen ist dann 
und nur dann ein Minkowskisches Paar, wenn die durch g(n) = {(®(n)) 
definierte Funktion ®(n) im Detinitionsintervall von g(n) bikonvex ist. 

Die Bezeichnung ,,bikonvex wird gerechtfertigt durch die Tatsache, 
da8 jede bikonvexe Funktion konvex ist. Dies ergibt sich unmittelbar 
aus (B), wenn man darin y,, = Y;9, Yoq = Y11 Setzt. 

5. Bikonvexe Funktionen. Wir beweisen den wichtigen 

Satz 5. Jede bikonvexe Funktion ist zweimal stetig differenzierbar. 

Den Beweis fiihren wir in drei Schritten. 


1. Wir zeigen zuniachst, da8 die bikonvexe Funktion ®(y) einmal 
differenzierbar ist. Wie wir bereits wissen, ist ®(y) stetig und konvex. 
Nun besitzt jede stetige konvexe Funktion eine links- und eine rechts- 
seitige Ableitung’). 

Angenommen, an der Stelle y, stimmen die links- und rechtsseitige 
Ableitung nicht iiberein. Zur Vereinfachung diirfen wir annehmen, daB 
y, = 0, D(y,) = 0 ist; andernfalls betrachte man die ebenfalls bikonvexe 
Funktion ®(y, + y) —-®(y,). Nach Annahme ist also 


lim Oty) _ », lim °) — g, 0<q<p. 


y>t+o ¥ y>—o Y 





Wir wahlen nun zwei Zahlen 7p’, ¢’ in solcher Weise, daB 
O<p<p, O< <q 


ai<$. 


und 


5) ,,Inequalities“, 8.91, Satz 111. 
Mathematische Annalen. 111. 14 
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Man kann nun ein 9 > 0 finden, so daB 
pysSP\ysry fir O<y<e, 
qWwsP(_ysvy fir —e<y<0, 

und auch fiir die Umkehrfunktion 


>srast fir O<i<g, 
SsFas= fir —9 <&<0. 


Nun setzen wir y,, = — PT, Yi3 = Yo; =, Yg3 = 7T und wahlen die Zahl 
t > 0 so klein, da8 wir im folgenden die vorausgehenden Ungleichungen 
anwenden kénnen. Diese Werte setzen wir nun in (B) ein und erhalten: 


pt qt ® (— pt) , Se 
PP Gh /) i 











andererseits folgt: 
(—3e+r) 
£2 0\ 7) = 4 


5 (ge? 2 @(gr) 1 1 j—pr@d , qtp 
RSG a7 2 sisal ae ny 


(—¢p +r) <9, 


/ 








ins 
daher L > R, im Widerspruch mit oben. Die Annahme, ®(y) wire 
nicht differenzierbar, ist also falsch. 

2. Als wachsende konvexe differenzierbare Funktion ist ®(y) stetig 
differenzierbar, ®’(y) eine stetige positive nicht fallende Funktion. Die 
Umkehrfunktion y = F(€) von § = ®(y) hat dann eine stetige positive 
nicht wachsende Ableitung F’ (€). Von F’(é) kénnen wir nun noch mehr 
behaupten. 


Setzt man F (Str) + Pt) = L(y,, y,), so lautet (B) 








(YritYia Yait Yoo L(Y; 19 Yor) + Lyra Yoo) 
zaps, Ba ee) - ; 


d.h. L(y,,y,) ist eine konvexe Funktion. Insbesondere ist dann die 
Funktion L(x, + At, y, + mut) konvex beziiglich ¢; daher ist 


d = D (x) + At)+ D(yot+ nt) AD (xy +At)h , wD (yo +ut)) 
nh =F ( . 2 )-( 2 + 2 





stetig und nicht fallend in ¢. Wir beschrinken uns auf den Fall, daB 
A>0, uw => 0, und setzen 


(5, 1) P(z,+At)=u(t), O(y,+ ut) = v(t); 
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dann ist 
(5, 2) F(*S) (Fost re) 


eine stetige nicht fallende Funktion von ¢. Aus (5, 1) folgt 





(5, 3) H (u, v) = — Met yA+ uF (u) —AF(v) = 0. 
Wir kénnen dann sagen, daB auf der Kurve (5,3) die Funktion (5, 2) 


mit wachsendem wu nicht fallt. Also ist fiir u, <u, mit Fa = Q(u) 
(Q ist positiv, stetig und nicht fallend) 








AQ (u;) + wu 2 (v;) < 4 Q (us) + 4 Q (v5) 


2 (5*) a("3 **) , 
oder 
+ 
(5, 4) a (">") AQ (ug) + pp Q(v9) 





o(%t") 22 (u;) + pw Q(v,)’ 


wobei v,, v, aus der Gleichung (5,3) zu den zugehdérigen u zu _ be- 
rechnen sind. 


Fiir « = 0 ist vo, = v, = v und nach (5, 4) 











U.-+v 

a 2) — 2 (us) 

o(“t*) == 2(u,)’ 

t 2 
oder 
Ug tv uv © (U, +0 

55) a(=—) — 2(--) Q(w,)—2(4) 22(*3-) 
©: Ute w+» — U, — % : $2 (tu) 








2 2 
Angenommen, fiir ein bestimmtes u, und fiir jedes u, mit 0 < u, — u, <e sei 


(5, 6) Oty) — Ol) < K, 


Ug — Uy 





K eine Konstante. Aus (5,5) und (5, 6) folgt 


Max Q (oF) 


2 
2K esus3 
= 2 (u) ; 


Q(u' + 6) — Q(w’) 
6 








fiir beliebiges 6 mit 0< 6 < > und u’ mit 


u,+¢ ,_- % +B 
=" ——- 


14* 
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Durch Wiederholung dieser SchluBweise*) ergibt sich, daB zu jedem 


Punkt uw des Intervalls «< u<f ein ¢(u) angegeben werden kann, 
so dab 


(5, 7) Q(u + 4- Q (u) < Ku), 
sobald 0 < 6 < e(u). Fiir ein gewisses u, ist aber obige Annahme sicher 
zutreffend. Wiirden niamlich fiir jeden Punkt in jeder noch so kleinen 
Umgebung die Differenzenquotienten beliebig groBe Werte annehmen, 
dann wire die Funktion 2(u) in keinem Punkt des Intervalls «<u <p 
beschrinkt, was aber unméglich ist. Unser Ergebnis ist somit, daB jede 
rechtsseitige Derivierte D, Q(u) von Q(u) beschrankt ist. 

3. Aus (5,4) folgt fiir ~ > 0 (also v, < »,) 

Uy + ¥, u, + 

o(= 4-1) - 2("4*) 

Uy + U9 = + %) 2 ("S — “1) 2 








(5, 8) 








2 (e, — 0) 7S Fy) ce ee + 1 (v% — ny SS 7 (1) 
= (ug — u, + %3 — 9) (4.2 (u) tH Q(»,)) 


Nun liefert in (5,3) der Mittelwertsatz 
0 = u(u, — u,) F (u) — A(v, — v,) F’ (0), 





oder 
(ty — 4,) = (v, —%,) = AQ (tu): wQ(%), 


wobei u, <u <u,, v, <0 <<», gilt. Dies in (5,8) eingesetzt, ergibt 
Uy + V2) u,+v 
a(® 2 — 2 1 1) 
(5, 9) ( 2 ) re | 








(yas “1) 


i? Q (i) ats) -- 2(%) 2 2%) 2 (v,) — Q(v,) 


2 he uy, vy — vy 
= (2 2 (a) + pe 2 (@)) (2 Q (uy) + pw Q(v,)) 


Wir halten nun u,, v, fest und machen den Grenziibergang 





u, = 2, >, und damit v, = y, > »,. Da 2 = Bw)’ =o 
also sicher =: = + 1:1, so schneidet die Kurve H (u,v) = 0, auf der 


wir uns ier naistialinias bewegen, die Gerade u-+v = u, +, unter 
einem von Null verschiedenen Winkel. Wir haben daher die Freiheit, 


*) Falls x = —oc oder 8 = + co ist, hat man diese Uberlegung dahin ab- 
zuéndern, daB man v nicht das ganze Intervall, sondern nur ein geniigend groBes 
beschranktes Teilintervall des Definitionsintervalls von F (£) durchlaufen laBt. 
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beim GrenzprozeB die Folge {Pee nach Gutdiinken zu wiahlen. Wir 


wollen nun—“2 t = 4 oa "1 





so gegen 





konvergieren lassen, daB 


o(>*)—o(% 5") 
*=+y %,+% ° 
2 2 


gerade gegen die obere rechte Derivierte D, Q \“ +") konvergiert. Durch 








v=], 2, 3, ..., 








eine Teilfolgenauswahl kénnen wir zusitzlich erreichen, da8 auch die 
Quotienten 
Q(z,)—Q(u) Qly,)— Q(v,) 


z,—u, ¥,—%, 


konvergieren, etwa nach D, Q(u,) und D, Q(v,). Aus (5,9) folgt somit 


* u,+v 
D, 2 : 2 1) # Q(u,)D, Q(u,) + np? Q(v,) D, Q(v,) 
20(% t *) (4 2(u,) +4 Q(v,))? 





(5, 10) 








4 Q(u,) D, Q (uy) +n? Q(v,) D, Q(v,) 
(A 2 (u,) + « Q(v,))? 





Hier diirfen wir nun z. B. 4 = 


D,Q 
mit der Abkiirzung D hi = Y(u) 


way ,= aw setzen und bekommen 








+ F (u,) + ¥ (0) 
y (2) < (u, (m1) 


d. h. die Funktion  (u) ist konvex im Intervall « << u<. Da sie in 
jedem abgeschlossenen Teilintervall beschrinkt ist, so ist sie nach einem 
bekannten Satz’) stetig. Die rechte obere Derivierte D, Q(u) ist also 
im ganzen Interval] stetig, und daher*) ist Q(u) stetig differenzierbar. 
Dasselbe gilt dann auch von F’(u), womit der Beweis von Satz 5 zu 
Ende ist. 

6. Der Beweis von Satz 5 hat nebenbei noch .eine notwendige Be- 
dingung fiir die Bikonvexitét von ®(y) geliefert: Fiir jede bikonvexe 
Funktion ®(y) ist 





QQ FE 

.. om 
eine nicht ee stetige konvexe Funktion. Diese Bedingung ist z. B. 
erfillt, wenn — = =0 ist, d. h. wenn y = F(é) und damit § = D(y) 


7) loo. 5). 
8) C. Carathéodory, Reelle Funktionen (1927), S. 534. 
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lineare Funktionen sind. Fiir solche Funktionen ist aber die Ungleichung 
(B) mit dem Gleichheitszeichen erfiillt. Von diesen trivialen bikonvexen 
Funktionen abgesehen, ist aber die oben angegebene Bedingung nicht 
hinreichend. Wir kénnen ‘aber aus (5,10) eine hinreichende Bedingung 
herausbekommen, allerdings nur unter der Annahme, daB Y (u) + 0 ist 
(was aber, wie wir noch sehen werden, eine wesentliche Bedingung ist). 
Wir wollen namlich in (5,10) 4 und ww so wahlen, da8 (5,10) méglichst 
scharf wird, d. h. also so, daB die rechte Seite von (5,10) ein Minimum 
wird. Dies ist der Fall fiir 
1 1 
Ain = Fe) Fey” 

Setzt man diese Werte in (5,10) ein, dann ergibt sich fiir die Funktion 
Y (u) die Ungleichung 

+o 2 ¥ (u,) ¥ (v,) 
“oy ¥ ("3") S Fey rey 
die offenbar schirfer ist als die in 5 gewonnene Ungleichung, da das har- 
monische Mittel kleiner ist als das arithmetische. Anders geschrieben 


besagt (5,11), daB die Funktion Fw konkav ist. Dies ist nun auch tat- 


sichlich die entscheidende Bedingung, wie der folgende Satz zeigt. 

Satz 6. Die stetige wachsende, nicht lineare Funktion § = D(y) mit 
der Umkehrfunktion y = F (&) (a’ <. y < 8’, a << & < B) ist dann und nu» 
dann bikonver, wenn sie zweimal differenzierbar und 

P'() 
~ FG) 
im Intervall « < & < B eine stetige positive konkave Funktion ist. 

Beweis. Nach 5, 2. und Satz 5 ist die Funktion L (y,, y,) = M}(y,, y,) 
symmetrisch, konvex und zweimal stetig differenzierbar, wenn ®(y) bi- 
konvex ist. Offenbar gilt auch das Umgekehrte. Nun ist L(y,, y,) 
konvex dann und nur dann’*), wenn 
(I) L,=9 ud LZ, >0, (II) L,, L,, — Liz =>9 
ist, wobei die unteren Indizes an L die betreffenden partiellen Ableitungen 
bedeuten. Mit der Bezeichnung 


P(y,) = &,, v= z, 2; 4(&, + &,) = &; 











ist 
U , 1 F' & 
L, = F’(&)® (yw) 3 = spy 
F’ (&) ist namlich nach 5 positiv. Weiter haben wir 


FP" (5) 
—e 
L,= 4 F’ (£,) F’ (&5) 


%) ,, Inequalities“, S. 80, Satz 99. 
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und L.. = 7) F’ (5) F” (&,) 
vw 4P(E)” BPE) * 

Setzt man wieder — aa = Y(é), so besagen (I) 

(6, 1) wy (254) <2 (6) 


und (II) 

FTES PTE) MY (Ea) — 2 YE) (PE) — 2 FE) — P2E)} SO 
oder 

(6,2) — (SE) (wey t YE) +27) PE) SO. 


Das Bestehen von (6,1), (6,2) fiir beliebiges &,, &, m a<& < B ist 
sonach notwendig und hinreichend fiir die Bikonvexitét von ®(y). Aus 
(6,1) folgt unmittelbar, daB '¥ (£) > 0 ist, und weiter durch eine &hn- 
liche SchluBweise wie die in 5,2., daB ‘(&) im ganzen Intervall ver- 
schwindet, wenn es dies fiir eine einzige Stelle tut. Ist aber YW (é) 
identisch Null, so sind F(é) und ®(y) linear, was uns hier nicht inter- 
essiert. Also haben wir 
(6, 3) ¥ (€) > 0. 
Dann nimmt aber (6,2) die Form 

1 
v (a5*) 





1 


l l 
(6, 4) =3(ra5+ Fe) 


an, woraus sofort d.h. (6,1) folgt. Damit haben 


1 1 
va (3 + Ly =I Ey 


wir als notwendige und hinreichende Bedingungen die Ungleichungen (6, 3) 
und (6,4). Die letztere ist gerade die Ungleichung (5,11); sie besagt, 


daB re eine konkave Funktion ist. Damit ist Satz 6 bewiesen. 
Bemerkung. Die Funktion re ist negativ stetig und konvex; 


man kann sie also nach Satz 3 durch analytische konvexe, und wie man 
durch eine kleine Abinderung der Approximation, die in 3 beschrieben 
wurde, erreichen kann, negative Funktionen approximieren. Aus Satz 6 
folgt dann, daB die betreffenden, ®(y) approximierenden analytischen 
Funktionen bikonvex sind. Wir haben somit das Ergebnis: 

Jede bikonvexe Funktion ist Limes einer Folge von analytischen bi- 
konvexen Funktionen. 

Damit haben wir auch alle bikonvexen Funktionen in der Hand. 

7. Sehlu8. Hinsichtlich Beispiele sei auf die reichhaltigen ,,Ine- 
qualities“ verwiesen. Beziiglich der bikonvexen Funktionen scheint mir 


















208 


die Tatsache bemerkenswert, daB gerade die Grenzfille von positiven 
konkaven Funktionen, namlich die positiven konstanten und linearen 
Funktionen, auf diejenigen bikonvexen Funktionen fiihren, die in den 
klassischen Ungleichungen von Schwarz und Minkowski auftreten: 

1. - me = 1 ergibt durch Integration (von unwesentlichen Kon- 





G. Aumann, Konvexe und bikonvexe Funktionen. 


stanten ist abgesehen): y= — e~*, ®(y) = — log(— y), y < 0, und als 
zugehérige Ungleichung (M) in einfachster Form: 

: { tog Xt, 0 ae {we (j X(,0dt)ae 

i | 


fiir beliebiges X (s,t) > 0, die sogenannte verallgemeinerte Schwarzsche 
Ungleichung. 


2. — 1 =af, a>1, &>0, liefert (1—-+ =p, 0<p <1): 


1 
y=, Diy)=y?, y>Od, 
und fiir X (s, t) > 0 


{({ xeae)Pas < ({[(fxasy'ar)e, 


die sogenannte verallgemeinerte Minkowskische Ungleichung. 


(Eingegangen am 6. 1. 1935.) 


Primzahlen reell-quadratischer Zahlkérper 
in Winkelriumen. 


Von 


Hans Rademacher in Philadelphia, Pa. (U.S.A.) 





Mit Hilfe der von ihm eingefiihrten Zetafunktionen mit GréBen- 
charakteren hat Herr Hecke fiir beliebige algebraische Zahlkérper einen 
Satz bewiesen'), den ich fiir reell-quadratische Zahlkérper spezialisiert 
folgendermaBen aussprechen will: 


Es sei a ein Ideal des Kérpers, 7q > 1 die totalpositive Grund- 
einheit mod a, mu sei eine Kérperzahl, u’ ihre Konjugierte und es werde 


(l) wa) = TT, 8 | 
gesetzt. Ist ferner o eine feste ganze K6rperzahl, so gilt fiir die An- 
zahl 2, (x;v) der mod a nicht-assoziierten Primzahlen w, die den Be- 
dingungen 

(2) @>0, B=e(moda), N(w)S2, w(w)—[w(o))<v0s1 
geniigen, 


(3) Nq (x; v) ~ 





zx 


v 
hy (a) logz’ 
wo h, (a) die Anzahl der Idealklassen mod a im engsten Sinne ist. 

Fir den Beweis dieses Satzes benutzt Herr Hecke das Weylsche 
Gleichverteilungskriterium, das aber seiner Natur nach nichts iiber den 
Fehler in der asymptotischen Gleichung (3) aussagt. Demgegeniiber ist 
das Ziel der vorliegenden Arbeit, eine Abschitzung jenes Feblers zu geben, 
die wir in dem folgenden Hauptsatz aussprechen: 

Hauptsatz: Es gibt zwei nur von dem Kérper und von dem 
Modul a abhingende Konstanten C und c, so daf fiir s> 2 unter den 
soeben eingefiihrten Bezeichnungen 


v 
(4) Nq (x; v) — in ta) 
gilt. 

In §1 bestimmen wir einen nullstellenfreien Streifen fiir ¢(s, 72") 
und o < 1, dessen Breite aber von dem GréBencharakter 4" abhingen 





Liz| <C ae~ “Vig 


1) E. Hecke, Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen zur 
Verteilung der Primzahlen II, Math. Zeitechr. 6 (1920), S. 11—51l, insbesondere 
S. 38, Formel (52). 
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wird, und eine Abschitzung von . (s,~A™) in diesem Streifen, § 2 fiihrt 


zu einer auch an sich bemerkenswerten Abschitzung von Summen von 
GréBencharakteren iiber Primzahlen, in §3 wird von einer Fourierreihe 
Gebrauch gemacht, § 4 endlich enthalt den Beweis des Hauptsatzes. 

Was die Bezeichnungsweise angeht, so schien mir wegen der vielen 
auftretenden Variablen der Gebrauch des O-Symbols nicht immer zweck- 
maBig. Es seien vielmehr im folgenden unter B Funktionen verstanden 
(nicht immer dieselben), die beschrdinkt sind und deren Schranken nur vom 
Kérper und vom Ideal a abhingen. C und ¢ sind positive Konstanten 
(nicht immer dieselben), die auch nur vom Kérper und vom Ideal a ab- 
hangen. Wir kénnen nach dieser Festsetzung also schreiben 


|B\<C. 
$1. 
Ein nullstellenfreier Streifen fiir die Heckeschen Funktionen. 
Es sei 
(5) A” (2) an gf **%e (Pe 


ein GréBencharakter fiir die idealen Zahlen 4 des Bereiches 3, zu dem 
nach Heckes Vorgang der Kérper erweitert sei*). Mit 7(,) werden im 
folgenden stets Gruppencharaktere fiir die Gruppe der Idealklassen mod a 
im engsten Sinne bezeichnet; diese Gruppe habe die Ordnung h, (a). 
Ist A die Idealklassenzahl im gewéhnlichen Sinne und » > 1 die Grund- 
einheit des Kérpers, so sei 

ja = n**. 
Jede Einheit « des Kérpers la8t sich dann darstellen als 

e= +7 nN 
mit 0 <= / < qq, n beliebig ganz rational. Es gibt also 2q, mod a nicht- 
assoziierter Einheiten, infolgedessen ist 
2h g(a) 2h (a) 





(6) h, (a) = 


24 qo 
Ist 7(,1) ein solecher Gruppencharakter, daf 
(7) x (e) Am (e) = 1 


fiir sdmtliche Einheiten ¢, so heiBe y 2” ein Gréfencharakter fiir Ideale. 
Nicht jedes 7 ergibt mit 4" einen solchen. Fiir solche z, fiir die (7) 
nicht gilt, ergibt sich jedoch 

(8) 2 7 (2) 4" (2) = 9, 


(a 


2) lhc. 1) § 2. 
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wo iiber alle mod a nicht-assoziierten Einheiten zu summieren ist‘). 
Durch die Zusammenziehung in der Schreibweise 7 4™( 4) werde stets 
ein GréBencharakter fiir Ideale angedeutet, wahrend wir y()A"( 4) 
schreiben wollen, wenn 7(,:) ein beliebiger Charakter der Idealklassen- 
gruppe mod a ist. 
Mit dem GréBencharakter fiir Ideale yA" (1) wird nun die Heckesche 
Zetafunktion 
ae x2” (ji) 
atiaiti Oy 
l 
1—7%4™(B) | N(B)|~* 





gebildet, wo , alle nicht-assoziierten idealen ganzen Zahlen von 3, @ alle 
nicht-assoziierten idealen Primzahlen von 3 durchlauft. Es sei noch y,( 4) 
der Hauptcharakter moda. Dann gilt 

Satzl. Firoa>1 ist 
(9) —356,%)- a5 (o + it, 2") —K oo + 2it, Am) D0. 


Zum tii bilde man 


© (8,20) = — > log|N (a) | See a(S) 
() 


| N (@) |" 

i y= —- > VT (x2 (B)y' 

> (24") = — S'log| N(a)| D Fran) 
ab re 


und entsprechend 2 ~ (8, 7°22”) und wende darauf die bekannte Schlub- 


weise von de la Vallée-Poussin an‘). 
Satz2. Firm+0 und —}< R(s) <4 gilt mit geeignetem C 


(10) \C(s, 7 A™)| << Cr(t,m), 

wo 

(11) t (t,m) = (1 +4. |t\)? (1 + | ml)? 
ist. 


Beweis: Mit einer geringen Abanderung eines friiher von mir be- 
wiesenen Satzes®) gilt unter den aa Bedingungen zunachst 


5(s,44")| SO (1+ =|) (2 } 


3) H. Rademacher, Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper I, 
Hamburger Abhandlungen 3 (1924), S. 120, Hilfssatz 4. 

4) Siehe z. B. E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie 2 (1927), S. 14, 
Satz 372. 

5) Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper III, Math. Zeitschr. 27 
(1927), 8S. 362, Hilfssatz 15. 


am 


log "aq 














t + + |t— 


= n 
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Die Abanderung besteht erstens in der Einbeziehung eines dortigen vom 
Modul a abhangenden Faktors in die Konstante C, zweitens in der Unter- 
driickung von Exponenten auf der rechten Seite, die, wie sich aus dem 
dortigen Beweise ersehen 148t, nur fiir den Hauptcharakter 74" = y,, 
also nur fiir m = 0 ay, sind. Da ferner 


(1+|+ em = \s(1+li+Re) 














(+ |x 





log nq 
BIR MB: gb 
ist, so ist Satz 2 bewiesen. 
Satz 3. Fir 1< R(s)=oc< 4, m + 0 ist 


ae ER Cc 
£ (8, 42) ene 











Beweis: Es ist 
= [J 0-x@)\N@P) = DY ew, 
@) (y) (» )| 


wo y (v) die Mébiussche Funktion ist. Also 
1 7 1 Cc 
< < ’ 
| pe rar ~e=s 


| o (8, x a™) 
welch letzteres man z.B. gleichfalls meinem soeben zitierten Hilfssatz 
entnehmen kann. 


Satz 4. Fir 1<o,< 2 und m + 0 gilt 


——a ) 











(12) — KF (0, + iy, x4") < log (—— t(y,m)) 


Gibt es aber zu y ein £, 0, -1 <6 <a,, so dab B+ 7y Nullstelle von 
f(s, 72™) ist, so gilt sogar 
(B—a)*\ 1 
tty, m))-+ (i 7 0 == 


(13) —R= = (05 + iy, xan") < log (=< 
Zum Beweise berufen wir uns auf einen Satz von Landau‘). Fiir 
seine Anwendung brauchen wir nur zu bemerken: 








®} Vorlesungen iiber Zahlentheorie 2, S. 15, Satz 374. 

Zusatz bei der Korrektur (12. 1. 1935): Soeben bemerke ich, daB ich ver- 
sehentlich unkorrekt zitiert habe. Der Wortlaut des Landauschen Satzes liefert 
nicht genau die im Text auftretenden (iibrigens unwesentlichen) numerischen Kon- 
stanten, sondern in (12) eine doppelt so groBe rechte Seite. Man kann aber unter 
den Landauschen Voraussetzungen |. c. auch leicht die folgenden fiir unseren Satz 
benédtigten Ungleichungen beweisen: 

Es ist 


—"t (8) < <=. 
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1. ¢(s, 4A™) ist regular in |s —o, —iy|< 2, 
2. £(o, + ty, 4A") + 0, 
3, |S 22") __| — og 4 jy. + | mI) 
cinta (3 + |y |)? (1+ |m|) 
fiir |s —o, — iy| <= 2, was aus Satz 2 und Satz 3 folgt, 
4. £(s, 7A") + 0 fiir R(s) > o, > 1. 
Dann ergibt der erwihnte Landausche Satz die Ungleichungen (12) und (13). 
Satz 5. Es gibt eine nur vom Modul a (dagegen nicht von m) ab- 
hangende positive Zahl E, so daB ¢(s, 7A™) nullstellenfrei ist fiir 
1 


1 
ag— 1 








© 21 — ip Totem’ Hae 
und 
1 
¢ = 1 —000log (Em) lel = B. 


E darf offenbar > 1 angenommen werden. 
Beweis: Nach Satz 4 ist, wenn 6 + iy eine Nullstelle von 
g (8, ya”) ist, 


- : —. 
— 8 £ (0, +iy, 22") < log Se +04 (1- EG) 1, 





und da t(2y, 2m) < 16 t(y,m), so ist 
— RE (0, + Diy, 2 HM) < log Te") + ©, 


Ferner ist fiir hinreichend kleines o, — 1 > 0 


1,1 
a— 1’ 





Paid 
(14) — + (es 4) < 
da ¢(s, z) emen Pol erster Ordnung fiir s = 1 besitzt. Dies in (9), 
Satz 1, eingesetzt, ergibt 


3.3 t (7, m) (B — a)* 1 
+ Slog SA +C,+4(1— r) 


6, —1 B— a 


0< 








und falls es eine Wurzel 9 auf dem Radius zwischen s,—r (exkl.) und s,) (exkl.) 
gibt, ist sogar 
= ft 2M ( _— & 2 1 
ral < F-0-O4) ee 


Die einzige Abanderung im Landauschen Beweis besteht darin, statt der von 
Landau dort eingefiihrten Hilfsfunktion g(s) die folgende zu betrachten: 





0 


r—_- 


a =f) [f => 
@ 


wo ¢@ alle etwaigen Wurzeln der Funktion f(s) im Kreise |s| <r durchliuft. Dann 
ist |g,(s)| = |f(s)| far |e) = 7, und logg(s) ist regular in |s| = 7, fir jedes 
<r usw. 
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Wir ziehen nur Nullstellen 8+ iy in Betracht mit 





(15) o,—B=s} 
und haben dann 
3,96 3,3 t (vy, m) 
(16) aoe “et + Sey te 
Es werde nun 
l 





o=1+ 100 log x (7, m) 
gesetzt, dann ist 


1 l 
(17) q—1l= 100 log r (y, m) > Too t (ym)? 
also nach (16) 


ms < 330 log t(y, m) + 10 log t(y, m) + 5 log 100 + C,, 


o, — 8 = 1—B — (1—-9,) > 





3,96 
340 log r(y, m) + 5 log 100 + C, 





und wegen (17) 





1-s> 396 3,96 
396 log x(y, m) | 340 log r(y, m) + C,+ 5 log 100° 

Wegen 

(18) t(y, m) > 

gibt es ein positives D, das von m unabhingig ist, so daB fiir |y| > D 

(19) 340 log t (y, m) + C, + 5 log 100 < 360 log r(y, m), 


also fiir |y| > D 


= 3,96 1 oi l 
1-—6> log t (y, m) (— 396 + 360) ~~ 1000 log t(j, m)* 


Fiir |y| < D schlieBen wir aus (16) 
3,96 





(20) 


o,—B> 





35 +5 log x (y, m) —5 log (a —1) + C, 
0 


_ 3,96 (a, — 1) 
~~ 3,8 + 5(a)— 1) log r(y, m) — 5 (a, — 1) log (a, — 1) + C, (a, — 1)’ 





und da wegen (19) 
C, < 20 log t(D, m) 
ist, haben wir 
of 3,96 (a) — 1) 
% B> 3,3 + 25 (a) — 1) log t(D, m) — 5 (a, — 1) log(¢,, — 1) 





Fiir hinreichend kleines 6 = o, — 1 > 0 haben wir 


— 6 log 6 = — (a, — 1) log (o, — 1) < 0,01, 
also 


3,96 (a, — 1) 
25 (a, — 1) log 7(D, m) 
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und fiir 
. l 
(21) o,—1 = Min (4, 100 log z(D, =) 
3,96 ~_! 1 ae 1 
1—B > — (a, — 1) + SBD _ 
und somit 


. O) 1 
1—~> Min (75, 1000 log t(D, =) 


Es werde nun die Zahl E > D so groB genommen, daB fiir 

1 
(22) % —lSipo log t(Z, 1) 
stets (14) gilt. AuBerdem erfiille Z die Bedingung 

1 
®> ioolog TE)’ 

so daB wegen (21) 
1 


% —1> ippicg te m) 


ist. Dann haben wir also 
Pe 1 
(23) <i B > 1000 log r (y, m) 


i " 
1— B> ior tog 3 (Em) fir |y| S &, 


vorausgesetzt, daB (15) gilt. Die andere Méglichkeit o, —£ >} oder 
1—B>4-—(¢,—1) hat wegen (22) erst recht (23) zur Folge. Wir 
schlieBen also aus (23): Ist 6 + iy eine Nullstelle von ¢ (s, x 4"), so ist 
1 


fir |y|>E£, 








B<l1- 1000 log 7G. m) fiir |y| > &£, 
1 a 
Dies ist aber Satz 5. 
Satz 6. In dem Streifen 
1 ——— 
1— SOO bg vm) S73 fiir |¢| > Z£, 
1 " 
gilt 
|E(, 2a") < C log* t (t, m) fir |¢|> FE 
< C log’ t(E, m) fiir |t) < E£. 
Beweis: Es werde s, = 2+ it, gesetzt. Der Kreis 8 mit 
js—s|SR 
mit 
- 1 
R=1+ slog TUem) |t} 22 
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bzw. ie a= 
R=1+ s000log cE, m) tsk 


liegt ganz in dem nullstellenfreien Streifen des Satzes 5. Denn in & ist 
\t—t,|<— R < 2, also 
log t (t, m) = log ((3 + ||)? (1 + |m|)*) 
S log (9 (1 + |t))* (1 + |m|y*) 
= log t(t,, m) + log 9 
<2 log t (t,, m), 


wegen t(t,,m) > t(E£, m) > 1(1,1) = 16. 
Um einen Hilfssatz von Carathéodory und Landau’) auf die Funktion 
log ¢ (s, x 4") anwenden zu kénnen, stellen wir fest: 


|log ¢ (s,, x4m)| _ | Pi 7 (ES) | 
@,»d 


1 1 
= A Tin@P! Cy 


@,D 





Ferner ist in & nach (10) 
R log €(s, yA") = log |C (s, x A") | < C + log t(t, m) 
< OC, + log t (t,, m). 


Dann gilt in dem Kreise |s — s,| <r mit 


1 a 
bzw. 1 
r= 1+ 3000 log t(E. m) fiir l/s 2: 
; 3 log? . 
Fs, am)| < FPEtGem, (0, + Oy + log t (ty m)), |to| 2 B, 
(ss ~ si) 
bzw. 
log? x (Z, 
< FREE (Cy +0, + loge (E, m)), |to| << E, 
(aks ~ sa) 


woraus Satz 6 sofort folgt. 


§ 2. 
Uber Primzahlen erstreckte Summen von Charakteren. 
Satz 7. Fir m +0 und z> 0 ist 


_ Stto . rm ili 
{ = 5 (6, 4") ds| < C log’ (1 + |m))-2-¢ log (1 + |m) + Viog 2, 


2—ic 





7) Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie 1, S. 192—-194, Satz 225. 
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Beweis: Der Integrationsweg von 2—ito bis 2+ to kann nach 
links verschoben werden bis zu dem Weg %, der durch 


1 





¢=1— x00 log tm)’ tS —&, 
1 

7 =) ~ 3000 Tog + (E m)" ~*a'a% 

o=1— : t>E 





3000 log r (t, m)’ 
beschrieben wird, da zwischen beiden Wegen ¢(s, 7 4") nullstellen- und 
polfrei ist. 


Dann ist nach Satz 6 
E 1 


Fi? | — Foe Tog FE wy 
(24) Jee cael sel * I+e 
Ww 





log* t (EZ, m) dt 


~~ $000 a T 3000 log 7 (t,.m) m) 
+C| fa fle ite log* t (t, m) dt 





mit einem noch zu bestimmenden 7 > £. Folglich 


wn 


r 1 
| | SC log? £ (B, m) 2! Soe =m | a 
” 0 


oc 
1 


4+. Cg! i000 mera | ee at 
E 
f log’ x (t, m) 
+Cz \ “Ta ot 
T 


Nach der Definition (12) von t(¢t, m) ist 
log t(t, m) = 2 log (1 + |¢|) + 2 log (1 + |m)) 
und daher fiir m + 0 








\| x C log’ (1 + im|) a meas E) + log (1 + [| |) 
Ww 


oo 


4+Cxr GOTT hed +Imp [ss (1+ 4 oe Iml) 3, 








i 
log’ (1 + ¢) + log! U+imD ay 
> Ife 





T 
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log z 
(25) |{| Sc tog! (1+ [mp2 6 RTT CTIA 


w 
log z 


+ C log (1 + |m|)-a-e | eQ+T) + log a timp) 

+ C log? (1 + |m|)-2-(14 T)-+*, 
Um die GréBenordnung der letzten beiden Glieder zur Ubereinstimmung 
zu bringen, setzen wir, sofern es sich mit der Bedingung T > E vertragt, 


log x rs 
log (1 + 7’) + log (1 +|m|) log (1 + 7), 








also 

(26) log (1 + 7) = — } log (1 + |m|) + V3 log? (1 + |m|) + log, 

aber nur wenn die rechte Seite dieser Gleichung > log(1 + £) ausfillt. 
Ist dies nicht der Fall, so sei T = E gesetzt, d. h. das Integral von 
E bis T in (24) fallt weg und damit auch das zweite Glied rechts in (25). 
Wenn wir dieses zweite Glied nun dennoch in jedem der beiden Fille 
mitnehmen und darin (26) eintragen, so bleibt die Ungleichung (25) aus- 
nahmslos richtig, also 





log z 
| SC log* (1 + | m|)-2-€ eG B+ log FT 
W 





—_ log z 
+ C log* (1 + |m|)-a-e $ og 1 + my + ¥} 10g? + ImD+ loge 
+ Clog’ (1 + | m|) 2-89 (— dow + 1m) + Vogt + |m) +log2) 








Im Exponenten des dritten Summanden kénnen wir schreiben: 
— tlog (1 + |m|) + V} log? (1 + | m|) + log x 
me log x 
Hlog (1 + | m|) + V¥ log? (1 + | m|) + log 

















Nan ist 
blog (1 +|m|) + V}log* (1+ | m|) + log « 
<= log x fiir log (1 +|m|) < Vlog 
115 jog (1 + |m) fir log(1 + |m|) > Vlog z, 
also 





} log (1+|m|) + Vilog*( + [mp + loge < 1 +15 (yiogz +1og (1 -+|m\)). 
Daher haben wir 
log z 


{|S etoera + |m|)-2-e eat 2) + ig a +imp 





log z 


+ Clog’ (1+ ||) <a-¢ More+ ing tim) , 
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Indem wir noch bemerken, da8 hier das erste Glied der rechten Seite 
von kleinerer GréSenordnung als das zweite ist, so haben wir mit ge- 
eignetem C Satz 7 bewiesen, 


Satz 8. Es ist fiir m + 0 





re! log z 
ZA" (%) = Blog’ (1+ |m|)-2-e a= lmp+ Voge, 
®) 
IN@ ise 


worin (@) unter dem Summenzeichen andeuten soll, da8 nur nichtasso- 
ziierte ideale Primzahlen durchlaufen werden sollen. 


Beweis: Es ist 
2+ie 
“Bal aE zands 


. 
2-ico 





\e 


= )' log v(@)| > (x2" (6) 3 ‘Scar J 


(®) l=1 


2—ic 


Dies ist nach einem bekannten Hilfssatz*) gleich 





log |N (ts) |(y a™ (a))!1 one 
2 g IN (%)|(z 4" (@))'log — 
IN) |' =z 


Die Summe zerspalten wir in die fiir 1 = 1 und fiir ]>2. Fiir diese gilt 


| Dd |S Dd tog iv (a) loge 


@) IN®)| Ve 
l 2 olt=<- 
No) |sSz — 
<Clogtr 3” log|N (w)| <C Vz log*z. 
IN®)| = Ve 


Hieraus und aus Satz 7 schlieBen wir 





(27) 3! log | (a)| 24" (8) log 
(BW) 


In |s2 
= log z 
= Blog’ (1+ |m|)-z-e log (1 + |m) + Viog 2, 





*) Landau, Vorlesungen 2, Satz 377. 
15* 
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Von dieser Formel gelangt man zu der des Satzes in der iiblichen Weise: 
Es sei 0 <6 = 6(z) <1. Dann ist einerseits wegen (27) 


(28) > log | N (%)| 7.4" (w) log 204% 
. |W (@) | 
IN@B@iSat+Az 


— 3) log |W (&)|z2" (a) log 
‘B) 
IN@)| sz 





ry 


log z 
= Blog’ (1 — |m|)-2-e "Tow «a +|m) + Viog 2» 
andererseits ist die linke Seite gleich 
(29) D> dog |N (%)| 7.2" (5) log 


(@) 
2<|M(@| DSat+de 





oT 


+log(1+6) S” log |N (w)| 7a" (Hs). 
he IN(@)| Sate 
Hierin ist 


| >” og |N (a5) | z 4" (a) log 


2<(N\@NS a+d)z 


< log (1 + 4) z= log | N (%)| < C log (1 + 6) (62+ re~eViog 2) 


2<[|N(@)| Sa+de2 





z 
|\N (@) | 


und ebenso 


| log (1 + 4) PS log | N (a) | 72 (%)| <C log (1 +) (82+ xe- Viog 2), 
2<IN@|Sa+ be | 

Daher also wegen (28) und (29) 
D> log|N (w)| x2" (as) = Blog?(1 + 


IM(@)| ae 


log z 


—c 
e log(1 + Imp + Viog 


"0 entre 
og (1 +- 0) 
+ B-d2+ B-xe—Nosz, 





Setzen wir 


(30) g(z)= )” log|N(s)|z 4" (6) 
(B) 
IN@)'sSe { 
und 


log z 


d(z)=e ~$ ate Nee, | 





so haben wir 


log z 
log 1 + [mp + Viog z. 





c 
2 


(31) g(x) = B-log*(1 + |m|)-z-e 
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Nun ist nach (30) fir «> 2 


p xan (| = py 9(j)—g9 (i —1) 


— eo 
@) 
IN@ ise 


g ([z)) | 
log ([z} + 1) 








(2) ‘ 
PETE) Ney wh merc 7 


< Max i) | < a ee 
, Mex 19D (ae; began) t!9(@)h 


woraus nach (31) der Satz 8 mit c in neuer Bedeutung folgt. 

Wihrend es sich in dem soeben bewiesenen Satz um eine Summe 
iiber solche idealen Primzahlen handelt, die nicht-assoziiert schlechthin 
sind, soll im niichsten Satze iiber Primzahlen, die mod a nicht-assoziiert 
sind, summiert werden. Es darf auch y ein beliebiger Charakter der 
Idealklassengruppe mod a im engsten Sinne sein, (i) A"() braucht 
also kein GréBencharakter fiir Ideale (vgl. § 1) zu sein. In diesem Sinne 
gilt : 

Satz 9. Fir m + 0 ist 


log z 
> x (%) a" (%) = Blog’(1+|m)-2-e jog + Imp + Viog =, 
(Da 
IM@Dis-er 
Beweis: ¢ durchlaufe ein System von mod a nicht-assoziierten Ein- 
heiten. Dann ist 


» xo) =D) x (Haw) D’ x(a" (0). 
(Wa (@) (e)q 
IN@)|sSz IN@|sSez 
Ist nun 7(j)A" (iz) ein GréBencharakter fiir Ideale, so ist nach (7) die 
Summe des zweiten Faktors gleich 2q,, und auf den ersten Faktor wenden 
wir Satz 8 an. Ist jedoch y(,)A"(j) kein Gré®encharakter fiir Ideale, 
so ist nach (8) die Summe des zweiten Faktors gleich null, und damit 
verschwindet die ganze Summe. In beiden Fallen ist Satz 9 bewiesen. 
Satz 10. Es sei o eine feste ganze totalpositive Kérperzahl. In 

der folgenden Summe soll iiber solche mod a nicht-assoziierten Primzahlen @ 
summiert werden, die die Eigenschaften haben: 


b> 0, @ =o (mod a), N(o) <2. 
Dann ist fiir m + 0 


log z 


2 ia) = = B-log*(1 + |m))-az-e Tom (1 + Imp + Viog =, 
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Beweis: Satz 9 in Verbindung mit 


D720 DY r@em@= DY ww D7wx) 
* 5 x 


(De (Da 
IN@|is-e INC) Se 
= h,(a) » A™(@B). 


@a 
DBD > 6, DW =2 (mod a) 
o=2- 


§ 3. 
Anwendung einer Fourierschen Reihe. 
Es si OS a<b=1. Unter f(y; a, 6) werde folgende Funktion 











verstanden: 
0 fir 0 ya, 
af" fiir a<ys*t,” 
(32) Hysa,b)=) go att 
= fiir sys}, 





0 fiir hae out: 


ferner sei /(y; a, 6) iiber das Intervall (0, 1) hinaus periodisch mit der 
Periode 1 fortgesetzt. 

Diese Funktion hat, wie man leicht nach- 
rechnet, folgende Fourierentwicklung: 


d , 2 © cos2: = 
fK(y;a,6) = >+ 75 > eee 


7+ 











m? 
m=1 
lo on santy—s) 1 . cos 2 x m(y—b) 
- a ~ dx Ps m3 
i m=1 a=1 
oa c P} 7 mit atb 
d=b-a c= 
2 
Man kann sie auch in die Form 
Kysab=S+r, be aienimu—e 
n= — co 
+x +o 
1 ri se 1 r 1 ra 
~sa 2 ger"-* - sie , 
a= co a=— 2 


setzen, da alle diese Reihen absolut konvergieren. 
Wir setzen jetzt 


1 DBD 
y = wa(B) = se log | | 
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(siehe (1)) und summieren iiber G: 


(33) D> twa); a, 6) 
(Da 
°“-"ha:"" ; 
d 1 ee nim(w, - 
= 2 +i 2 er 
DB m=—o 
+o 
>) >» ae 2 tim (we (@) — a) 
mm? 
DBD m=—- 
+ 
l " 1 oxim (we) — >) 
“be Bh. a ’ 


wobei die Summationsbedingungen der @, namlich 
(Ba, BD>0, BDB=e(moda), N(w)sz 
bei allen Summen iiber @ hier und in diesem ganzen Paragraphen die- 
selben sind. 
Nun ist nach Hecke °) 


1 —c z 
2 = Kaw \tee + 8 ze Viog =, 


2 
Ferner tragen wir (5) in (33) ein und haben dann 


(34) bs f (wa (w); a, b) 
DBD 





d ce z 
“aa | ies x i Copal 
2 


+ @ 


| +ean DY aude tttme—ertaima— erszimdy $1 3 (@), 


a=— co (‘®) 
| Ziehen wir nun Satz 10 heran, so wird der dritte Ausdruck auf der 
rechten Seite von (34) gleich 





log z 
3 blog (1 +m) “jog @ + m) + 
[e Viog z_,] log z oo 
r Si er“ ne o x 1 
Ba - mils’ —- +B a m'l2 
m=1 [e log 2] 
1 
_ B-2 “a "S74 Bite * log z 
= B.5e-* Nog 2 | 


%) Lc. 4) 8.36, Formel (50). 
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Tragen wir dies in (34) ein, so haben wir, mit ¢ in neuer Be- 
deutung, den 

Satz ll. Ist {(y; a, 6) die in (32) definierte Funktion, d = 6 — a, 
und h,(a) die Idealklassenzah! moda im engsten Sinne, so gilt 


z 


.y d . de “ 
> I (we (5); 0,8) = 35a | Tog + Bez em * Vows 
(Da : 
BD > 0, DW =e (mod a) 
Sz 


§ 4. 
Beweis des Hauptsatzes. 
Satz 12. Die Anzahl N(z; a,b) der ganzen Kérperzahlen wv mit 
; e>0, OSasu(u)Sb<1, NWWS<z 
ist 
(35) N (x; a, b) = B- Vz + B-(b—a)z. 


Beweis: Es handelt sich um eine Gitterpunktsabzihlung. Die 
ganzen Kérperzahlen « sollen als Punkte mit den Koordinaten j, yu’ in 
ein rechtwinkliges zz’-System eingetragen werden. Sie bilden dann ein 
gewisses Punktgitter. Die zu zahlenden Gitterpunkte liegen wegen (1) in 
dem Hyperbeisektor § 


m'sssn’, wsz, 05% O57. 


Die beiden, diesen Sektor begrenzenden Strahlen gehen vom Nullpunkt 
zu den Punkten 


(36) 2, = Vans, 2=Vanr* und 2, = Ver, % = Ven-%, 


die beide auf der begrenzenden Hyperbel zz’ = z liegen. Der Inhalt J() 
dieses Hyperbelsektors § berechnet sich zu 


(37) J (H) = (6 — a) log Hj 


Nun werde jedem Gitterpunkt « in § ein Fundamentalparallelogramm 
des Gitters zugeordnet, dessen eine Ecke yu bilde. Diese zu den Gitter- 
punkten homolog gelegenen Parallelogramme bedecken vielleicht nicht 
ganz $. Sie ragen iiber § hinaus und mégen auBerhalb § noch den 
Streifen S bedecken. Wird S auf die z-Avchse projiziert, so reicht die 
Projektion iiber die Strecke 0 bis z, héchstens an jeder Seite um eine 
Lange C hinaus, die nur vom gewahlten Fundamentalparallelogramm, 
nicht aber von z und a und 6 abhangt. Die Ordinaten haben in der 
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z'-Richtung mit © auch héchstens eine Strecke C gemeinsam, so dab 
der Inhalt J(S) von S héchstens 
(38) C (z, + 2C) = B(Vz+ 1) 
wird. Die Zahl der Gitterpunkte ist proportional dem Flacheninhalt des 
von den Parallelogrammen iiberdeckten Gebietes, also wegen (37) und (38) 

C(b — a) xlogy, + B(Vz + 1). 


Da in (36) 2 > 1 angenommen werden kann, ist damit Satz 12 bewiesen. 
Wir kommen nunmehr auf die Funktion f(y; a, 6) des § 3 zuriick 
und bilden mittels ihrer die neue Funktion 


k 
(39) F(y: 4,54) = Sty G-v$. G+ $), 
j=1 


wobei wir + <1 annehmen. F hat: gleichfalis die Periode 1. Da 


jedes f nur auf einer Strecke der Linge d (Endpunkte ausgeschlossen) 
von Null verschieden ist und die Funktionen / in der Summe rechts in 


(39) um je ‘ gegeneinander verschoben sind, so sind fiir jeden bestimmten 
Wert von y héchstens zwei Summanden und fiir ;< y< it auch 
genau zwei Summanden in (39) von Null verschieden. Es sei etwa 


5$<y<SG+4 Dann ist nach (32) 


ys G-D$, G+N$) =F(G+ DE-y): 


J te 


t(ys 5 $. (G+ 2$) = 5(y—-J$), 


also 
: d - d 6 ; d 
(ys G-DS, G+ VS)t+H(ys FG. G+ 25) =! 
und daher 


d kd ie d kd 
Ferner ist 
» d\ 
(41) o<F(y; $.S)<1 


auBerhalb des Intervalls ( +. **) und speziell 


(42) F(y; $,%4)=0 ftir &+N$sy<1, 


to| 
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wofern iiberhaupt (& + ¢ <1 ist. (Wir haben nur zg = 1 verlangt 


und lassen somit ein Ubergreifen des ersten und letzten Summanden in 
(39) zu, bestimmen daher auch (41) nicht naher.) 


Fiir k = 0 ist die Summe in (39) leer, daher sei 


F(y; $,0) =0 


gesetzt. Die Formel (40) verliert dann ihren Sinn, (41) gilt sinngemaB 


im ganzen Intervall von 0 bis 1, und (42) behalt seine Giiltigkeit ohne 
weiteres. 


Es sei nun v eine positive, reelle Zahl O< v<1. Wir setzen 
(43) i (F] 


d 
und vergleichen mit F (uv; .: *) fiir dieses k die Funktion 


: _ {1 fr OS y<v 


Auch @(y; 0, v) sei periodisch in y mit der Periode 1 fortgesetzt. 


ist, so haben wir 


8) ou: 00—Hy: $.48) <0 

fiir 

(45a) B<ys*? od &+N$<sy<1, 
und 

(46) G (y; 0, v) — F(y; 3 3)|<! 

fiir 

(46a) O<y<$ ud k£e<y<k+1 


(wobei diese beiden Intervalle méglicherweise mod1l ein gemeinsames 
Stiick haben kénnen). 
Wir setzen nun iiberall y = w.(m) und bilden 


(47) P G (wa(B); 0, v) = aSF+ 2 (G — F). 
(a DBD DBD 
BD “au a) 
Hierin ist 
(48) IZG-F)is LZ |G-F|. 
° DBD a 


u>o 
Nj) Sez 
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Man kann nun, wie aus der Definition (1) sofort hervorgeht, jede 
Kérperzahi « durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz von nq in 
eine solche moda assoziierte Zahl iiberfiihren, die die Eigenschaft 
0 < wa(u) <1 besitzt, und umgekehrt kénnen nicht zwei moda asso- 
ziierte Zahlen beide diese Ungleichung erfiillen. In (48) kénnen wir 


daher rechts statt (u), auch 0 < wa(u) <1 in der Summationsbedingung 
schreiben und schlieBen dann weiter mit Hilfe von (45) und (46) 


I2G-Pis 2 (|é-F| 


>o 
oS wg)<1 
Nw) Sz 
Ss Ee & + = 1 
u>0o ua>o 
=< =< d 4 =< d 
1SuiMSZ kg WS + DT 
Nw Sz Vig) Sez 


=N(z; 0, S)4N (a; ke, (k+1)$). 
Nach Satz 12 ist also 


(49) Z(G —F) = B-¥r+B-d-z. 
co} 


Wir haben daher nach der Definition (39) von F und nach (47) und (49) 
PY G (wa (w); 0. v) 


(a 
D>. wD me (mod a) 
\@)sSz 


7 


-=2 Dd; 1 (wet GD, G+D§) +B Ve+B-d-z, 


und dies ist nach Satz 11 


a 
_ kd | du 
~~ 2ho(a) } logu 


3 





+ Bek 3 e~<Vor® 4 B.Ye+ B-d-a 


und wegen (43) 


v du Pr ez _ - sz. 
= yf ot B a: | S48 He Vos? 4 B- z+ B-d-z, 
3 2 





wobei der zweite Summand in den letzten aufgenommen werden kann. 
Setzen wir 


1 ¢c Viog z 
davig t”*", 











228 H. Rademacher, Primzahlen reell-quadratischer Zahlkérper. 


so haben wir e 
(50) D> —_-& (wa (w); 0, ») 
Ta 
D> %, DW =e (mod a) 
N\@=Sz 


yr 1 c 
~~ iota | bs +B-v>-ce >) "4 B.Yz. 

2 

Nach der Definition (44) von G(y; 0,v) und wegen 0 < v= 1 ist 
durch (50) der Hauptsatz bewiesen. Die Formel (50) besagt sogar noch 
etwas mehr, denn fiir kleines v gibt sie ein wie vi gegen 0 gehendes, 
aber in « starkeres Restglied und ein in x schwicheres, das dafiir aber 
nicht mit v klein wird. 


Niehagen (Mecklenburg), den 27. Juli 1934. 


(Eingegangen am 4. 8. 1934.) 

















Die konvergenzfreien linearen Riume abzihlbarer Stufe. 
Von 


Gottfried Kéthe in Minster (Westf.). 


Einleitung. 
Ein linearer Koordinatenraum heibt konvergenzfrei'). wenn er mit 
x =(..., Z,...) jede Stelle x’ enthiilt, die aus x durch Ersetzen der 
von Null verschiedenen Koordinaten durch irgendwelche komplexe Zahlen 
entsteht. Jedes x hat abzihlbar viele Koordinaten, die in irgendeiner, 
aber fiir alle x gleichen, linearen Anordnung gegeben sind. Seit langem 


bekannt sind der Raum » aller finiten Stellen (z,, z,, ..., Z,, 0,0, ...), 
d. h. der Raum der Stellen mit nur endlich vielen von Null verschiedenen 
Koordinaten, und der Raum w aller Stellen (z,, z,, ...) mit beliebigen 


Koordinaten. rst vor kurzem wurde ein weiterer konvergenzfreier li- 
nearer Raum, der halbfinite Raum yp*) entdeckt. y besteht aus allen 
Stellen 

San, GR Gnas Bukta, 0c Kaas M, Me e+) 
mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Koordinaten mit negativem 
Index. 

Eine systematische Aufstellung weiterer konvergenzfreier linearer 
Riaume ist aus verschiedenen Griinden von Interesse: Die Zugehérigkeit 
einer Stelle x zum Hilbertschen Raum hingt davon ab, ob £|2;,|* kon- 
vergiert oder nicht, also von dem im Kérper der komplexen Zahlen 
definierten Limesbegriff. Die Bedingung dafiir, daB eine Stelle x zu 
einem konvergenzfreien Raum gehért, ist dagegen rein algebraischer 
Natur. Zum Studium der algebraischen Grundtatsachen einer Theorie 
der Gleichungen mit unendlich vielen Verianderlichen werden also die kon- 
vergenzfreien Riiume besonders geeignet sein. Dazu kommt, daB eine 
abgeschlossene Auflésungstheorie bisher nur fiir die Raume g, w, y vor- 


') Vgl. G. Kéthe und O. Toeplitz, Lineare Raume mit unendlich vielen Ko- 
ordinaten und Ringe unendlicher Matrizen, Journal f. d. reine u. angew. Math. 171 
(1934), S. 193—226, im folgenden zitiert als K.-T. Die vorliegende Arbeit ist ein 
von mir bearbeiteter Teil unserer gemeinsamen Untersuchungen zur Theorie der 
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. Fragestellung und manche Einzel- 
heiten sind aus gemeinsamen Besprechungen hervorgegangen. 

*) Vgl. G. Kéthe und O. Toeplitz, Theorie der halbfiniten unendlichen Ma- 
trizen, Journal f. d. reine u. angew. Math. 165 (1931), S. 116—127. 
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liegt, ein weiterer Fortschritt ist also am ehesten in den konvergenzfreien 
Raiumen zu erwarten. 

SchlieBlich J4Bt sich, wie ich an anderer Stelle zeigen werde, von 
den konvergenzfreien Raumen aus eine Theorie gewisser unendlicher hyper- 
komplexer Systeme aufstellen, die weitgehende Analogien zu der bekannten 
Theorie der gewéhnlichen hyperkomplexen Systeme aufweist. 

Auf meine Anregung hin hat nun Herr F. Menn in seiner Disser- 
tation*) sich mit der Konstruktion weiterer konvergenzfreier Riume be- 
schaftigt. Durch eine geeignet definierte Addition und Maultiplikation 
leitet er aus m und » unendlich viele neue Raume ab und untersucht, 
wann sie ineinander permutierbar bzw. homéomorph sind. Er kommt so 
zu abzahlbar vielen untereinander verschiedenen konvergenzfreien Raumen, 
den sogenannten Raumen endlicher Stufe. 

Durch eine geeignete Verallgemeinerung der Mennschen Multiplikation 
kénnen wir nun diese Konstruktion fortsetzen (§ 1) und gelangen so zu 
den Raumen abzihlbarer Stufe. In den §§ 2 und 3 wird untersucht, 
wann zwei solche Raiume ineinander permutiert werden kénnen. Es 
werden Normalformen gewonnen, zu jeder Zahl « der ersten und zweiten 
Zahiklasse gehéren zwei einfache und eine zusammengesetzte Normalform, 
a heiBt die Stufe der Normalform. Aus den Mennschen Raéumen erhilt 
man so die Normalformen n-ter- Stufe, wobei n alle natiirlichen Zahlen 
durchlauft. 

Im 2. Kapitel wird wie bei Menn gezeigt, daB die Normalformen 
sogar untereinander nicht homéomorph sind; damit ist dann die Existenz 
von &, in diesem Sinne verschiedenen konvergenzfreien Raumen bewiesen. 
Dariiber hinaus werden alle linearen vollkommenen Raume bestimmt, die 
za einem Raum abzihlbarer Stufe homéomorph sind. Dieses mit der 
Auflésungstheorie der Gleichungen eng verwandte Problem der Avfstellung 
aller zu einem linearen Raum homéomorphen Raume ist bisher nur fiir 
gy, w*), w®) und den Hilbertschen Raum‘) gelést worden. In §5 wird 
nun gezeigt, daB in Verallgemeinerung der speziellen Resultate fir 9, 
@, y gilt: Jeder zu einem konvergenzfreien Raum x abzahlbarer Stufe 
homéomorphe Raum entsteht aus x durch Permutation der Koordinaten. 
Nach den Resultaten von A. Weber’) ist damit gleichzeitig das Problem 
der Isomorphie zweier unendlicher konvergenzfreier Matrizenringe abzahl- 

5) Die konvergenzfreien linearen Réaume endlicher Stufe und die dazugehdrigen 
Matrizenringe, Minster 1933, im folgenden zitiert als M. 

*) Vgl. K.-T., § 8, Satz 9, und A. Weber, Isomorphismus maximaler Matrizen- 
ringe, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 171 (1934), S. 227—242, §§ 3 und 4. 

5) Vgl. A. Weber, l.c., § 5. 

*) Vgl. K.-T., § 12, Satz 8. 

7) Siehe Anm. *). 
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barer Stufe gelést. In § 6 wird schlieBlich gezeigt, daB, wenn die Kon- 
tinuumshypothese zutrifft, es konvergenzfreie vollkommene Raiume gibt, 
die nicht durch unsere Konstruktionsmethoden geliefert werden’ *). 


Kapitel I. 
Das Permutationsproblem. 


§ 1. 
Definition und einfachste Eigenschaften der konvergenzfreien Riume 
abzihlbarer Stufe. 
Definition 1. A und mw seien zwei konvergenzfreie Riume, bestehend 
aus den Stellen x = (..., Zu, -..) bow. y = (..., yx, --.). Als die Summe 
A+ u bezeichnen wir den konvergenzfreien Raum aller Stellen 


8 = (..-, Day ---3 eer Yor +++) 

wobei die x, die Koordinaten irgendeiner Stelle x aus 1 und die y, die 
Koordinaten irgendeiner Stelle y aus wu sind ®). 

A+ mu besteht also aus allen Paaren (x, 9), x aus A, yn aus yp. 

Definition 2. Es sei A ein konvergenzfreier Raum, bestehend aus 
den Stellen t =(..., 2%, ...). Jedem « sei ferner ein konvergenzfreier 
Raum pu, zugeordnet, », sei ir ine Stelle daraus. Die Gesamtheit der 
Stellen 

3 = (--., Dur --+), 

die man erhili, indem man in den Stellen x jedes x,+ 0 durch ein be- 
liebiges ), Gus fig, jedes x, = 0 durch die Nullstelle 0 = (..., 0, ...) aus 
Ma ersetzt, bildet einen konvergenzfreien Raum, den wir mit A(..., Ma, -..) 
bezeichnen. 

Wir sagen auch kurz: A(..., ~., ...) entsteht durch Einsetzung 
der uw, in A. 

Definition 3. Sind alle yu, gleich u, so bezeichnen wir i(..., fu, -.-) 
mit Au und nennen Au das Produkt von A und w*). 

Satz 1. Es ist (A+yu)* =A*+yu*. Mit A und pw ist also auch 
A+ pu vollkommen. 

Beweis. Unter dem dualen Raum 4£* eines Raumes / versteht 
man’) die Gesamtheit der Stellen u, fiir die das skalare Produkt 


7a) Anm. bei der Korrektur (25.1.35). Es ist mir inzwischen gelungen, 
ein solches Beispiel ohne Zuhilfenahme der Kontinuumshypothese zu bilden. Ich 
werde in anderem Zusammenhange darauf zuriickkommen. 

8) Val. M., § 1, Definition 1. 

%) Vgl. M., § 1, Definition 2. 

10) Dies ist bis auf die triviale Verallgemeinerung auf beliebig geordnete 
Raéume mit abzahibar vielen Koordinaten genau die Definition von K.-T., § 2. 
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ux = Su,2, fiir alle x aus A absolut konvergiert; die u,z, sind dabei 


irgendwie in eine Folge u,z,, i = 1, 2,... zu ordnen, der Wert ux der 
Summe ist wegen der absoluten Konvergenz stets derselbe. Fiir kon- 
vergenzfreie Raume besteht, wie leicht zu sehen, jedes skalare Produkt 
yu, x, nur aus endlich vielen Summanden u, z, + 0. 


A heiBt vollkommen, wenn A** = (A*)* = A ist. 


Die Beziehung (A + «)* = 4* + u* folgt nun ohne weiteres aus der 
Definition 1. — 

Es sei daran erinnert, daB g* = w, w* = ¢ ist, m und sind also 
vollkommene Riume. Auch y ist vollkommen, y* ist der Raum aller 
Stellen, die nur endlich viele von Null verschiedene Koordinaten mit 
positivem Index haben. 

Satz 2. Es ist A(..., ua,-..)* = A*(..., ua, .- ), wenn alle uz >¢— 
sind. Sind die Raume i, yu, alle vollkommen, so ist also auch A(..., ta, .-+) 
vollkommen. 

Beweis. Es sei u = (..., u,, ...) eine Stelle aus A(..., wy, ...)*. 
Multiplizieren wir u skalar mit allen Stellen (..., 0, ..., Da, ---» 9, -+-)) Du 
beliebig aus w,, so erhalten wir u,»,. Dieses skalare Produkt mu8 fiir 
alle y, aus yu, existieren, d. h. u, ist eine Stelle aus uz. Die Indizes ay 
mégen eine W-Menge fiir 4"") bilden, die «,-ten Koordinaten der Stellen 
aus 2 kénnen also unabhingig voneinander beliebige komplexe Zahlen 
durchiaufen. Auch in den Stellen von A(..., 4, ...-) kann ich also fiir 
die »,, unabhangig voneinander beliebige Stellen aus den s,, wiahlen, 
z. B. Hq, gleich einer Stelle setzen, in der alle Koordinaten bis auf eine 
beliebige verschwinden (diese Stellen liegen ja in g, also wegen uw, > 7 
auch in «,). Wir behaupten deshalb, daB das skalare Produkt von u 
mit allen Stellen aus A(..., u,,...) nur dann existieren kann, wenn nur 
endlich viele u,, von der Nullstelle verschieden sind. Denn im anderen 
Fall kénnte ich durch geeignete Wahl der »,, erreichen, da8 in jedem 
zu einem uz, + © gehdrigen Produkt u,,),, ein Summand «,23 + 0 
wire, in uy, 9 eine Stelle aus A(..., uw, ...) mit diesen Days miBten 
dann unendlich viele Summanden + 0 vorkommen, was unméglich ist. 
Auf den Indizes jeder W- Menge fiir 4 sind also nur endlich viele u, 
von 0 verschieden. Da A* alle Stellen enthalt, die auf den W-Mengen 
fiir A endlich sind, bedeutet dies, daB u eine Stelle aus A*(..., wz, ...) 
sein mu8. Umgekehrt existiert nun aber, wie sofort zu sehen, fiir 
jedes u aus 2*(..., u%,...) das skalare Produkt uy mit jedem y aus 
} io See % 


11) Vgl. K.-T., § 15, Definition 2. 
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Definition 4. A heife in u permutierbar, in Zeichen A ~ p, wenn 
es eine Permutation der Koordinaten gibt, durch die die Gesamtheit der 
Stellen aus A in die Gesamtheit der Stellen aus yu tibergeht. 

So ist z. B. der halbfinite Raum y in y+ permutierbar. 

Fast unmittelbar klar ist 

Satz 3. ItA~rT, wr, 90 itAt+prAtp. Ist AX, ist 
ferner fiir alle « aq ™ p-, wobei % der « bei der Permutation von i in rl 
entsprechende Koordinatenindex ist, so ist A(..., Ua, -..) MA(..+5 figs ++) 

Spiter wird oft eine Reihe von einfachen Tatsachen iiber die Addi- 
tion und Einsetzung verwendet, die wir jetzt zusammenstellen wollen. 

Satz 4. Es gelten die folgenden Rechenregeln: 

a)A+u~rmuta. 

b) (A+ 4) +yv~A+ (n+ »). 

c) (Au)y = A(mr). 

d) A(ut+ v)~Au+Ary. 

© TR Bt om Was etek vom er Lo ee ee oe re eer 

speziell also (A+ nw) vy =Av+ pr. 

oe) eee ee eee ee 

MS MAA... 5 ps oo > Mar voce Myr eo) falls A> — iat. 

Beweis. Die Rechenregelr a) bis d) werden bei Menn"™) bewiesen. 
Beweis von e). Es sei x =(..., 24, ...) eine Stelle aus 4, 

= (..., ys,---) eime Stelle aus uw, dann ist 3 = (..., ty, ...5 «++ Ys» --+) 
eine Stelle aus A+. Jede Stelle r aus [A+ p](..., Vay 0005 e00y Tey oe) 
erhilt man nun durch Ersetzen der x, und y; durch Stellen 3, aus v, 
bzw. ty aus t;, wobei nur darauf geachtet werden mu, da die ver- 
schwindenden x, und y, durch Stellen o ersetzt werden. r hat also die 
Gestalt r = (..., ju, ---3 ---, ty, .--). Spalten wir r beim Semikolon in 
zwei Halften, so entsteht eine Stelle (..., 3,, ...) aus A(..., »,, ...) und 
eine Stelle (..., tz,...) aus m(..., t, ...), umgekehrt entsteht so aus 


jedeth Paar eine Stelle aus [A+ w](..., %, . 


oe} sory Tey ee), WOMIt e) 
bewilesen ist. 


Beweis von f). Eine Stelle aus A(..., g, .... + Vu, ee) My «++) 
hat die Form (..., 9 +3«,---), 0 aus mw, 3, aus »,. Wir kénnen nun 
durch eine Koordinatenpermutation die Koordinaten von « vor alle an- 
deren Koordinaten bringen, dann erhalten wir eine Stelle (y; ..., 3., ...), 
die offenbar in «+ A(..., »,, ...) liegt. Durch die inverse Permutation 
geht andererseits jede Stelle aus «+ A(..., »., ...) in eine Stelle aus 


12) Vgl. M., § 1, Satz 2. 
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A(.... #+ Me, -.-) tiber, da wegen A>w die a-te Koordinate einer 
Stelle aus A durch eine beliebige Stelle aus u +- », ersetzt werden kann. 

Definition 5. Ein konvergenzfreier Raum A, der durch wiederholte 
Anwendung der Operationen der Addition, Einsetzung und Permutation 
aus p und w entsteht, heiBe ein konvergenzfreier Raum abzdhlbarer 
Stufe. 

Satz 3 besagt, daB man alle Raume abzihlbarer Stufe schon erhilt, 
wenn man alle Raume aufstellt, die durch wiederholte Anwendung von 
Addition und Einsetzung allein aus y und @ entstehen, und diese dann 
allen méglichen Permutationen unterwirft. 

Nach Menn bezeichnen wir die Raume, die aus und  allein durch 
Anwendung von Addition, Multiplikation und Permutation entstehen, als 
Riume endlicher Stufe, die anderen mégen als Riume unendlicher 
Stufe bezeichnet werden. 

Die Definition der einzelnen Stufe wird spiater (§ 3) erfolgen. Wir 
bendtigen aber jetzt schon eine genauere Einteilung der Raume nach der 
Anzahl und Art der Einsetzungsoperationen, durch die sie aus gm und w 
entstehen. 

Definition 6a. g, w und alle aus gm und w durch Permutation 
und Addition abgeleiteten Raiume heifen Riume 1.Ordnung. 

Die Raume é-ter Ordnung seien schon erklart fiir alle Ordnungs- 
zahlen § <n, 9 eine Zab] der ersten oder zweiten Zahlklasse. Jeder 
durch einmalige Anwendung der Einsetzungsoperation auf Raume £-ter 
Ordnung entstehende Raum hat die Form A(..., u,, ...). Es sei A von 
¢-ter Ordnung, uw, von &,-ter Ordnung. Die kleinste Ordnungszahl r mit 
&. <T fiir alle « heife o. Dem Raum A(..., we, ...) ordnen wir nun 
die Ordnungszahl o + ¢ zu. 

Definition 6b. Hin Raum abzihlbarer Stufe heift von der n-ten 
Ordnung, 

1. wenn er die Form A(..., ta, ...) hat, 2, a Réwme von kleinerer 
als n-ter Ordnung, und wenn a +-€ gleich n ist, 

2. wenn er aus einem solchen Raum i(..., tc, ...) durch Addition 
von solchen Réiumen oder Raiumen der Ordnung <» und durch Permuta- 
tionen gebildet ist. 

Jedem Raum abzahlibarer Stufe kommt, da er durch Permutation, 
Addition und Einsetzung aus g und w gebildet werden kann, wenigstens 
eine Ordnung zu. Doch braucht sie nicht eindeutig bestimmt zu sein. 
So ist z. B. g = 9-g~ = 9(¢, ¢,...) in g permutierbar, g* ist also, 
wenn es als durch Permutation aus g entstanden aufgefaBt wird, von 
1. Ordnung, wenn es als durch Einsetzung aus g hervorgegangen be- 
trachtet wird, von 2. Ordnung. 
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DaB man bei der Konstruktion eines Raumes abzihlbarer Stufe mit 
der Ordnung nicht iiber die zweite Zahlklasse hinauskommt, sieht man 
so ein: Wir nehmen an, daB man durch den EinsetzungsprozeB von 
Raumen, deren Ordnungen der zweiten Zahlklasse angehéren, zu solchen 
héherer Ordnung kommen kann. o + ¢ ist aber nur dann nicht mehr 
in der zweiten Zahlklasse, wenn o es nicht mehr ist, da ja ¢ der 
zweiten Zahlklasse angehért. o gehért nur dann nicht mehr der zweiten 
Zahlklasse an, wenn es mehr als abzahlbar viele &, gibt, da ja die &, der 
zweiten Zahlklasse angehéren. Dies wiirde bedeuten, daB mehr als ab- 
zahlbar viele u. in ein A eingesetzt werden, was unmédglich ist, da A ja 
stets nur abzaihlbar viele Koordinaten haben darf. 

Satz 5. Jeder konvergenzfreie Raum abzdhlbarer Stufe ist vollkommen. 

Beweis. g und @ sind vollkommen. Da ein vollkommener Raum 
durch eine Permutation wieder in einen vollkommenen Raum iibergeht, 
folgt nach Satz 1, daB alle Riume 1. Ordnung vollkommen sind. Nach 
Satz 2 folgt dies dann fiir alle Raume 2. Ordnung. Allgemein beweist 
man es durch transfinite Induktion nach der Ordnung. 

Wir definieren nun diejenigen Raiume abzahlbarer Stufe, die sich 
spater als Normalformen herausstellen werden. 

Definition 7. Wir setzen x, = y. x, sei fiir alle B <a, « eime 
Zahl der ersten oder zweiten Zahlklasse, definiert. Ist « keine Limeszahl, 
80 selzen Wir %_ = X21; ist a Limeszahl, so setzen wir 

Nee = P(2,, Hes. 0) MBs = >)s 
wobei B alle Ordnungszahlen B < « durchliuft. 

Es ist leicht zu sehen, daB die Stellen aus diesen Riumen immer 
nur abzahlbar viele Koordinaten besitzen. Die x, sind also alle konvergenz- 


frei und nach Satz 5 volikommen. 
Hat x, die Form g x%_,, so folgt aus Satz 2 und 5, daB x2 =wx,-, 


ist. Ist x. = p(x,, %,,.-.), 80 ist xo = w(x, x9, ...). 
Die x. endlicher Ordnung haben, wie aus Satz 4c) folgt, die Form 
tin = (po) *in == (w¢)" 
Xanti = (po)"— *ins+1 = (w —)"o. 


Definition 8. Wir bezeichnen x, und x% als die beiden einfachen 
Normalformen a-ter Stufe, x.+x% als die zusammengesetzte 
Normaljorm a-ter Stufe. 

Die Ordnung der Normalformen n-ter Stufe ist nach Definition 6 
gleich n, wenn sie in der angegebenen Weise aus m und @ aufgebaut 
werden, die Ordnung der Normalformen «-ter Stufe, « >, ist «+ 1, 
wie leicht zu sehen ist. 


16* 
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§ 2. 
Die Herstellung der Normalformen. 

Wir wollen in diesem Paragraphen zeigen, daB jeder konvergenzfreie 
Raum abzihlbarer Stufe in eine der in Definition 8 von § 1 eingefiihrten 
Normalformen permutiert werden kann. Wir kénnen uns darauf be- 
schrinken, zu beweisen, daB die Summe zweier Normalformen und die Ein- 
setzung von Normalformen in eine Normalform zu Raumen fiihrt, die in 
eine Normalform permutierbar sind: Nach Satz 3 von § 1 folgt daraus 
sofort, daB alle Raume 1. Ordnung in Normalformen permutierbar sind, 
durch transfinite Induktion nach der Ordnung erschlie8t man es dann 
fiir alle Raiume abzahlbarer Stufe. 

Satz 1. Fiir jede Normalform » gilt v+v~= ». 

Beweis. Man bestitigt sofort die beiden Beziehungen 
()) Q+o™~yq, o+o~a, 
die Behauptung stimmt also fiir die einfachen Normalformen 1. Stufe. 

Allgemein hat jede einfache Normalform die Gestalt 

Ee ee eee ee a a ee | 

wobei die y,, einfache Normalformen niedrigerer Stufe sind. Wir beweisen 
Satz 1 fiir p(v,, »,,.-.), im anderen Fall hat man analog vorzugehen. 

Es ist nach § 1, Satz 4e) 

P (¥5 Mer +++) + (Hy. Myr ---) = [P+ HP] (1, Mer ++ +3 Myr Mes ode 

Wir permutieren diesen Raum nun so, daB jedes v,, das rechts vom 
Semikolon steht, neben das entsprechende links vom Semikolon riickt, 
also wird 

[@ + @](¥,, Ms ---3 Myr Mgr +++) MY GLH, Ms Mgr Mes ---)- 
Offenbar ist 
P (1s Vrs Mgr Mgr ---) ~~ YM, +H, My +My, -->)- 

Setzen wir nun », +, ~ ¥,, % + %~¥»,, ... schon als bewiesen 

voraus, so folgt daraus sofort die Behauptung. 


Fiir zusammengesetzte Normalformen schlieBen wir nach § 1, Satz 3 

und 4a), b) 
(Ha + ME) + (He + HE) & (Ha + Ha) + (*E + HE) H%a + HE. 

Satz 2. Die Summe «+ zweier verschiedener Normalformen 
gleicher Stufe ist in eine Normalform derselben Stufe permutierbar. 

Sind beides einfache Normalformen, und ist wu gleich x, bzw. xz, 
dann ist » gleich x3 bzw. x. und uwt+yv~x,.+ x3. Ist mw einfach und 
y zusammengesetzt, z. B. u = x2, ¥ = x. + x2, 80 folgt aus Satz 1 


M+ = Hat (a + #2) & (%a + Ha) + HE Ha + HE. 
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Satz 3. Ist « eine Normalform «-ter Stufe, » eine Normalform B-ter 
Stufe, « < B, so ist stetts utv~vtiw~». 


Beweis. I. Wir fiihren den Beweis mit Hilfe der transfiniten In- 
duktion zuerst fiir den Fall, daB « und y einfache Normalformen sind. 

Fir § = 1 ist nichts zu beweisen. 

1. Es sei 8 Limeszahl]. Nach Induktionsvoraussetzung ist fiir u = x. 
oder wu = xz stets w+ x%o4) ™ %a4, und w+x24,~%24,. Nach §1, 
Satz 4f) ist also, falls » = xp ist, 

Y me @(2,, Nas oo 0p Matas >> 0) SS O (Mey May oy Bees, «--) 
~ + P(X, He, -- +> Magn +.) VMBt+y. 

Falls v = xj ist, gilt 

@ az 00(95, Moy oo cp Moons ++) SL OlMs, Mey oo BH Maa, 200) 
~ pt w(x}, xf, ..., #24. ---) eat. 

2. Es sei B = y + 1. 

Dann hat » die Form px} oder wx,. 

a) Ist « von kleinerer als y-ter Stufe, so ist nach Induktions- 
voraussetzung «+ x, ~ x, und w+x>~ x}. § 1, Satz 4f) ergibt nun 
wie unter 1. w+ pxy ~ pxy und w+-wx, ~ wy. 

b) Wir brauchen also nur den Fall zu untersuchen, daB yu von y-ter 
Stufe ist, also ~ = x, oder « = x}. Von den zugehérigen vier Fallen 
erledigen sich zwei, nimlich x? + mx} ~ x} und x,+wx,~wx,, bei 
Benutzung von Satz 1 wie unter 1. 

c) Sei jetzt u = x,, »= pxy. Es ist x, = p(%,, %, ---, ¥d, -+-) 
oder x, = pxy_, = y(xy-1, *j-1,...). Wir ‘betrachten nur den enten 
Fall, im zweiten hat man analog zu schlieBen. 

Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir alle x) mit d6<y x}? = x3 +x. 
Nach § 1, Satz 3 folgt daraus 


v= p(x, xy, ...)™~ pla, + x7, H+ xP, ..., MET Hy, --.) 
Nun ist p(x, + x}, x, + x}, ...) = p(x,, x}, *,, x%,...). Durch Per- 
mutation der Koordinaten geht p(x,, x7, x,, x}, ...) iiber in 

[oe + qo) (tty, Mes - +3 Moy Mey «od 


== @(x,, %, ..-) + M(xy, Hy, ---) = Mt». 
Also y~u+y. 


Der vierte Fall « = x3, v = wx, ist ebenso zu behandeln. 
II. Wenn « oder v oder beide zusammengesetzte Normalformen sind, 
schlieBt man so: 
1. Ist w = %., v = %;+ x}, so wird unter Verwendung von I. 
b+ v = Ha + (Hp + HR) > (Ha + Hs) + HF Met xZ=—y 
Analoges gilt fiir «= x2, v = x3 + x}. 
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2. Ist uw = xa + x2, » = x, 80 wird 

bet v = (Ha + HE) + Hp > Ha + (HE + Hp) ~ Ha + Hy ™ He = ¥. 

3. Ist uw = x. + “2, ¥ = xg + x§, 80 wird 
ftv = (%e + HE) + (Hp + 28) & [(%a + 42) + Hg) + ef ~ xy + xF = ». 

Mit den Satzen 1 bis 3 ist gezeigt, daB die Summe zweier Normal- 
formen stets wieder in eine Normalform permutierbar ist. 

Satz 4. Mit v, bezechnen wir eine Nermalform 6-ter Stufe. @(vg,, ¥p,, ---) 
und w(¥3,, %,,-.-) sind stets in Normalformen héchstens a-ter Stufe per- 
mutierbar, wenn « die kleinste Ordnungszahl gréfer als alle B, bedeutet. 

Wir fithren den Beweis nur fiir p(vg,, »,,...) durch. Fir «= 1 
ist nichts zu beweisen. Wir wenden transfinite Induktion nach der 
Ordnung « an. 

1. Es gebe eine gréBte Ordnungszahl] 8 unter den f;, es ist dann 
a=f8+1. Wir unterscheiden die beiden Faille, da8 es endlich viele 
8; = B und unendlich viele 8, = 6 gibt. 

a) Im ersten Fall kénnen wir durch eine Permutation erreichen, daB 
gerade die ersten n vg, von f-ter Stufe sind. Nach § 1, Satz 4f) wird 
(2) YP (¥p,> Mig, ---) M+ --- + va, + P (¥%, 44> es * oh 

In P(%,. 44> %n4 o> ---) Sind alle |. , von kleinerer als £-ter Stufe, 
wegen 8 < @ ist also dieser Raum nach Induktionsvoraussetzung in eine 
Normalform héchstens f-ter Stufe permutierbar. Auf der rechten Seite 
von (2) stehen also nur Riaume, die in Normalformen héchstens f-ter 
Stufe permutierbar sind. Aus den Satzen 1 bis 3 folgt schlieBlich, daB 
7 (¥%,, %,, ---) in eine Normalform f-ter Stufe permutierbar ist. 


b) Es komme eine Normalform f-ter Stufe unendlich oft vor, es 
seien etwa alle », = %. Es ist also 


(3) P (%,5 Mar +++) P(%,, MB, ---) + P(M%, MH, --+)- 
Der zweite Summand ¢ »; ist gleich px,, pxj oder p(x%g+ xj) ~ px + pp. 
px} ist selbst Normalform a-ter Stufe. (s+ xf) ist in eine Normal- 
form héchstens «-ter Stufe permutierbar, wenn 9%, es ist. 

Wir beweisen jetzt durch transfinite Induktion, daB stets px, ~ x, 
ist. Es ist yx, = 9y ~@, wie man sofort einsieht. Ist 6 = y+ 1, 
so wird px, = p(pxys) = (yy) x}? (nach §1, Satz 4c)), also px_~ pus =x;. 
Ist # Limeszahl, so wird x, = p(*,, %,,.--, %,,---), also 
PH g = PP (%,, Hay +> yy +e sdy PCH ys Mqy oo ey Bye weedy oo el 

SG (%, Hy, 0 oy Myy 0005 May Myy ey Myy ooey ove) 

LH (26, Hy, 205 gy Mgy cons oes Myy yy ones ++) P(PH,, PXy, ..., Py, --s)- 


Nach Induktionsvoraussetzung ist dies weiter ~ 9 (%,, %,, ..., %), -..) = %p- 





i 
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Damit ist gezeigt, daB der zweite Summand der rechten Seite von (3) 
in eine Normalform f-ter oder a-ter Stufe permutierbar ist. Der erste 
Summand enthalt eine der drei Normalformen f-ter Stufe nicht mehr. 
Nach a) oder b) kénnen wir jetzt noch die eventuell vorkommenden 
beiden anderen Normalformen f-ter Stufe abspalten, so daf schlieBlich 
entweder iiberhaupt nur mehr endlich viele »,, iibrigbleiben (dann ist nichts 
mehr zu beweisen) oder es bleibt ein Raum ¢(¥,,,¥,,,-.-) tibrig mit 
lauter v,, von kleinerer als f-ter Stufe, dieser Raum ist aber nach In- 
duktionsvoraussetzung in eine Normalform permutierbar, also auch die 
rechte Seite von (3) nach den Satzen 1 bis3. Die entstehende Normal- 
form ist von héchstens «-ter Stufe. 


2. Es gebe keine gréB8te Ordnungszahl unter den f;. Die kleinste 
auf die £; folgende Ordnungszahl « ist dann Limeszahl. Wir zeigen, da8 
in diesem Fall 


(4) P (%,, VB, ++ ) ™~ Xe 
ist. 
a) Es ist 
(5) %_™ P (%,, My, %, + Mp, Hy, Hy, My + Hy, ..., Hp, MP, Met AF, ---), 


wobei # alle 8 < « durchlauft. 
Beweis. Nach Satz 3 ist xj, ,~%41+%} + (%»+ %#), also gilt 
Hay ~ D(H, 5 Hay H yy +) ~ PH, My + HP + (%, 4 HP), Hy + e+ (%, + 22), ...). 


Dabei sind nur die x;, deren # nicht Limeszahl ist, zerlegt, die iibrigen 
sind beibehalten. Es gilt nun weiter 


9 (*,, %s + “y+ (*, + xy), Hs +x; + (%, + ny), ° ~- 
~ p (*,, 7, %, 2 xt, Hy, M2; %, + xy, oes) 
Statt (4) geniigt es also, p(v%,, %,...) ~ p(*,, #7, %, +f, ...) Zu zeigen. 
b) Wenn in 7 (%,, %,,...) unendlich viele vg, gleich », sind, so kann 
man sie zu gv; zusammenfassen, z. B. ist 


P (Yas Mays Ms Mgr +++) ~ P(P% Myr Myr = ++) 

Auch fiir unendlich viele 6 kann man dies mit einer einzigen Per- 
mutation bewirken. Nach dem Resultat von 1. b) ist pv, stets in eine 
Normalform (von f-ter oder (8 + 1)-ter Stufe) permutierbar. 

Nach Ausfiihrung dieser Permutation kénnen nur noch je endlich 
viele gleiche »; vorkommen, die nach Satz 1 und 2 in je ein % zu- 
sammengezogen werden kénnen. SchlieBlich ordnen wir die Normalformen 
noch nach wachsenden Stufen an. Der so aus 9(¥,,, %,...) durch 
Permutation entstandene Raum A = ¢(»,,, %),,...; %y,.---) unterscheidet 
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sich von p(x,, **,, +?,...) nur dadurch, daB gewisse der in diesem 
vorkommenden Normalformen in ihm feblen. 

c) Es bleibt also noch zu zeigen, da8 die fehlenden Normalformen 
durch eine Permutation in A erginzt werden kénnen. Wir beweisen zu- 
erst durch transfinite Induktion in Erginzung des unter 2. a) Bewiesenen, 
da8 fiir y nicht Limeszahl 


Hy P(x, HP, H+ HP, .., Aya, MP1, Mya + HP_-1) + %, 
ist. Die rechte Seite ist 
~ P(%, HP, % + me, ...) + Hy + FR + (*%) 1 + G_) + Hy. 
Der erste Summand ist entweder nach Induktionsvoraussetzung oder 
nach 2. a) ~ x,_,, nach den Sitzen 1 bis 3 folgt daraus die Behauptung. 


Wir kénnen dieses Resultat und (5) in eine Formel zusammenfassen, die 
fiir beliebige Ordnungszahlen y gilt, 


(6) x, = p (,, 7, * + x, oo oy My, HF, m3 + fF, a + %y, 
wobei 6 alle 6 < y durchlauft. Aus Satz 3 und (6) erhilt man sofort 
(7) x? x Y (*:, xt, * + xt, ss0y 4» xf, %s + x}, ee ) + x“, 


wobei 6 alle Ordnungszahlen 6 < e durchlauft, ¢ irgendeine Ordnungs- 
zahl<y. Fir x,+%; gilt schlieBlich 
(8) %, + xP ~ Y (%,, *2, * + xy, evry By xe, xy + xf, cera 
+ x, + x} + (x, + x“), 
wobei 6 alle 6 < y durchlauft. 


Jetzt ist es einfach, p(%,,, %),,-.-, %y,>---) MU Y(*,, *, %, + Hy, ...) 
zu erginzen. Sei z. B. v,, = ,,. Dann wird nach (6) 
gy (¥,, ’ Va * ) 
~ PH (1, HP, Hr + HP, Has HF, Ha HF, .) + Hy, 5 Myqs oe -) 
~ p (*,, *F, % + x}, sree Bry Vrs oop 


Damit sind durch eine Permutation der Koordinaten von »,, allein alle fehlenden 
Normalformen bis zur y,-ten Stufe eingeschoben. Genau so hat man 
nach (8) im Falle »,, = x,, +}, vorzugehen. Ist »,, = **, so kann 
man nach (7) nur alle Normalformen von niedrigerer als ¢,-ter Stufe 
einschieben, ¢, irgendeine Ordnungszahl < y,. 

Durch eine Permutation der in »,, vorkommenden Koordinaten nach 
(7) bzw. (8) bzw. (9) kann man die Normalformen bis zur y,-ten bzw. 
é,-ten Stufe einschieben. Die Normalformen bis zur y,-ten bzw. ¢,-ten 
Stufe treten dann wegen y, > y, allerdings zweimal auf, doch kann 
man, indem man (6) von rechts nach links liest, die doppelt vor- 
kommenden durch eine Permutation der in v,, vorkommenden Koordinaten 
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in ein *,, bzw. *,, permutieren, das iiberzihlig ist und nach Satz 1 
oder 3 zum Verschwinden gebracht werden kann. Die ¢, kénnen so 
gewahlt werden, da® sie dieselbe Limeszahl « bestimmen wie die 7,;. 
Wenn man diese Permutationen also fiir alle +t durchfiihrt, werden 
simtliche fehlenden Normalformen eingeschoben. SchlieBlich kénnen alle 
diese abzahlbar vielen Schritte durch eine einzige Permutation erhalten 
werden, denn beim t-ten Schritt werden die aus den vy, mit o<T 
stammenden Koordinaten nicht mehr geaindert. Damit ist 4 ~ x, bewiesen. 
Satz 4 ist der Spezialfall 8 = 1 von 


Satz 5. Durch Einsetzung von Normalformen v, in eine Normal- 
form v B-ter Stufe entsteht ein Raum, der wieder in eine Normalform per- 
mutierbar ist. 


Nach §1 Satz 4) geniigt es, dies fiir einfache Normalformen » zu 
zeigen. Wir nehmen an, Satz 5 sei fiir alle « << 8 bewiesen. Es sei » 
von f-ter Stufe, also » = p(m,,..., Ma,--.) Oder » = w(u,,..., Ma, .--), 
#, Normalformen von niedrigerer als f-ter Stufe. Wir betrachten wieder 
nur den ersten Fall. 

v(...,%,...) emtsteht nun folgendermaBen: Jede Stelle aus » hat 
die Form x = (z,,..., %4,.-.), Xq aus #,, nur endlich viele x, + 0. Statt 
der Koordinaten werden nun in jedes solche x, Stellen aus gewissen v, 
eingesetzt, es seien dies die Riume v,. Es wird also 


os dh bh ee ES eed ot ee ee ee 
Die Raume «,(...,%,,,---) sind aber nach Induktionsvoraussetzung in 
Normalformen permutierbar, nach § 1, Satz 3 und § 2, Satz 4 ist also 
auch v(...,¥,,...) in eine Normalform permutierbar. 

Wir fassen unsere bisherigen Resultate zusammen in den 

Hauptsatz 1. Jeder konvergenzfreie Raum abzihlbarer Stufe ist in 
eine der in §1 Definition 8 eingefiihrten Normalformen permutierbar. 


§ 3. 
Die Verschiedenheit der Normalformen. 

Zur vollen Liésung des Permutationsproblems fehlt uns jetzt noch 
der Nachweis, daB je zwei der im vorigen Paragraphen aufgestellten 
Normalformen nicht durch Permutation der Koordinaten ineinander iiber- 
gefiihrt werden kénnen. 

Definition 1. Es sei A ein konvergenzfreier Raum. Die Menge Z 
der Koordin tenindizes seiner Stellen sei in zwei elementejremde Teilmengen 
zerspalten, Z = M +N, wobei'M unendlich viele Elemente enthalte. Aus 
jeder Stelle x von A erhalten wir durch Streichen der Koordinaten mit In- 
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dizes aus N eine Stelle x. Alle diese Stellen bilden einen konvergenz- 
freien Raum, den wir als den zu M gehérigen Stiickraum XK” vond 
bezeichnen. 

Falls auch N unendlich ist, gilt offenbar 
(1) Am 200 + AM, 

Umgekehrt sind, wenn 4 = « + » ist, w und » Stiickraume von 4. Uber 
die ,,Stiickraume“ leiten wir jetzt zwei Sitze ab, von denen wir den 
zweiten allerdings erst spiter brauchen werden. 

Satz 1. Ist A gleich dem Stiickraum u™® von ju, so ist A* gleich dem 
Stiickraum u* von p*. 

Denn jede Stelle aus u* gehért zu 4*, umgekehrt kénnen wir jede 
Stelle von A* durch Hinzufiigen von Koordinaten gleich Null zu einer 
Stelle von m«* ergiinzen, also liegt jede Stelle von A* in u*), 

Satz 2. Jeder Stiickraum einer Normalform «a-ter Stufe ist in eine 
Normaljorm B-ter Stufe permutierbar, B <= «a. 

Wir beweisen dies durch transfinite Induktion. Fiirg, » und 9 + 
ist der Satz trivial. Er sei also fiir alle Normalformen y-ter Stufe richtig, 
y<a. Es geniigt wieder, ihn fiir x, zu zeigen, fiir x? ergibt er sich 
dann leicht aus Satz 1 und fiir ~, +? folgt er aus den Satzen 1 bis 3 
von § 2. 

x, hat die Form ¢(v,,..., »,,.-.), % Normalform y-ter Stufe. 
Durch Streichen der Koordinaten mit Indizes aus N wird speziell auch 
in jedem », eine Indizesmenge N, gestrichen. Falls in », noch unendlich 
viele Koordinaten iibrigbleiben, entsteht so aus », ein Stiickraum »,“*. 
Fiir gewisse v, mégen nur mehr endlich viele Koordinaten stehenbleiben. 
Diese Koordinaten permutieren wir alle nach vorn. Wenn es zusammen 
unendlich viele sind, so Jassen sie sich von x” abspalten, sie bilden zu- 
sammen einen Raum gy. Sind es nur endlich viele, so nehmen wir sie zu 


irgendeinem v\“” mit unendlich vielen Koordinaten hinzu und erhalten 


. i My . 
einen in »\"” permutierbaren Raum. 


Die »\”” mit unendlich vielen Koordinaten sind nach Induktions- 
voraussetzung in Normalformen “4, von héchstens y-ter Stufe permutierbar, 
es wird also 

42? ~ p (My, --+5 My, ---) + eventuell g. 


Der erste Summand ist nach § 2, Satz 4 in eine Normalform héchstens 
a-ter Stufe permutierbar, woraus die Behauptung folgt. 

Satz 3. w ist in keinen Stiickraum py von y permutierbar, ebenso 
@ in keinen Stiickraum w™ von w. 

Beweis. Jeder Stiickraum von ¢ ist gleich g (wir betrachten ja 
von vornherein nur Stiickraume mit unendlich vielen Koordinaten), jeder 








! 
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Stiickraum von w ist gleich w. Andererseits gehen g und w durch irgend- 
welche Permutationen immer in sich iiber. 

Satz 4. Eine einfache Normalform v, a-ter Stufe ist nicht in einen 
Stiickraum v2"? von v2 permutierbar. 

Wir setzen unseren Satz fiir alle einfachen Normalformen niedrigerer 
als a-ter Stufe als bewiesen voraus. Fiir « = 1 ist die Behauptung in 
Satz 3 bewiesen worden. 

1. Wir zeigen zuerst, da8 x in keinen Stiickraum von x, permutier- 
bar ist. Sei a Limeszahl. Dann haben ~, und x3 die Form 


Hg = P(%,, My, - +> Mer ---)) Me = WM, My, ..., MP, «- +). 


Wir nehmen an, es gebe eine Permutation $, die ~~ in einen Stiick- 
raum von ~, iiberfiihrt. 

Nun ist x = w nicht in einen Stiickraum von g permutierbar, also 
muB8 es einen Koordinatenindex k, in dem Stiickraum xf von x? geben, 
der durch $ in einen Index k, iibergeht, der nicht in dem Stiickraum ~, 
von %, liegt. 

Allgemein zeigen wir, daB es in xf einen Koordinatenindex kg gibt, 
der in einen Index k3; permutiert wird, der nicht zu den Stiickriumen 
x, bis xg gehort. Analog wie die Formel (6) in § 2 beweist man 


(2) P (%,, %q, -- +, %p) > Hp. 
Wiirden also alle Koordinatenindizes aus xj bei $ in solche aus 
P (%,, %,,,-+,%g) tibergehen, so wire x} in einen Stiickraum von x, per- 


mutierbar, was der Induktionsvoraussetzung widerspricht. 

In der Folge k,, k,, ..., ky, ... muB es eine unendliche Teilfolge 
ks,, ks,, ... geben, so daB in der zugeordneten Folge kj,, kj,,... die 
Indizes nur verschiedenen x; angebéren. 

Die Stelle x, deren Koordinaten mit den Indizes ky, kg,, ... gleich 
Eins sind und deren iibrige Koordinaten alle gleich Null sind, gehért zu 


w (x3, x7, ..., *f, ...). Sie wird durch $ in eine Stelle x’ permutiert, 
deren Koordinaten mit den Indizes k;,, k3,, ... Eims sind. x’ hatte also 
die Form (%;, ..., %3,..-), % aus %g, unendlich viele x; + 0. x kann 
daher nicht x, = p(,,..-, %s, -..) angehéren, denn in x, liegen ja nur 


Stellen mit endlich vielen x; + 0. Damit sind wir zum Widerspruch ge- 
kommen. 
2. Fiir « nicht Limeszahl schlieSt man analog, man hat 


Hy == O(NS—1, Xo—1, - +>) He = W(%.-1, Neg —ay +)y 


und muB statt (2) die Relation x3_, + ... + *2_,™{_, heranziehen. 
3. Aus dem bisher Bewiesenen folgt mittels Satz 1 jetzt leicht die 
ganze Behauptung: Ware namlich x, in einen Stiickraum von x per- 
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mutierbar, so miiBte auch ~~ in einen Stiickraum von «7* = x, per- 
mutierbar sein, was unméglich ist. 
Aus dem somit bewiesenen Satz 4 folgt 
Satz 5. Zwei einfache Normalformen sind nicht ineinander permutierbar. 
Beweis. Sind die beiden Normalformen von derselben Stufe, so 
besagt Satz 4 dies unmittelbar. Ist « von héherer Stufe als », so folgt 
aus § 2, Satz 3, da v in einen Stiickraum von “* permutierbar ist, nach 
Satz 4 kann also « nicht in » permutierbar sein. 
Satz 6. Eine einfache und eine zusa gesetzte Normalform sind 
niemals ineinander permutierbar. 
Beweis"). Der duale Raum der zusammengesetzten Normalform 
%_ +2 ist nach § 1, Satz 1 und 5 gleich 
(%4 + %a)* = x2 + xo* = KE + Hq. 
Nun ist x7 +, in ~, +-*< permutierbar, also ist eine zusammengesetzte 
Normalform in ibren dualen Raum permutierbar. Permutieren wir einen 
Raum « in einen Raum f, so geht der duale Raum «* durch dieselbe 
Permutation in £* iiber. Wire nun die einfache Normalform x, in die 
zusammengesetzte Normalform ~, 4- *< permutierbar, so hatten wir 
Hg Ky + KE & (%_ + Xa)* Y xP 


im Widerspruch zu Satz 5. 





Satz 7. Zwei zusammengesetzte Normalformen verschiedener Stufe 
sind nicht ineinander permutierbar. 
Zum Beweise ersetzen wir zuerst die zusammengesetzte Normalform 
x, + xz durch einen geeigneten permutationsiquivalenten Raum. Nach 
dem zweiten Teile des Beweises von § 2, Satz 4 ist fiir Limeszahlen « 
Ka PY (%,, *P, %, + *P, ..., Mp, HP, Mp + HF, ---). 
Daraus folgt sofort 





te ~w(%,, xy, “+7, eeery #2» “ef, Xe t+ *F, ona 
Aus 
te a xi = @ (%,, x“, 4) +f, .--+) + @ (x,, xy, 4%, + xy, coe 
folgt nach § 1, Satz 4e) 
tut He = [py + w) (%,, x, aa + xf, oe03 4, xy, *, + x, a 5 


Nun ist g + in den halbfiniten Raum y (vgl. Einleitung) permutierbar, 
wir bekommen also schlieBlich 


(3) tat xe ™my(..., “3 + x}, xf, %R, coe %, + xf, xy, 3 


%,, %r, x, + x, sey ABs xf, ue + xf, =» 


18) Wir geben den Beweis von Menn wieder, der sich auf unseren allgemeineren 
Fall unmittelbar anwenden l4Bt, vgl. M., § 2, Satz 5. 
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Wir bezeichnen den rechts stehenden Raum mit ¢,. Die Stellen 
aus ¢, enthalten aus den links vom Semikolon stehenden Raumen immer 
nur endlich viele von o verschiedene Stellen, die Stellen aus den Riumen 
rechts vom Semikolon sind beliebig. Jetzt fiihrt uns eine zum Beweise 
von Satz 4 analoge Uberlegung zum Ziele. Streichen wir aus den Stellen 
von ¢, alle Koordinaten, die links von den Koordinaten eines x, rechts 
vom Semikolon stehen, so erhalten wir einen Stiickraum, den wir mit ¢{” 
bezeichnen wollen. Streichen wir die Koordinaten links von einem %,, 
das links vom Semikolon steht, so erhalten wir einen Stiickraum (°”. 

Wie im zweiten Teile des Beweises von § 2, Satz 4 zeigt man, dab 
alle ( und (5” in ow (%,, Xr %, + ees %2, 3, %+ #3, ...), also 
in x2 permutierbar sind. Wir nehmen nun an, da es eine Permutation } 
gibt, die ein ¢, in ein ¢, mit y < « iiberfiihrt. Da t® in permutierbar 
ist, kénnen die Koordinaten von ¢,, die cw angehoren, nicht alle durch 
in Koordinaten von ¢°~” iibergefiihrt werden, denn ¢(~” ist in x} per- 
mutierbar, x ist Stiickraum von x,, und nach Satz 4 kann <? nicht in 
einen Stiickraum von x, permutiert werden. Wir kénnen daher eine 
wachsende Folge k,, k,, ... von Koordinatenindizes angeben, die zu lauter 
verschiedenen, rechts vom Semikolon in (3) stehenden Stiickriumen <, 
gehéren, die durch $ in eine Folge k,, k,,... von Koordinatenindizes 
iibergeht, die ebenfalls lauter verschiedenen Stiickraumen von ¢, an- 
gehéren, aber solchen links vom Semikolon. 


Die Stelle x, deren Koordinaten mit den Indizes k; gleich Eins sind, 
deren iibrige Koordinaten Null sind, gehért zu ¢,, die Stelle, in die sie 
permutiert wird, gehért aber nicht zu ¢,, was ein Widerspruch ist. 


Der Fall, daB « nicht Limeszahl ist, ist analog zu erledigen. Statt 
(3) hat man die Beziehung 


. L w® ~* * _ . 
(3’) “aT *%a —_ 4 ae %a—1> %ae—13 %a— 15 4a—1> inl 


zu verwenden. 

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen zu 

Hauptsatz 2. Zwei der in §1, Definition 8 eingefiihrien Normal- 
formen sind niemals ineinander permutierbar. 

Damit ist das Permutationsproblem véllig gelést. 


Wir kénnen jetzt fiir beliebige Riume abzihlbarer Stufe die ,,Stufe“ 
definieren: Ein Raum heift von a«-ter Stufe, wenn seine zugehdrige 
Normalform von der «-ten Stufe ist. 

Die Stufe ist ein permutdtionsinvarianter Begriff, also im Gegensatz 
zu der in § 1 eingefiihrten Ordnung fiir jeden Raum eindeutig bestimmt. 
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Kapitel II. 


Das Homdéomorphieproblem. 


§ 4. 
Die Invarianz von ,,konvergenzfrei“, 
Zwei lineare Koordinatenraume heifen homéomorph (vgl. K.-T., 
§ 8), wenn sie eineindeutig, linear und beiderseits stetig aufeinander ab- 
gebildet werden kénnen. Es muB also, wenn ¥ = (..., Z, ...) die der 
Stelle x = (..., 2, ...) aus A zugeordnete Stelle aus Z ist, der Stelle rx 
die Stelle r= und der Stelle x + 9 die Stelle ¥ + H zugeordnet sein und 
umgekehrt. Ferner mu8 aus lim x™ =x die Beziehung lim ¥ = ¥ 


tx u-—> oo 


folgen und umgekehrt. x = (..., z{”, ...) konvergiert dann und nur 
dann gegen x (vgl. K.-T., §3),wennuz™ = Su, 2." den Limesux = Ju, 2, 


hat fiir jede Stelle u aus 4*. Zwei Riaiume, die ineinander permutierbar 
sind, sind homéomorph. Wir untersuchen in diesem Kapitel das Problem, 
wann zwei konvergenzfreie Raume abzahlbarer Stufe homéomorph sind, 
und werden dariiber hinaus alle zu einem solchen Raum homéomorphen 
vollkommenen Koordinatenriume bestimmen. Als erstes zeigen wir in 
diesem Paragraphen, da8 vollkommene konvergenzfreie Raume nur wieder 
ebensolchen Riumen homéomorph sein kénnen. 

Sei also A ein vollkommener konvergenzfreier Raum, der homéomorph 
einem vollkommenen Raum v ist. Wir kénnen uns die Koordinaten in 
beiden Raumen in der Reihenfolge der natiirlichen Zahlen gegeben denken. 
Die Homéomorphie von A auf u wird nach K.-T., § 8, Satz 1 durch eine 
Matrix & = (a;,) vermittelt, die inverse Abbildung von mw auf A durch 
eine Matrix 8 = (6;,) und es gilt nach K.-T., § 8, Satz 4 fiir das Produkt 
dieser Matrizen 
(1) 4A4B= SA = GE, 


wobei die auftretenden Summen absolut konvergieren. Die Bilder der 
Einheitsstellen e; = (0,..., 0,1,0,...) aus Ain yw sind die Spalten a; 
von &, die Bilder der e,;, als Stellen von m aufgefaBt, bei der inversen 
Abbildung sind die Spalten b; von 8. 

Wir nehmen nun an, daB wu nicht konvergenzfrei ist. Dann mu8 es 
in # eine Stelle y und in u* eine Stelle vo geben, deren skalares 
Produkt vy” = ¥ v{"y{ unendlich viele von Null verschiedene 

i=1 


Summanden enthalt. Denn wiirde das Produkt vy jeder Stelle aus «* 
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und jeder Stelle aus u« stets nur endlich viele von Null verschiedene 
Summanden aufweisen, so wiirden zu “** = m auch noch alle Stellen 5 
gehéren, die aus den Stellen y durch beliebige Abanderung der von Null 
verschiedenen Koordinaten entstehen, denn auch v1 konvergiert absolut, 
da es nur endlich viele Summanden enthilt; « miiBte dann konvergenz- 
frei sein, was wir ausgeschlossen haben. 


Da u normal ist (vgl. K.-T., § 3, Definition 4), kénnen wir annehmen, 
daB die von Null verschiedenen Koordinaten von y® und vn dieselben 
Indizes haben, also 


yj = S yi, e¢, mit yi; + 0 fiir alle j, 


j=l 
v= SMe, mit vo +0 fir alle j. 
jar 2? 7 j 
i,, 4, -.. eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen. 


Hilfssatz 1. Die Indizes der Nichtnullen der Spalten b,,, b;,,... 
von B gehéren alle einer W-Menge A = |\a,, @,,...| von Aan, d. h. es 
ist fiir alle 5 bri; = 0, sobald k nicht zu A gehért. 


n 

Beweis. Die Abschnitte i = Jy yi, e;, von y konvergieren 
j=1 

gegen y"*). Durch die von 8% vermittelte Homéomorphie von « auf 2 


gehen die > in Stellen a. iiber, die eine in A konvergente Folge bilden. 


Da das Bild von e; gleich b,; ist und die Abbildung linear ist, gilt 


(0) be (0) . oh an = LJ (0) 
a= Sy vy— Ly Z buyer = F(Z dy!) ex. 
j=1 j=. 7 km * kai j= 


Die Folge ai. von Stellen aus dem konvergenzfreien Raum A ist aber nur 

dann konvergent (vgl. K.-T., § 15, Satz 3 und § 5, Satz 5), wenn es eine 

W-Menge A = {a,,a,,...} gibt, auf der allein die Koordinaten aller 

Stellen a. von Null verschieden sind. Es darf also y bi, yi, nur fiir 
1 


Fal jj 


k aus A von Null verschieden sein. Da alle yi,” + 0 sind, folgt, sobald 
k nicht zu A gehort, tir n= 1 &;, = 0, fir n=2 &,, = 0 usf. 

Hilfssatz 2. Fiir festes k aus A sind nur endlich viele bei, von 
Null verschieden. 


Beweis. Die Behauptung sei falsch. Dann gibt es wenigstens zu 
einem & eine Teilfolge b»,, dem,,.-. aus lauter nicht verschwindenden 
Elementen, wobei m,, m,,... eine Teilfolge von i,,7,,... ist. Streichen 


14) Vgl. K.-T., § 3, Satz 2. 
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wir aus der Matrix & alle Spalten bis auf a,,, aa,,..., so entsteht aus W 
eine Matrix, die wir mit YU) bezeichnen wollen. Ihre Zeilen mégen 
€,, , --. heiBen. Bilden wir das Produkt UB, so hat das skalare Produkt 
der i,-ten Zeile von & mit der i,-ten Spalte von B nach (1) den Wert 1 
fiir 7 = h, 0 fiir 7 + A. Nun sind nach Hilfssatz 1 die Spalten b,, nur 
auf A von Null verschieden, also haben wir, wenn wir mit bi, die Spalte 
bezeichnen, die durch Streichen der nicht auf A liegenden Koordinaten 
aus b,, entsteht, 

(2) b= (0 fir tah 

Die Zeilen ¢; von U4 sind alle finit: A ist eine W-Menge fiir A, die 
Zeilen von & gehdren £* an"), sind daher auf A finit’’). Der gréBte 
Index der von Null verschiedenen Koordinaten von ¢, soll als die Lange l (i) 
von ¢, bezeichnet werden. 

Wir behaupten nun, da® sich aus den Zeilen ¢,,,, ¢,,,,... eine Teil- 
folge ¢p,,p.»---. mit L(p,) >1(p;—,) auswablen laBt. Gibt es keine 
solche Teilfolge, so wire 1(m,) < q fir alle ‘m,- Dann kénnten die Con, 
nicht alle voneinander unabhingig sein, es wiirde also mindestens eine 
Relation 

Cy, = 4, ¢, + ose + d, 1% _, 
gelten. Multiplizieren wir diese Relation skalar mit b;,» so erhalten wir 
unter Beriicksichtigung von (2) einen Widerspruch. 

Es gibt also eine Teilfolge c,,, ¢p,, ... mit sténdig wachsenden Langen. 
Daher kann man zu beliebig vorgegebenen Zahlen g,,,g,,,... stets eine 
nur auf A von Null verschiedene Stelle x aus 2 bestimmen, so dab 
Co, © = Gps Cpg ® = Jp» --- ist (mit ¥ bezeichnen wir wieder die Stelle, 
die durch Streichen der nicht in A vorkommenden Koordinaten aus x 
entsteht). Die Stelle g = Mx hat dann g, als p,-te Koordinate. Da g 
in w liegt, muB Bg gebildet werden kénnen. Aber das Element der 
k-ten Zeile der Spalte Bq ist eine unendliche Summe, in der die 
Summanden },,,9,,, 1 = 1,2,... vorkommen. Durch geeignete Wahl 
der Jo,» %- B. I», = — (db, % ist ja + 0), kommt man zum Wider- 
spruch, die unendliche Summe divergiert. Also ist die Annahme, daB fiir 
festes k unendlich viele bei; von Null verschieden sind, falsch. — 

Mit diesen beiden Hilfssitzen kénnen wir nun rasch zeigen, daB die 
Annahme, y sei nicht konvergenzfrei, zum Widerspruch fiihrt. Wir be- 


weisen dazu, daB mit yy“ = Lyi; e;, jede Stelle n = ZY y,,e;, mit be- 
j j 


1) Vgl. K.-T., §8, Satz 5, Folgerung 1. 
16) Vgl. K.-T., § 15, Satz 1. 
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liebigen y;; in m liegt. Dazu geniigt der Nachweis, daB die Bilder sw 
der Abschnitte y,/ von » eine konvergente Folge in 4 bilden, denn dann 
bilden auch die y,;, selbst eine konvergente Folge in uw, deren Limes nur 
y sein kann, y liegt dann wegen der Vollstindigkeit von «"’) in yu. 

Wie im Beweise von Hilfssatz 1 ist s“”” = 5 (Ss bes; Y:;) e,. Aus Hilfs- 


k=1j=1 


satz 2 folgt nun sofort, daB lim 5’ by, ys, fiir alle k existiert. Nach 


n—->aj=l 
n 
Hilfssatz 1 sind ferner die Summen bes; yi; nur fir k aus A von 
j=l 


Null verschieden. Die Folge s“” konvergiert also koordinatenweise und 
alle Glieder haben nur auf einer W-Menge, naimlich A, von Null ver- 
schiedene Koordinaten, das heiBt aber'*), die Folge s“”’ konvergiert in A. 
Fir geeignete y,, ist nun aber das skalare Produkt vy = p he yi; di- 
vergent, » kann also nicht in ~ liegen, was ein Widerspruch ist. Damit gilt 

Satz 1. Alle zu einem vollkommenen konvergenzfreien Raum A ho- 
méomorphen voilkommenen Riume yu sind konvergenzfrei*). 

Um das Homéomorphieproblem fiir die konvergenzfreien Raiume ab- 
zahlbarer Stufe zu lésen, kénnen wir also von vornherein voraussetzen, 
da8 die homéomorphen Riume selbst konvergenzfrei sind. 


§ 5. 
Der Hombomorphiesatz. 


Neben der zu Beginn des vorigen Paragraphen definierten Homéo- 
morphie zweier vollkommener Riume benétigen wir jetzt einen etwas 
allgemeineren Begriff. Unter einer Homéomorphie von 4 zu einem 
Teilraum yv von u«*) verstehen wir ebenfalls eine eineindeutige, lineare 
und beiderseits stetige Zuordnung der Stellen von A auf die Stellen von», 
wobei aber jetzt die Stetigkeit in v als die Stetigkcit im Sinne von uy, 
nicht im Sinne von » zu verstehen ist, d.h. eine Folge y aus » kon- 
vergiert dann und nur dann gegen y aus vy, wenn vy" + vp fiir alle v 
aus u* (nicht »*) gilt. 

Satz 1. Jeder konvergenzfreie Raum 4> , der einem Teilraum u 
von p homéomorph ist, ist gleich 9. 


17) Vgl. K.-T., § 3, Satz 5. 

18) Vgl. K.-T., § 5, Satz 6; § 15, Satz 4; § 3, Satz 2. 

1) Aus K.-T., § 8, Satz 7 folgt, daB von »« nicht Vollkommenheit vorausgesetzt 
zu werden braucht, sondern nur «= ¢. 

20) Vgl. M, § 2, S. 12. 
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Beweis. Es seien e¢,,¢,,... die Einheitsstellen von A, a,, a,,... 
ihre Bilder in m. Unter der ,,Lange“ von a, verstehen wir wieder den 
gréBten Index der von Null verschiedenen Koordinaten von a,. Ein 
solcher existiert immer, da ja a; zu @ gehért. Es gibt héchstens 
n Stellen a, von einer Linge <n, denn n+ 1 Stellen der Linge <n 
sind stets linear abhangig, waren die a, aber linear abhingig, so miiften 
es auch die zugeordneten e, aus / sein. 

Eine Folge b™ von Stellen aus m konvergiert dann und nur dann, 
wenn sie koordinatenweise konvergiert und wenn die Langen aller b™ 
unter einer von » unabhingigen Schranke bleiben. Eine unendliche 
Summe J 2,0; konvergiert in m also nur dann, wenn 2, = 0 ist von 


i=1 
einem 1, ab. yw besteht nun als homéomorphes Bild von 4 genau aus 


allen in @ konvergenten unendlichen Summen J z; a;, also aus allen 
endlichen Linearkombinationen der a;. Da den a; umgekehrt die e, in A 
entsprechen, folgt, daB 4 genau aus allen finiten Stellen (z,, ..., z,, 0,...) 
besteht, d.h. 2 = 9. 

Definition 1"). A heift direkte stetige Summe der Teil- 
rdume nw und v, A=" @v, wenn jede Stelle x aus A auf eine und nur 
eine Art in der Form = 1 + 3 darstellbar ist, y aus u, 3 aus v, und 
wenn eine Folge x = y™ + 3™ aus 2 dann und nur dann gegen eine 
Stelle x = y+ 3 konvergiert, wenn vy" gegen y, 3 gegen 3 konvergiert. 
v heift auch Komplementdrraum zu u™). 

Als Beispiel sei erwihnt, daB jeder Stiickraum 2“ zum direkten 
stetigen Summanden von 4 wird, wenn wir die gestrichenen Koordinaten 
wieder hinzunehmen, aber immer gleich Null setzen. Sein Komplementiir- 
raum ist der aus A‘) analog abgeleitete Teilraum von A, wenn N die 
Komplementirmenge zu M ist. 

Satz 2. vy set eine einfache Normalform. Jeder konvergenzfreie voll- 
kommene Raum 2, der homéomorph einem Teilraum ju von v ist, der zu- 
gleich direkter stetiger Summand von v ist, lat sich in einen Stiickraum 
von v permutieren. 

Beweis. 1. Wir beweisen zuerst, daB aus der Richtigkeit von Satz 2 
fiir die Normalform x, die Richtigkeit fiir xz folgt. 


21) Vgl. M., § 2, Definition 1. 

2) Die Bildung «+ rv aus §1 hangt mit dieser neuen Summe in folgender 
Weise zusammen. Bezeichnen wir den Raum der Stellenpaare (yp, 0), ) aus ji, 
mit z, den Raum der Stellenpaare (0,3), 3 aus v, mit 7, so bedeutet A= + v 
gerade 2—A4@*7%. Aus einer Zerlegung A = /, & A, folgt dagegen keineswegs sofort, 
daB 72 durch die Addition /, + A, aus zwei konvergenzfreien, zu 2, bzw. Ag homéo- 
morphen Raumen entsteht. Die folgenden Satze geben zum Teil AufschluB iiber 
dieses Problem. 
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Dies ergibt sich aus folgendem von Menn*) bewiesenen 


Hilfssatz. Ist der vollkommene Raum i homéomorph einem Teil- 
raum u des vollkommenen Raumes v und ist u direkter stetiger Summand 
von v, so ist A* homéomorph einem Teilraum von v*, der ebenfalls direkter 
stetiger Summand von v* ist. 

Es gebe namlich einen konvergenzfreien vollkommenen Raum 4, der 
einem stetigen direkten Summanden « von xt homéomorph ist, 2 sei aber 
nicht in einen Stiickraum von xt permutierbar. Wire A* in einen Stiick- 
raum x” von x.” = xe permutierbar, so wire nach § 3, Satz 1 A** =A 
in x.“ permutierbar. Also ist auch 4* nicht in einen Stiickraum von x, 
permutierbar. 

Andererseits ist nach dem obigen Hilfssatz 4* homéomorph einem 
direkten stetigen Summanden von z,, nach Voraussetzung miiBte 1* also 
in einen Stiickraum von x, permutierbar sein, was ein Widerspruch ist. 

2. Wir beweisen Satz 2 nun durch transfinite Induktion nach der 
Stufe «. Fiir m ist er nach Satz 1 richtig, fiir w folgt er nach 1., also 
ist Satz 2 fiir die einfachen Normalformen 1. Stufe richtig. Er sei fiir 
die einfachen Normalformen f-ter Stufe, 8 < «, schon bewiesen. Beweisen 
wir ihn jetzt fiir x,, so folgt er nach 1. fiir x%, ist dann also allgemein 
richtig. 

%_ hat entweder die Form (z,, ~q,..-, %3,---) oder (#2 —1, #2 — 4+). 
Im ersten Fall kénnen wir durch eine Permutation die x; in eine einzige 
Folge ordnen, wir kénnen also in jedem Falle schreiben 


Hg V= P (V5 May + +)s 


wobei die v, eine Folge von Normalformen x, oder x niedrigerer als «-ter 
Stufe durchlaufen. Da es auf eine Permutation nicht ankommt, kénnen 
wir uns darauf beschriinken, Satz 2 fiir » zu beweisen. 

Die Stellen aus 7 haben die Form x = (z,,..., X,, 0,0,...), X; aus 7”. 
Ist x, die letzte von 0 verschiedene Stelle, so heiBe wieder die ,,Linge* 
von X. 

Bei der Homéomorphie von / auf den Teilraum 4 von 7 mégen die 
Einheitsstellen e; in die Stellen a; aus uw iibergehen. Die o; der Linge n 
sind die Bilder gewisser ¢,, deren Indizes eine ({endliche oder unendliche) 
Menge M,, bilden mégen. Die Stellen Y’a;e,; aus A, die nur auf M, 


i 


° , . . es aU) 
von Null verschiedene Koordinaten a, haben, bilden den Stiickraum /\"” 


/,,) 


° e . . . D os 
A» geht bei der Homéomorphie von / auf u in einen Raum yw" iiber, 
dessen Stellen alle héchstens die Linge m haben, da sie ja die Grenz- 


*) Vgl. M., § 2, Satz 3. 


17* 
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stellen von Folgen von Linearkombinationen by a;a, aus Stellen a; der 
Linge n sind. a 

u™ liegt also im Raum Y” aller Stellen der Linge <n aus 7. 
y™ ist, als Teilraum von y aufgefaBt, offenbar homéomorph dem 
Raum vy, +%,+...+ 7, dieser wiederum ist nach §2, Satz 1—3 in », 
permutierbar, wenn », die einfache Normalform gréBter Stufe unter 
— es ’ 

3. Wir zeigen jetzt, daB «™ direkter stetiger Summand von 7 ist. 
# ist nach Voraussetzung direkter stetiger Summand von 7. yu” ist als 
Bild des direkten stetigen Summanden 2” von A ebenfalls direkter 
stetiger Summand von x (die stetige direkte Summe ist ja homéomorph 
invariant definiert). Wie leicht zu sehen, ist der direkte stetige Summand 
eines direkten stetigen Summanden selbst wieder direkter stetiger Summand, 
es gibt also eine direkte stetige Zerlegung 


(1) , _ um + y™. 
Jede Stelle y von >” zerfallt danach auch in » = 3+ 5, 3 in w™, 
s in xy”. Nun ist aber «™ Teilraum von »”, also bildet auch die Ge- 


samtheit der s einen Teilraum r von 7”, d. h. (1) induziert eine direkte 
stetige Zerlegung 


ym = uo + 1, 


Damit haben wir gezeigt: 2°“" ist homéomorph einem direkten 
stetigen Summanden »™ des Stiickraumes 7%” von ¥, also homéomorph 
einem direkten stetigen Summanden der Normalform », von niedrigerer 
als a-ter Stufe. Nach Induktionsvoraussetzung ist daher fiir unendliches M, 
24” in einen Stiickraum von », permutierbar, also nach § 3, Satz 2 in 
eine Normalform niedrigerer als «-ter Stufe. Ist M, endlich, so ist yn 
ein endlichdimensionaler linearer Raum. 

Durch eine Permutation la8t sich 4 also in einen Raum A iiber- 
filhren, dessen Stellen t simtlich die Form haben t = (t,, t,, ...), 
t, aus w,;, , Normalform von niedrigerer als «-ter Stufe oder endlich- 
dimensional. 

4. Wir behaupten nun, daB in t nur endlich viele t; von 0 ver- 
schieden sein kénnen. Wir nehmen das Gegenteil an, (t,, t,, ...) besitze 
unendlich viele t; + 0, nimlich fiir 1 = k,,k,,.... t kann dann in der 


Form t,. e;. geschrieben werden, wobei die |; eine Teilmenge der 
1; &; 2 j x 
/ 


. (M,) 
Menge M,, durchlaufen, also xh, ¢;, eine Stelle aus A ‘’ bedeutet. 


vy) 


j=i 





2. es EE 
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Alle Indizes, auf denen t von Null verschieden ist, bilden eine 
W-Menge von 4, also gehéren auch simtliche Stellen zu A, die statt der 
t,, + 0 irgendwelche Koeffizienten haben. Kine solche Stelle ist z. B. 
P3 ¢,, fiir geeignet gewahblte 1;, die aus jedem ay genau eine Einheits- 
stelle enthalt. Ihr entspricht in « die unendliche Summe 2’ a,;. Diese 

j 
Summe konvergiert aber nicht in «, da a,, die Linge k; hat, die Folge 
s a;, 0 = 1,2,..., also Glieder mit nach oo wachsenden Lingen k,, besitzt. 
j= 
Eine Folge von Stellen aus » kann aber nur dann konvergieren, wenn 
die Langen ihrer Glieder unter einer festen Schranke bleiben”). 


Damit ist gezeigt, daB der in 4 permutierbare Raum / der Stellen 
(t,, t,,.-.), t, aus m,, mit p (u,, My, ...) identisch ist. Nach § 2, Satz 4 
ist dieser Raum aber, da die «4; Normalformen von niedrigerer als «-ter 
Stufe oder endlichdimensional sind, in eine Normalform von hiéchstens 
a-ter Stufe permutierbar, die in dem Falle, da8 sie wirklich «-ter Stufe 
ist, mit x, identisch ist. Nach § 2, Satz 3 ist also A in einen Stiickraum 
von %, permutierbar. 


Satz 3. Der konvergenzfreie vollkommene Raum 2 sei homéomorph 
einem Teilraum yu von x, + x2, der direkter stetiger Summand von x, +x? 
ist. Dann lapt sich 2 in einen Stiickraum von x, + x3 permutieren. 


Beweis. Es geniigt, dies wieder fiir einen in x, + x2 permutier- 
baren Raum zu zeigen. Als solchen nehmen wir fiir « nicht Limeszahl den 
in §3 (3’) angegebenen Raum, fiir « Limeszahl nehmen wir einen Raum, 
der aus § 3 (3) entsteht, indem man die Normalformen links und rechts 
vom Semikolon je in eine Folge ordnet. Wir haben also in jedem Falle 
einen Raum 


ee ee ee eee ee ee 


wobei die v, Normalformen niedrigerer als «-ter Stufe sind. Die Stellen 
aus ? haben die Form x = (..., 0, 0, %;, %/43,++-), Xx aus ¥, @ irgend- 


24) Dies folgt sofort aus den Resultaten in K.-T., § 15, kann aber auch un- 
mittelbar so eingesehen werden: x’ sei eine Folge von Stellen aus 7, deren Liingen 
nicht beschrankt sind. Sei x/'’, x4”, ... eine Teilfolge mit den Langen 1, <1, <.... 


x? sei eine von Null verschiedene Koordinate von x7? in mo i=l, ae 
' 
i = 
v* =~ (vf, vf...) liegt jede Stelle u= 2 a,c, Wir kénnen die a; nun suk- 
— 
, . jy) 2  -_ 
zessiv so bestimmen, daB u x4) —a, av =1, ux’ =a, xis) +a, «2? = 2, ust. 


Die Folge x”*, also auch x”, divergiert. 











254 G. Kéthe. 


eine ganze Zahl. Ist x, die erste (von links) von o verschiedene Stelle, 
so soll als ,,Linge von x die Zahl —i bezeichnet werden”). 

A sei nun homéomorph einem direkten stetigen Summanden y» von 7. 
Die Bilder der Einheitsstellen e, aus 4 mégen wieder mit a, bezeichnet 
werden. Die Indizes der e,, die in a, der Lange < 1 iibergehen, bilden 
eine Menge M,. Fiir n > 1 sei M, die Menge der Indizes der e,, deren 
Bilder a, genau die Lange n haben. Der Raum 4” ist direkter stetiger 
Summand von 4. Bei der Homéomorphie geht 4” in einen direkten 
stetigen Summanden «” von mw iiber, der in y™ liegt, dem Teilraum 
aller Stellen der Lange < n aus 7. 

Im Beweise von § 3, Satz 7 wurde gezeigt, daB der Raum ¥”) ho- 
méomorph xz ist. Wie im Beweise von Satz 2 schlieBt man nun, da8 u™ 
direkter stetiger Summand von y ist, also homéomorph einem direkten 
stetigen Summanden von xz. Aus Satz 2 folgt, daB a” in einen 
Stiickraum von x2 permutierbar ist. Wenn man nun alle ganzen posi- 
tiven Zahlen durchlaufen laBt und die dazugehérigen Raiume A), 24%), ... 
bildet, so kommt man in ganz analoger Weise wie oben zum Beweise 
unseres Satzes. 

Aus Satz 2 und 3 folgt nun leicht der 


Hauptsatz 3 (Homéomorphiesatz). Alle zu einem konvergenzfreien 
Raum abzihlbarer Stufe homéomorphen Réume entstehen aus ihm durch 
Permutationen, sind also selbst wieder konvergenzfreie Raume abzdhlbarer 
Stufe. Normalformen beziiglich Homéomorphie sind die in § 1 Definition 8 
eingefiihrten Raume. 

Beweis. In §4 haben wir gezeigt, daB die zu konvergenzfreien 
Raumen homéomorphen Riume auch konvergenzfrei sind. Aus Satz 1 
und 2 folgt, da8 die homéomorphen Riume sogar Riume abzahlbarer Stufe 
sind. Damit ist die Behauptung darauf reduziert, da’ zwei konvergenz- 
freie Riume abzaihlbarer Stufe dann und nur dann homéomorph sind, wenn 
sie ineinander permutierbar sind. Wir brauchen also nur noch beweisen, 
daB zwei der in §1, Definition 8 eingefiihrten Normalformen nur dann 
homéomorph sind, wenn sie identisch sind. 

und y seien also homéomorph. Nach Satz 1 und 2 muB8 yz in 
einen Stiickraum von » permutierbar sein und umgekebrt y in einen Stiick- 
raum von wu. Da nach § 3, Satz 2 jeder Stiickraum héchstens dieselbe 
Stufe hat wie der Raum selbst, miissen ~ und » von derselben Stufe sein. 

Es kann nicht ~« = ~, und » = x% sein, da nach § 3, Satz 4 x, niemals 


25) DaB wir die Lange mit —i bezeichnen hat den Grund darin, daB die 
Summe zweier Stellen der Lange =k wieder die Lange => hat; dies wire falsch, 
wenn wir die Lange mit +14 bezeichnen wiirden. 
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in einen Stiickraum von xz permutierbar ist. Es kann aber auch nicht 
a =x, und » = x, + x2 sein, denn mit x, + x2 miiBte ja auch xz selbst 
in einen Stiickraum von x, permutierbar sein. Analog scheidet noch die 
Méglichkeit « = x2 und » = x, + xz aus, es bleibt also nur iibrig « = ». 

Damit ist nun das Homéomorphieproblem fiir konvergenzfreie Raiume 
abzahlbarer Stufe gelést. Die naheliegende Vermutung, da8 zwei beliebige 
konvergenzfreie vollkommene Raiume nur dann homéomorph sind, wenn 
sie ineinander permutierbar sind, konnte ich bisher noch nicht bestitigen. 
Ob es iiberhaupt konvergenzfreie vollkommene Riume gibt, die nicht mit 
einem Raum abzahlbarer Stufe homéomorph sind, untersuchen wir im 
letzten Paragraphen. 

Wir erwaihnen zum Schlu8 noch, da8 mit der Lésung des Homéomor- 
phieproblems fiir die Raume auch das Isomorphieproblem fiir die zugehérigen 
unendlichen maximalen Matrizenringe gelést ist. Aus den Resultaten von 
A. Weber **) folgt sofort 

Satz 4. Die Gesamtheit 2 (A) der unendlichen Matrizen, die einen 
konvergenzfreien Raum abzihlbarer Stufe in sich iiberfiihren, bildet einen 
maximalen Matrizenring, den wir als den zu i gehérigen konvergenz- 
freien Matrizenring abzdhlbarer Stuje bezeichnen. Alle zu einem 
solchen Matrizenring (ring)isomorphen vollkommenen Matrizenringe ergeben 
sich aus thm durch an Zeilen und Spalten gleichzeitig ausgefiihrte Permu- 
tationen, sind also selbst wieder konvergenzfreie Matrizenringe abzdhibarer 
Stufe. Normalformen beztiglich Isomorphie sind die zu den in §1, Defi- 
nition 8 eingeftihrten Raiumen gehérigen Matrizenringe. 


§ 6. 


Beispiel eines vollkommenen konvergenzfreien Raumes, 
der keinem Raum abzahlbarer Stufe homéomorph ist. 

Jeder Raum abzihlbarer Stufe, der von gy, w verschieden und nicht 
in yg +o permutierbar ist, besitzt einen in mq oder einen in w @ per- 
mutierbaren Stiickraum. Um einen vollkommenen konvergenzfreien Raum 
zu konstruieren, der keinem Raum abzihlbarer Stufe homéomorph ist, 
geniigt es nach dem Homéomorphiesatz also, einen von gy, w verschiedenen, 
nicht in @+o permutierbaren, vollkommenen konvergenzfreien Raum 
anzugeben, der keinen in gw oder wg permutierbaren Stiickraum 
besitzt. Wir werden im folgenden einen solchen Raum konstruieren, 
wobei wir allerdings die Richtigkeit der Kontinuumshypothese voraussetzen 
miissen. 


26) Vgl. die in Anm. *) zitierte Arbeit, § 3. 
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Definition 1. Eine Menge soll ,. Quermenge‘‘ zu den Mengen M.,, heifen, 
wenn der Durchschnitt [M, M,) fiir jedes « nur endlich viele Elemente enthilt. 

Hilfssatz 1. Es seien abzihlbar viele unendliche Tedmengen M, der 
Menge Z der natiirlichen Zahlen gegeben. Haben je zwei M, endlichen Durch- 
schnitt, so gibt es eine von den M, verschiedene unendliche Teilmenge M von 
Z, die Quermenge zu allen M, ist. 

Zum Beweise greifen wir aus M, irgendein Element m, heraus, aus M, 
ein Element m,, das nicht in M, liegt, allgemein aus M,, ein Element m,, 
das nicht in M, bis M,_, liegt. M = |m,, m,,...} ist offenbar eine 
Quermenge zu den M,. 

Wir konstruieren uns nun den gesuchten Raum folgendermaBen: 

1. Es sei M irgendeine unendliche Teilmenge von Z, M = EW” + 
BY + ... sei eine Einteilung €(M) von M in abzihlbar vicle elemente- 
fremde unendliche Teilmengen. Solcher Einteilungen von M gibt es héchstens 
x®o = x verschiedene (xist die Michtigkeit des Kontinuums); da es anderer- 
seits mindestens x verschiedene gibt, ist die Anzahl der €(M) genau x. 

Es gibt x verschiedene unendliche Teilmengen M von Z, also x-x = & 
verschiedene €(M) iiberhaupt. Nach der Kontinuumshypothese kénnen wir 
uns alle diese €(M) in eine woblgeordnete Folge 
(1) €, (M,), €, (M,), 9 a €. (M,), eee 
angeordnet denken, von der jeder Abschnitt abzahlbar ist. 

Es gibt ferner x Einteilungen von Z in zwei elementefremde unend- 
liche Teilmengen. Wir kénnen daher den €,(M,) mit M, = Z je eine 
solche Einteilung zuordnen, so daB genau alle Einteilungen aufgebraucht 
sind. Dies denken wir uns ausgefiihrt, €,(M,) mit M, = Z sei die Ein- 
teilung Z = Z‘ + Z zugeordnet. 

2. Wir bilden uns nun durch transfinite Induktion eine Folge F, 
von Teilmengen von Z. Der gesuchte Raum sei dann der Raum 4 aller 
auf diesen F,, finiten Stellen. Er ist nach K.-T., § 15, Satz2 vollkommen. 
Gleichzeitig mit den F,, konstruieren wir eine Folge von Mengen W,, die 
mit jedem F,, endlichen Durchschnitt haben, also W-Mengen fiir A sind. 

€, (M,) sei die Zerlegung M, = EY + BY) +.... G, sei irgend- 
eine unendliche Teilmenge von M,, die zugleich Quermenge zu den E;"” ist. 

1. Fall. M, + Z. Wir zerlegen G, in zwei elementefremde unend- 
liche Teilmengen, G, = F, + W,. Da F, eine F-Menge von 4 ist, die aus 
unendlich vielen E;“" je endlich viele Elemente enthilt, kann der Stiick- 
raum 4“) nicht so in w p permutierbar sein, daB die E;“" in die Indizes- 
mengen, die zu je einem aus wy = w (9, ¢, ...) gehdren, iibergehen. 
Daraus, da8 W, eine W-Menge fiir 2 ist und aus unendlich vielen E{”” 
Elemente enthalt, folgt analog, da8 4“) durch die Einteilung von M, in 
die E{"" nicht gleich gw werden kann. 
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2. Fall. M,=Z. Zu €,(M,) gehért noch eine Zerlegung Z = 
ZY +Zy. G, ist in Z oder Z unendlich, z. B. in Z. Dann zerlegen 
wir G, so in zwei Teile F,, W,, daB F, und W, unendlich viele Elemente 
in Z) besitzen. Dann ist Z® weder eine F-Menge noch eine W-Menge fiir 
4, also wird A durch die Einteilung Z = Z + Z” nicht gleich » + w in 
dem Sinne, daB 4%"? — g und A‘ — @ ist, oder umgekehrt. 

3. Fiir alle Ordnungszahlen 6 < a, « eine Zahl der 1. oder 2. Zahl- 
klasse, sei G; und die Zerlegung G,; = F;+ W, erklart, derart, daB ver- 
schiedene F, stets nur endlichen Durchschnitt haben, ebenso verschiedene 
W, und auch die F; mit den W,. 

Sei nun €,(M,) die a-te Zerlegung aus (1), also M, = BMe + 
ge 4... 

I. M, +Z. Wir unterscheiden vier Fille: 

a) Jeder Durchschnitt [M,, F,) bzw. [M., Wy], 6 <a, sei in der 
Vereinigungsmenge von je endlich vielen E{” enthalten. Wir nehmen als 
G, irgendeine unendliche Teilmenge von M,, die zugleich Quermenge zu 
allen EZ“ ist. G@, hat dann von selbst mit allen F;, Wz endlichen Durch- 
schnitt. Wir zerlegen G, in zwei unendliche Teilmengen, G, = F, + Wg. 
Dann schlieSt man wie unter 2., daB 4” durch die Einteilung €,(M,) 
nicht gleich gw und nicht gleich wm werden kann. 

b) Es gebe sowohl eine Menge [M,, F,], wie eine Menge [M,, W,], 
B, »y <a, die mit unendlich vielen E“® Elemente gemeinsam haben. Wir 
setzen G, = F, = W, = 0. Es ist hier sofort klar, daB 2” durch die 
Einteilung von M, in die E{”@ niemals gleich gw oder wy werden kann. 

c) Es gebe keine Menge [M,, F,], die mit unendlich vielen Ej"@ 
Elemente gemeinsam hat, aber wohl gebe es solche Mengen [M,, Ws]. 
Jedenfalls kann 4“ nicht durch die Einteilung €,(M,) gleich yw werden. 
Wir miissen noch zeigen, dai wir G,, F, und W, so wahlen kénnen, daB 
A“ durch die Einteilung €,(M,) auch nicht gleich wg werden kann. 
Ist eine der Mengen [M,, W,] in einem E“® unendlich, so ist dies sicher 
nicht mdglich, da die Stellen von wg in den E{"® ja finit sein miissen. 
Dann setzen wir wieder G, = F, = W, =0. Wir kénnen also voraus- 
setzen, daB die [M,, Ws] in jedem E“© finit sind. Die W, mit 6 < « sind 
nur abzihlbar viele Mengen, also gibt es héchstens abzihlbar viele [M,, Wg]. 
Dann kann man aber ahniich wie im Beweise von Hilfssatz 1 eine in den 
E"® finite unendliche Teilmenge G, von M, herausgreifen, die Quermenge 
zu allen [M,, W,) ist. Eine Zerlegung von G, in zwei unendliche Teil- 
mengen, G, = F, + W,, liefert eine F-Menge F,, die mit jedem Ej" 
endlichen Durchschnitt hat. F, miBte, wenn A“, nach €, (M,) eingeteilt, 
gleich wm wire, aber W-Menge sein, also ist A“, nach €, (M,) einge- 
teilt, nicht gleich wg. F, und W, haben nach Konstruktion mit allen 
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W, endlichen Durchschnitt. Da die F; nach Voraussetzung nur mit endlich 
vielen E‘” Elemente gemeinsam haben, haben F, und W, aber auch mit 
den F, endlichen Durchschnitt. 

d) Es gebe keine Menge [M,, W,], die mit unendlich vielen Ej” Ele- 
mente gemeinsam hat, wohl aber gebe es solche Mengen [M,, F;,]. Man 
schlieBt in diesem Fall analog wie in c). 

IJ. M,=Z. Im Falle a) stellen wir wie in I. eine Menge G, auf 
und kénnen durch eine geeignete Aufteilung von G, in F, und W, (vgl. 2.) 
dafiir sorgen, daB Z@ oder Z weder F- noch W-Menge fiir 4 ist. Dann 
geht A durch die Einteilung Z = Z@ + Z© nicht in » + iiber. AuBer- 
dem ist A, nach €,(M,} eingeteilt, weder gleich gw noch gleich w 9. 

Genau so kénnen wir in den Fallen von c) und d), in denen in I 
ein G, + 0 aufgestellt wurde, noch durch geeignete Einteilung von G, 
in F, und W, dafiir sorgen, daB 4 durch Z = Z + Z@ nicht in p+ 
iibergeht. 

Die noch iibrigen Fille b), c), d) kénnen wir gemeinsam betrachten. 
Wir brauchen nur zu zeigen, daf es fiir jedes « stets noch eine unend- 
liche Teilmenge U von Z gibt, die zu den schon konstruierten F; und W, 
Quermenge ist, denn wir brauchen dann nur diese Teilmenge gleich G 
zu setzen und so in F, und W, aufzuteilen, daB Z@ oder Z@ weder F- 
noch W-Menge fiir A ist. Dann ist auch jetzt erreicht, daB 4 nicht durch 
Z = Z@+-Z©@ gleich » +m wird. 

Es kénnte nun sein, da8 durch ungeschickte Wahl der w ersten Gy, 
B = 1, 2,..., Z durch endlich viele F; und W, iiberdeckt wird, dann kénnen 
wir fiir spitere « keine solche Teilmenge U mehr finden. Gehen wir aber 
so vor (und diese Freiheit in der Wahl der ersten abzihlbar vielen G,, + 0 
haben wir: wir brauchen bei der Wahl von G;, nur dafiir sorgen, daB8 zur 
Vereinigungsmenge der G,, bis Gs, unendlich viele Elemente aus Z nicht 
gehéren), daB wir abzahlbar viele Ws, + 0 und F;, + 0 mit paarweise end- 
lichem Durchschnitt erhalten haben, dann gibt es nach Hilfssatz ] zu jedem 
spateren « eine solche Menge U. 

4. Der so konstruierte Raum / erfiillt die an ihn gestellten Forde- 
rungen. Er ist von » und m verschieden, da er sowohl eine unendliche 
F-Menge wie eine unendliche W-Menge besitzt, er ist nicht in m + w per- 
mutierbar, da es nach Konstruktion keine Zerlegung Z = Z, + Z, gibt, 
so daB Z, F-Menge und Z, W-Menge von A ist. Er besitzt schlieBlich 
keinen in gw oder w@ permutierbaren Stiickraum, ebenfalls nach Kon- 
struktion. 


(Eingegangen am 1. 11. 1934.) 
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Beziehungen zwischen Gruppen und Idealen in einem 
speziellen Ring. 
Von 


Wilhelm Magnus in Princeton N. J. (U.S. A.) 





Einleitung. 

LaBt sich jedem Element einer Gruppe eindeutig ein Element eines 
Ringes zuordnen, so daB dem Produkt zweier Gruppenelemente das Pro- 
dukt der entsprechenden Ringelemente zugeordnet ist, so liefert die 
Untersuchung der zweiseitigen Ideale des Ringes und der zugehérigen 
Restklassenringe riickwirts Aussagen iiber die Gruppe; hiervon hat 
K. Shoda'*) bei seinen Untersuchungen der Automorphismengruppen Abel- 
scher Gruppen Gebrauch gemacht. Im folgenden wird zunichst (§ 2) fiir 
die freien Gruppen, die ja jede diskrete Gruppe als Faktorgruppe ent- 
halten, eine Darstellung in einem ,,freien“ Ring mit Einheitselement 
gegeben. Dieser ist folgendermaSen konstruiert: 

s,(t = 1,2,...) seien GréBen, zwischen denen eine kommutative 
Addition und assoziative Multiplikation erklart ist, wobei die distributiven 
Gesetze gelten sollen. Es werde nun ein ,,allgemeinster“ Ring R mit 
Einheitselement e konstruiert, der die GréBen s,; enthalt und dessen all- 
gemeines Element eine beliebige formale Summe 


a 
net Lm P, 
k=1 


ist, wobei die P, alle méglichen Potenzprodukte der s, bedeuten und 
die m (k = 0,1, 2,...) irgendwelche ganzen Zahlen sind. Da diese 
GréBen tatsichlich einen Ring bilden, ist leicht zu sehen; zugleich bieten 
sich in diesem Ring von selber eine unendliche Reihe von Idealen 
3,, 3,,..., Jy... dar, namlich die Potenzen des von den s,; erzeugten 
,,Primideals“ 3, (der Restklassenring nach 3, sind die ganzen Zahlen). 
R/S, besitzt eine endliche Basis, d.h. alle Elemente sind Linearkombi- 
nationen mit ganzzahligen Koeffizienten von endlich vielen Elementen, 
sofern die Anzahl der s,; endlich ist. Indem man den Elementen einer 


1) Math. Annalen 100 (1928), S.674—686; Shoda benutzt den vollen Gruppen- 
ring, wahrend zwischen den Elementen der Restklassenringe RS, (siehe unten), 


welche den Elementen von [’/F*” zugeordnet sind, lineare Beziehungen besteh 
derart. daB ¥/3, nicht den vollen Gruppenring von F/F enthiit. 
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freien Gruppe F geeignete Elemente von ® zuordnet (§ 2), erhailt man 
eine getreue Darstellung von F in R und entsprechend eine Darstellung 
einer Faktorgruppe F/F von F in ®/3,,; die sehr einfachen Eigenschaften 
von 3,/3,, +, erméglichen eine eingehende Untersuchung der Gruppen F/F™, 
die dann im weiteren angewendet wird; die leicht ersichtliche Méglichkeit 
der Zwischenschaltung von Idealen zwischen 3, und 3,,, wird in §6 
zur Konstruktion von Gruppen mit bestimmten Eigenschaften ausgenutzt. 
Zur Vereinfachung der Diskussion wird in §2 ® selber durch Matrizen 
mit Parametern in den Koeffizienten dargestellt. 

3, kann charakterisiert werden als das Ideal von ®, das aus allen 
Elementen ciner ,,Dimension“ > mn in den s, besteht. Die Gruppen FPF” 
mégen daher die F zugeordneten ,,Dimensionsgruppen“ heifBen; infolge 
ihrer ,,Vollinvarianz* (Satz IV, §2) lassen sich auch fiir eine beliebige 
Gruppe G Dimensionsgruppen G) definieren; das im folgenden entwickelte 
Verfahren ist insbesondere brauchbar zur Untersuchung von solchen 
Gruppen G*, fiir die der Durchschnitt der Gruppen G*™ das Einheits- 
element ist. Die Dimensionsgruppen G™ sind vermutlich identisch mit 
den von K. Reidemeister*) fiir die Untersuchung unendlicher diskontinuier- 
licher Gruppen herangezogenen héheren Kommutatorgruppen G, einer be- 
liebigen Gruppe G; die Definition der G, wird in §1 gegeben; sie stehen 
jedenfalls in engen Beziehungen mit den G und sind im iibrigen, wie 
aus Untersuchungen von W. Burnside*) und P. Hall*) hervorgeht, fiir die 
Gruppen von Primzahlpotenzordnung von groBer Bedeutung. Ein Nach- 
weis der Ubereinstimmung von G™ und G, wiirde es erméglichen, einen 
Teil der von P. Hall*) erhaltenen Resultate in vereinfachter Weise abzu- 
leiten (§6). Fir n=3 und n —4 ist diese Ubereinstimmung leicht 
direkt nachzuweisen, und das im folgenden entwiekelte Verfahren fiihrt bei 
unwesentlicher Modifikation zu den fiir diese Fille von K. Reidemeister*) 
und H. Adelsberger®) gegebenen Darstellungen fiir die Faktorgruppen 
GG, und G/G,. 

In §2 wird zunichst das allgemeine Verfahren entwickelt, wobei als 
Grundlage “ie freien Gruppen benutzt werden; die Tatsache, daB die 
freien Gruppen zu den eingangs mit G* bezeichneten Gruppen gehdéren, 
wird in §5 zu dem Nachweis benutzt, dab, entsprechend einer allgemeinen 
Vermutung von il. Hopf*), freie Gruppen von endlich vielen Erzeugenden 


2) Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar der Hamburgischen Uni- 
versitét 5 (1926), S. 33—39. 

*) Theory «f groups of finite order, Cambridge 1911, 2. Aufl., 8. 166. 

*) Proceedings of the London Mathematical Society (2) 36 (1933), S. 29—95. 

5) Journ. f. d. reine u. angew. Math. 168 (1930), S. 103—124. 

*) Nach einer Mitteilung von Herrn B. Neumann. 
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nicht mit einer ihrer Faktorgruppen einstufig isomorph sein kénnen. 
Dieser Satz ist implizit in einem Theorem von F. Levi‘) enthalten; wie 
sich aus § 5 entnehmen laBt, gilt er allgemein fiir Gruppen G* von end- 
lich vielen Erzeugenden. 

Der zweite Teil von §2 erméglicht die weitgehende Anwendung der 
linearen Algebra auf die Untersuchung von Automorphismen und von 
Isomorphie unendlicher diskreter Gruppen (§ 3); §4 enthilt einfache 
Beispiele hierzu. Die volle Reduktion der fiir den Fall einer freien 
Gruppe G den Faktorgruppen G™/G"+» zugeordneten Darstellungen der 
linearen Gruppen®) diirfte fiir einige speziellere Fragen niitzlich sein, 
konnte jedoch vom Verfasser bisher nicht durchgefiihrt werden. 

Es sei noch auf eine Beziehung des in § 6 angegebenen Beispiels zur 
Klassenkérpertheorie hingewiesen. Das Klassenkérperturmproblem |legt 
die folgende Frage nahe: MuB jede Kette G,,G,,...,G,,... von Gruppen 
von Primzahlpotenzordnung, in der G, isomorph ist mit der Faktor- 
gruppe nach der i-ten Kommutatorgruppe von G;,,, nach endlich 
vielen Schritten abbrechen? Das gilt jedenfalls, wenn die Abelsche 
Gruppe G, zyklisch oder vom Typ (2,2) ist. Die Untersuchungen von 
A. Scholz*) und O. Taussky*) legen es nahe, dies auch fiir den Fall an- 
zunchmen, da8 G, vom Typ (3”', 3°) ist. Eine bejahende Antwort auf diese 
Frage wiirde bedeuten, daB die Klassenzahl eines durch hinreichend oft wieder- 
holte Konstruktion des absoluten Hilbertschen Klassenkérpers iiber einem 
algebraischen Zahikérper k entstehenden Oberkérpers zu irgendeinem vor- 
gegebenen Primfaktor der Klassenzahl von & teilerfremd sein mu’. Das 
angegebene Beispiel zeigt aber, daB jedenfalls die etwas schwiichere Frage 
zu verneinen ist: Ist die Stufigkeit einer Gruppe G von Primzahlpotenz- 
ordnung schon durch die Struktur der Faktorgruppe nach der Kommu- 
tatorgruppe beschrinkt ? 


§ 1. 
Definition gewisser charakteristischer Faktorgruppen 
einer beliebigen Gruppe. 
Es sei G = G, eine beliebige Gruppe. G, sei ihre Kommutatorgruppe, 
und G,, sei fiir n > 1 rekursiv definiert als die kleinste invariante Unter- 
gruppe von G, die alle Kommutatoren gg,—,9 ‘g,—, eines _beliebigen 


7) Math. Zeitschr. 37 (1933), S. 90—97. 

%) In einem Spezialfall tritt eine solche (fiir n = 3) auf bei F. Levi und B. L. 
van der Waerden, ,,Uber eine besondere Klasse von Gruppen“, Abh. Math. Semin. 
Hamburg. Univ. 9 (1932), 8S. 154—158. 

®) Journ. f. Math. 171 (1934), S. 19—41. Einer Mitteilung von Fraulein 
O. Taussky verdanke ich den Hinweis auf die obenstehende Frage. 
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Elementes g,_, aus G,_, mit einem beliebigen Element g aus G ent- 
halt. Im Anschlu8 an P. Hall*) mégen die Gruppen G,, die Untergruppen, 
die Gruppen G/G, die Faktorgruppen der ,,absteigenden Zentralreihe“ 
(,,lower central series‘) von G heiBen. Die G, brauchen weder unterein- 
ander noch von G@ verschieden zu sein. G,/G, , ist stets eine zum 
Zentrum von G/G,., gehérige Abelsche Gruppe; diese besitzt jedenfalls 
dann eine endliche Basis, wenn G endlich viele Erzeugende besitzt. Die 
Invarianten von G,/G,,, sind dann fiir die Gruppe G charakteristische 
Zahlen, da G, und G,,, charakteristische Untergruppen von @ sind 
[vergl. K. Reidemeister*)]. 

Durch vollstandige Induktion lassen sich in einfacher Weise die 
folgenden Behauptungen ableiten: 

Hilfssatz 1. Sind g, bzw. g, Elemente aus G, bzw. G,, so ist 
9% 99: 9: Element aus G, , ;. 

Hilfssatz 2. Ist f(a,,a,,...,a,) ein Potenzprodukt aus irgend- 
welchen Elementen a,, a,,...,@, aus G, und ist f{(a,,@,,...,a@,) Element 
von G,, so ist fiir jede natiirliche Zahl h 

f (ai, a>, eee an) [f (a, Ag, .-+5 a,)y” 
ein Element aus G,, , ;. 

Beim Beweise ist die vollstindige Induktion fiir Hilfssatz 2 nach n 
zu nehmen; fiir Hilfssatz 1 nehme man k < / an; fiir k = 1 ist der Satz 
dann nach Definition richtig, fiir gréBere k nehme man g, als Kommu- 
tator eines Elementes aus G,_, und eines Elementes aus @ an (was 
offenbar geniigt), und fiihre dadurch den Satz auf kleinere Werte von k 
zuriick. Auch bei Hilfssatz 2 ist es zweckmaBig anzunehmen, daB / 
Kommutator eines Elementes aus G,—, mit irgendeinem Element aus G 
ist; der allgemeine Fall ist sofort auf diesen Fall reduzierbar. 


§ 2. 
Zwei Darstellungen der freien Gruppen. 

F = F™ sei eine freie Gruppe. a, (¢ = 1, 2, ...) seien freie Erzeugende 
von F. Es soll nun zuniachst eine Darstellung von F durch Elemente 
eines Ringes R von der in der Einleitung charakterisierten Art gegeben 
werden. Dazu werde jedem a, eine GréBe s, zugeordnet; R sei der von 
einem Einheitselement 1 und den assoziativen GréBen s, erzeugte ,,freie“ 
Ring. Man setze nun 


a,=1+ 8, in 
(1) a;' = 1—s8,+ sf $...= LY (— 10s. 


n=0 


Dieser Ansatz entspricht gewissermaSen der Vorstellung, da8 man die als 
lineare Operatoren gedachten a, und ihre Reziproken ,,in der Umgebung“ 
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des Einheitselementes entwickelt; fiir die unten zur Darstellung von ® 
benutzten Matrizen ist die Méglichkeit einer solchen Entwicklung evident. 

Es gilt nun der Satz: 

I. Durch die Beziehungen (1) erhdlt man eine getreue Darstellung von F 
durch Elemente aus R, wenn man einem Produkt der a;' das entsprechende 
Produkt der Elemente 1 + s,, 2 (— 1)" 8" aus R zuordnet. 

Beweis: Der Einfachheit halber werde der Satz nur fiir den Fall 
bewiesen, daB F nur zwei Erzeugende a, = a, a, = 5 besitzt. Der all- 
gemeine Fall ist prinzipiell nicht schwieriger. Wir schreiben noch s und ¢ 
fiir s, bzw. s,. Jedes Element g von F ist auf eine und nur eine Weise 
in der Form 
(2) g =a" Wa? b... am yim 
darstellbar, wobei die «, und f,;, abgesehen von «, und #,,, von Null ver- 
schiedene ganze Zahlen SO sind, wahrend a, oder f,, oder beide gleich 
Null sein diirfen. Dem Element (2) von F ist in R das Element 


SO)" 26 oe (hy 


(3) ae (Fn)s ad y 6 im 


a 
"m = Um = 0 


— 5 (4)(B)() (8). (6) (Pa) over ares ane 


"p Mg 0 


zugeordnet. Das einzige, was man zum Beweis von I nachzuweisen hat, 
ist, daB die Elemente (3) alle vom Einheitselement von ® verschieden 
sind, falls nicht m = 1 und a, =f, = 0 ist. Das ist aber in der Tat 
der Fall, denn in der in (3) auftretenden Summe besitzt das Element 


g tl pi Pr! gl @! gfe! lem glPw! 


einen von Null verschiedenen Koeffizienten, namlich 


II (1x) (pi 


Fiir das Weitere benétigt man noch einen Hilfssatz, der es gestattet, 
aus der Darstellung eines Gruppenelementes von F in ® die Darstellung 
des inversen Elementes in ® in einfacher Weise zu berechnen. Allen 
Elementen von F sind ja Elemente von ® zugeordnet, die die Form 1+r 
besitzen, wobei r eine Summe von Elementen aus ® ist, in der das Ein- 
heitselement von ® nicht mehr auftritt. Es gilt nun der Satz: 
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II. Dem Element g von F sei das Element 1+-r aus R zugeordnet, 

Dann ist g~* das Element X (— 1)"1r" zugeordnet*®). 
n=0 

Der Satz II werde wieder nur fiir den Fall von zwei Erzeugenden 
von F mit Benutzung der nach I eingefiihrten Bezeichnungen bewiesen. 
g sei in der Form (2) geschrieben. 

D = |a,| + 1B,] + og] +18| +--+ Lom! + [Brn 
heiBe die Lange von g. Hat g die Lange Eins, so ist die Behauptung 
trivial. Satz II sei fiir alle g mit einer Linge </ bewiesen. Dann gilt 
er auch fiir alle g mit der Linge 1. Zum Beweise nehme man etwa 
a, >0O an und setze 
g =a" ab... ab = a ‘g. 

Es sei g’ das Element 1+ u aus R zugeordnet. Nach Voraussetzung ist 
dann g ~', d. h. dem Element 


— —2@ —f2 —«@ — —a,+1 
bea “...6 "a “bb "a 


das Element 1 — u+ u*® +... von R zugeordnet. Man weiB nun ferner, 
daB dem Element g das Element (1 +s) (1+ u) und dem Element g-* 


das Element (l—u+u*?+...)(1—s+s*+...) von R® zugeordnet ist. 
Setzt man 


(l+s)\1+u)=1+s+u+su=1+v; v=s+u+su, 


so lautet also die zu beweisende Behauptung: 


s(— 1)" = s (—1) u” by (- 1)’ s". 


r=0 r=0 ‘=0 


Nun bestehen offenbar die Gleichungen 


(+) F(—lyw =1, 1+ ) E(- Iu F (—1)'s" = 1. 


r=0 ‘=0 


Die erste Gleichung ist nimlich trivial, und die zweite folgt aus der 
Beziehung 1 +v = (1+) (1 +4) und der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes. 
Subtraktion der beiden Beziehungen ergibt: 


(+e) { 2(—irw— F(-yw F(-1ys} =o. 
=e r=0 ‘=0 
Hieraus folgt nun, daS der Koeffizient von 1+ gleich Null sein muB, 
und damit Satz II. Nach der Definition von ® laBt sich namlich jedes 


10) Hierbei ist implizit vorausgesetzt, da®& sowohl r” als auch ZY (— 1)" r" 
wirklich Linearkombinationen mit endlichen Koeffizienten der ,,Basiselemente“‘ 
‘we ‘er ota as to a"? far ~~ von & sind, wenn r selber eine solche 
Linearkombination ist. Das folgt leicht mit Benutzung des unten beim Beweise 


von II eingefahrten Begriffes der ,Dimension“ eines solchen ,,Basiselementes“. 





ene? 
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Element @ von ® auf eine und nur eine Weise als Linearkombination 
der Elemente 


(4) stg" gM? g"2 | | gm ghm 


mit ganzen rationaien Koeffizienten schreiben; die Zahlen w,. v,, “5, ,, 
- ++) ms Ym Sind dabei natiirliche Zahlen, mit Ausnahme von ,, und »,,, 
die auch = 0 sein kénnen. Es mége nun 


Mit M+ Mat My tee + om +m = 


die ,,Dimension“‘ des Elementes (4) heiBen. Das Einheitselement 1 von ® 
habe die Dimension Null; fiir jedes d > 0 gibt es nur endlich viele, 
etwa h4, Elemente (4) der Dimension d. Diese bezeichne man in irgend- 
einer Reihenfolge mit e{”, wobei 2 die Werte 1, 2,...,h, durchliuft. 
Jedes Element 9 aus & ist dann gleich einer Summe 


h 


4 @ (d) 
e=Zz 2 aia 


d=oi=l1 


mit ganzzahligen c,;. Da das Produkt efi? eff» zweier Elemente der Di- 
mensionen d, und d, die Dimension d, + d, besitzt, besitzt ein Produkt 
(1+) o dieselben Glieder niedrigster Dimension wie g, sofern v nur 
Glieder von einer Dimension > 0 enthilt. Aus (1+ v) 9 = 0 folgt also 
o = 0 und damit Satz II. 

Jedem Element g aus F ist eindeutig eine Summe von ganzzahligen 
Vielfachen von Potenzprodukten der Elemente s; von ® zugeordnet. Man 
denke sich diese Summe nach Gliedern von nicht abnehmender Dimension 
geordnet. Als erstes Glied erhilt man dann stets die 1; alle weiteren 
Glieder besitzen dagegen eine von Null verschiedene Dimension d. Die 
kleinste unter diesen Dimensionen heiBe d,, und diese Zahl heiBe ,,die 
Dimension von g. d, ist dann und nur dann = 0, wenn g das Einheits- 
element ist. Die jedem Element g zugeordnete Zahl d, laBt sich nun 
durch den folgenden Satz charakterisieren: 


TIl. Ist F, die n-te Untergruppe der ,,absteigenden Zentralreihe* 
(siehe § 1) von F =F,, s0 ist die Dimension jedes Elementes + 1 aus F,, 
mindestens gleich n. Ist g += 1 ein Element mit der Dimension n, so gibt 
es ein Element aus F,, das dieselben Glieder der Dimension n besitzt wie 
9°”, wobei 5, eine fiir jedes n feste Zahl ist. 

Es ist zu vermuten, daB alle und nur die Elemente die Dimension n 
besitzen, die zu F,, aber nicht zu F,,,, gehéren; durch Rechnung laBt 
sich das fiir kleine Werke von n direkt beweisen, doch ist es dem Ver- 
fasser nicht gelungen, dies allgemein zu zeigen. — Zum Beweise von III 


werde zunichst gezeigt: 


Mathematische Annalen. 111. 18 
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IV. Die Elemente von F mit einer Dimension > bilden eine in- 
variante Untergruppe F™ von F, wobei F = F“ gesetzt sei. F™ ist nicht 
nur charakteristisch, sondern sogar ,,vollinvariant in F; das heiBt, wenn 
ein Potenzprodukt IT der Erzeugenden a, in F liegt, so liegt auch jedes 
Element von F in F™, das man erhilt, indem man in Il die a, durch 
irgendwelche Elemente g, von F ersetzt. F™ heiBe n-te Dimensionsgruppe 
von F, 

Beweis: DaS F™ invariant in F ist, folgt unmittelbar daraus, daB 
sich die Dimension eines Elementes bei Transformation mit einem anderen 
Element nicht andert. Da F™ vollivariant ist, folgt aus Satz II. Denn 
sind den Elementen g; in R die Elemente 1+, zugeordnet, und ist 
dem Potenzprodukt /7(a,) der a; das Element 1 + 2, + 2,.4;,+... Zu- 


geordnet, wobei die 2,, %,4,,... Glieder der Dimensionen n, + 1,... 
in den s, sind, so ist J7(y,) in R das Element zugeordnet, das man er- 
halt, wenn man in 2,, %,41,--- die s, durch y, ersetzt und dann die 


Potenzprodukte der y, wieder in Potenzprodukte der s; auflést. Da alle 
y, mindestens die Dimension Eins in den s, besitzen (sofern g,+ 1 ist; 
andernfalls ist y, = 0), liefern 2,,2,4.1,... dabei lauter Glieder einer 
Dimension > n. 

Weiterhin ist die folgende Erginzung zu IV ohne weiteres klar: 

IVa. F/F"+ ist eine Abelsche Gruppe ohne Elemente endlicher 
Ordnung. Die Anzahl der unabhiingigen Er von FM, Fm+) ist 
gleich der Anzahl der linear unabhingigen Elemente von R von der Dimen- 
sion n, die als Anjfangsglieder in der Entwicklung eines Elementes aus F 
auftreten kinnen. Zum Beispiel sind die Glieder der Dimension 2 eines 
Elementes von F* stets Linearkombinationen JZ A,, (s,s, — 8,8,) mit 
ganzzahligen A,,. 

SchlieBlich ist auch das folgende Analogon zu Hilfssatz 2 aus § 1 
trivial: Ist g(a,) ein Element aus F™, und ersetzt man in dem als 
Potenzprodukt der a, geschriebenen Element g die a, durch a}, so ist 
g(a’) [g (a) *” ein Element von F"*”. Es geniigt, dies fiir den Fall 
zu zeigen, daB g(a,) die genaue Dimension m hat; es sei in R 
qg(a,)) = 1+%,+ 7, wobei y die Glieder von einer Dimension > n enthilt. 
Es wird dann [9g (a,)}"" =1+h"y,+y und g(a’) = 1+ hy, + Y" 


denn ersetzt man in y und y, die s, durch hs; + (5) s? +..., 80 bleibt 


an Gliedern der n-ten Dimension genau A” y, nach der Ausmultiplikation 
stehen. Daraus folgt mittels II die Behauptung. 

Zum Beweise von III ist nun zu sagen, daB der erste Teil sofort 
aus II durch vollstindige Induktion folgt; und zwar gilt folgendes: Be- 
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zeichnet man die s; als Differenzen erster Ordnung 4, die s,s, — s, 8; 
als Differenzen zweiter Ordnung A” und rekursiv die Ausdriicke 


jy day -- 9 Oy —y) (4, fay ++ +s dg — 1) 
Gy, Abe ip nS? — Ahulprn and, 


als ,,Differenzen n-ter Ordnung’, wenn A\"';”'"—” eine beliebige Differenz 
(n —1)-ter Ordnung ist, so sind die Glieder der ersten bis (n — 1)-ten 
Dimension eines Elementes aus F,, gleich Null, wiahrend die der n-ten 
Dimension Linearkombinationen mit ganzen rationalen Koeffizienten aus 
den Differenzen n-ter Ordnung sind. — Der zweite Teil von Satz III 
erledigt sich so: g sei ein Element der genauen Dimension n; g = 
1+y,+, wobei die Glieder von y mindestens die Dimension n+ 1 haben. 
Es sei g = g(a,) als Potenzprodukt der a, geschrieben; g liege in F;,, 
wobei k <= nm sein muB wegen des ersten Teiles von Satz III. A,, h,, 
.. +> An—z—1 Seien irgendwelche ganzen Zahlen. Ferner sei 


g (a!") [g(a)}-™% = 9,(a,), 9, (a!") (9, (ad ** = 9, (a), 
—— Gn—e-1 i" a 9, —k—1 ayy" “= n — 4 (4) 


Nach Hilfssatz (2) aus §1 liegt dann g,—,(a,) in F,. Andererseits wird 
Gn—z = 1+ (ho — ho) (hi — i>")... (ana — Mh) on +’ 


die Entwicklung von g,—_, in ®, wobei y’ nur Glieder einer Dimension 
>n enthalt. Es gibt also Elemente aus F,, deren Glieder n-ter Dimension 
gleich 

(ho = hs) (hy _— hy* ) ee (hve — ee BF ) Yu 


sind, und wenn der gréBte gemeinsame Teiler aller méglichen hierin auf- 
tretenden Faktoren von y, gleich 6, gesetzt wird, erhilt man Satz III. 


Es mége nun eine zweite Darstellung der freien Gruppe F und der 
Faktorgruppen F/F™ mit Hilfe von Matrizen gegeben werden. Der Ein- 
fachheit halber mége wieder nur der Fall zweier Erzeugenden a und 6 
von F betrachtet werden. «; (i = 1, 2,...) und f§,(i = 1,2,...) seien 
zwei unendliche Reihen von Parametern. Man setze 


‘Ya, 0 0...) ‘am ee 
Ola dod... _ FO EF R&S xs 
(5) oa et & ines 


eee / 


wobei also unter der Hauptdiagonale Nullen, in dieser selbst Einsen, 
iiber diesen die «, bzw. 8; und dann wieder Nullen stehen. 


18* 
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Die in (5) auftretenden unendlichen Matrizen besitzen eindeutige 
Reziproke; es ist namlich 


1 —@, &@ —@, aa, 
sisags 0 1 — &, hy Oy ove | 
0 0 l — &, en 


das Bildungsgesetz der Elemente der Matrix a~' wird unten niher 
charakterisiert. Es gelten nun die folgenden Siatze: 


V. Die Matrizen (5) erzeugen zusammen mit ihren Reziproken bei 
Multiplikation eine freie Gruppe F von zwei Erzeugenden. F und ® sind 
damit durch Matrizen dargestellt. 


VI. Bezeichnet man als n-ten Abschnitt einer Matrix die aus den 
ersten n Zeilen und Spalten gebildete n-reihige Matrix, so ist das Produkt 
zweier n-len Abschnitte zweier Matrizen aus der Darstellung (V) von F 
gleich dem n-ten Abschnitt des Produktes. Die n-ten Abschnitte bilden also 
eine Gruppe; diese ist isomorph mit P/F”. 

Die Beweise fiir diese Behauptungen lassen sich aus den Sitzen I 
bis IV entnehmen, wenn gezeigt wird, daB die aus den Matrizen (5) 
(bzw. deren n-ten Abschnitten) und ihren Reziproken durch Komposition 
entstehenden Matrizen umkehrbar eindeutig den Entwicklungen (3) der 
Elemente von F (bzw. den Entwicklungsabschnitten bis zu Gliedern der 
(n —1)-ten Dimension) zugeordnet sind, so daB dem Produkt zweier 
Matrizen das Produkt der zugehérigen Entwicklungen (3) zugeordnet ist 
(wobei den Elementen a und 6 die Matrizen (5) zugeordnet sind). 

Hierzu ist zunichst zu bemerken, daB offenbar die aus den 
Matrizen (5) und ihren Reziproken durch wiederholte Komposition erzeug- 
baren Matrizen M simtlich durch Angabe ihrer ersten Zeile eindeutig 
bestimmt sind. Denn die k-te Zeile entsteht aus der ersten, indem man 
das Element der r-ten Spalte in der ersten Zeile in die r + k — 1-te Spalte 
der k-ten Zeile versetzt und die Indizes der Parameter «, und £; dabei 
um k—1 vergréBert. Jedem Potenzprodukt aus a*!, 6*! ist vermége (5) 
eindeutig eine Matrix I zugeordnet. Es soll nun gezeigt werden, daB 
die erste Zeile dieser Matrix umkehrbar eindeutig die Entwicklung (3) 
dieses Potenzproduktes bestimmt. 


Es sei 
(6) ee 


av “se s" i cee s’m t“m 


mit ganzzahligen ¢,, «,,...rm,a, er allgemeine Summand in (3); seine 
Dimension sei d. Ihm werde ein Produkt in den Variablen «;, 6, zu- 








ETL 
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geordnet, das vom Grade d ist und den Ausdruck (6) eindeutig beschreibt, 
namlich 


(6a) Cus tay coos Magy Mam Ss Sry ry tee Bry + any oo Ory toy t oo tee Oey ty toot ty 
Bry +04... +¥m+1 oo Mn++ +++ Hg t+ My? 
(6a) ist so gebildet, daB, wenn in dem Produkt s"'t“'...s'™ t"” als r-ter 


Faktor s bzw. ¢ steht, in (6a) der Faktor a, bzw. 8, vorkommt. — Um- 
gekehrt ist (6) bei Angabe von (6a) eindeutig bestimmt. 

Es sei nun irgendein Potenzprodukt (2) in a*! und b*'! gegeben. 
Ihm ist vermége (5) eine Matrix I zugeordnet, und vermége (3) eine 
Entwicklung als Summe von Ausdriicken der Form (6). Man betrachte 
die Glieder der d-ten Dimension in (3), bilde die ihnen zugeordneten 
Produkte der Form (6a) und summiere dieselben. Diese Summe ist 
dann das Element der ersten Zeile und (d + 1)-ten Spalte der Matrix M. 
Diese Behauptung ist offensichtlich richtig fiir die speziellen Potenz- 
produkte a*! und 6*?. Durch vollstindige Induktion nach wachsender 
,,Laénge“ der Potenzprodukte ist sie leicht allgemein nachzuweisen, und 
daraus folgen ohne Schwierigkeit die Saitze V und VI. 

Es ist ohne weiteres zu sehen, daB in der oben gegebenen Dar- 
stellung von F durch Matrizen der Untergruppe F diejenigen Matrizen 
entsprechen, in denen die ,,Parallelen zur Hauptdiagonale bis zur 
(mn — 1)-ten einschlieBlich nur Nullen enthalten, oder mit anderen Worten: 
Eine Matrix MN ist dann und nur dann einem Element von F™ zu- 
geordnet, wenn in WM = (m,,) fir 0<. k—i<n alle m,, = 0 sind. 
Dies setzt in Evidenz, daf der Durchschnitt aller Gruppen F\” und mithin 
auch aller Gruppen F,, das Einheitselement ist. Dies folgt nicht aus den 
allgemeinen Sitzen von F. Levi’), da F,, zwar fiir F, aber nicht fiir F,,_, 
charakteristisch ist (fiir n > 2). 


§ 3. 
Kriterien fiir Automorphismen und fiir Isomorphie von Gruppen. 

Aus Satz IV, das heiSt aus der ,,Vollinvarianz‘’ von F™ in der 
freien Gruppe F, folgt sofort: Setzt man zwischen den Erzeugenden von F 
irgendwelche Relationen an, wobei dann F in eine Faktorgruppe G von F 
und F™ in eine invariante Untergruppe G” von G iibergeht (wobei G™ 
Faktorgruppe von F™ ist), so ist G™ charakteristische Untergruppe von 
G, d.h. @™ geht bei allen Automorphismen von G in sich iiber. Daraus 
folgt, daB auch G™/G+», d.h. die Invarianten dieser Abelschen Gruppe, 
fiir G charakteristisch sind. Es ist dabei wesentlich, daB G™/@G™>» 
eine Abelsche Gruppe mit endlicher Basis ist, sofern G endlich viele Er- 
zeugende besitzt. G™ heiBe ,,n-te Dimensionsgruppe“ von G. 
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Es ist fiir das Weitere von Bedeutung, da8 nicht nur F“” selber, 
sondern auch gewisse F+" enthaltende Untergruppen von F\ in F 
vollinvariant sind, so da8 diese Untergruppen in analoger Weise wie F‘” 
zur Herleitung charakteristischer Zahlen fiir eine beliebige Gruppe G 
dienen kénnen. Dazu werde eine beliebige Abbildung von F auf eine 
Untergruppe von F und die Wirkung dieser Abbildung auf F"/F®+» 
untersucht. Bei der Abbildung mégen a und 6 (wir beschrinken uns 
wieder auf zwei Erzeugende) in a’ und b’ iibergehen. a’ und b’ lassen 
sich in der Form schreiben 


, . , " 
a’ =a bie, b’ = a” bee,, 


wobei u,, ..., v, ganze Zahlen und c, und c, Elemente der Kommutator- 
gruppe F® von F sind. Es geniigt fiir das Folgende anzunehmen, da® 
die Determinante 


(7) 





ist, und ebenso die entsprechende Determinante fiir den Fall von mehr 
als zwei Erzeugenden. (Diese Beschrinkung ist nicht notwendig, doch 
Jassen sich die dieser Beschrinkung entsprechend enger formulierten Sitze 
einfacher aussprechen.) 

Um nun die Wirkung der vorliegenden Abbildung auf F™/F™+*+” zu 
untersuchen, beriicksichtige man, da8 die Entwicklungen von a’ und J’ 
bis zu Gliedern erster Dimension die Form haben: 


a’ =l+us+u,t+..., OF =1l+us+,t+4+.... 


Ersetzt man in einem Element / von F™ a und 6 durch a’ und 0, 
so erhilt man die Glieder n-ter Dimension des Elementes /’‘, in das /™ 
bei der Abbildung iibergeht, indem man in den Gliedern n-ter Dimension 
von /™ s und ¢ durch u,s+v,t und u,s+ v,¢ ersetzt (vgl. Beweis zu 
Satz IV). Nun sind nach Satz III und IVa die Glieder n-ter Dimension 
Linearkombinationen der ,,Differenzen n-ter Ordnung“, und es tritt auch 
jede Differenz n-ter Ordnung wirklich als Glied n-ter Dimension auf 
(und, eventuell, eine rationales Vielfaches mit durch die GréBe von n be- 
schrinktem Nenner 4, (Satz IV), wobei die Koeffizienten der Potenz- 
produkte in diesem rationalen Vielfachen immer noch ganze Zahlen sein 
miissen). /'™) ist folglich ebenfalls eine Linearkombination der Differenzen 
n-ter Ordnung, und diese erfahren mithin beim Ubergang von a,6 zu 
a’, b’ eine lineare Substitution (welche eben die Abbildung von F/Fo+v 
auf sich beschreibt). Die Koeffizienten dieser linearen Substitution sind 
homogene Funktionen n-ten Grades in u,. v,; uy, v5; die Substitution 
heiBe S™ (u, v). 








é 
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Sind r,, aber nicht 7,+ 1, unter den Differenzen n-ter Ordnung 
linear unabhangig, so erfihrt das einem System von +, linear un- 
abhingigen n-ten Differenzen vermége (6) und (6a) zugeordnete System 
von Multilinearformen 


L® («,, Bi) [e = 1,2, ..-, 3 t= 1,2, ..., ni], 


welche linear und homogen in den m Variablenreihen «,, 8, und mithin 
insgesamt vom n-ten Grade sind, unter der Einwirkung von S (u, v) 
(aufgefaBt als Substitution dieser Formen) eine lineare Transformation, 
welche man dadurch erhilt, daB man die «,, 8, kogredient der linearen 
Substitution 

a= U, &% + v, Bi, 

B; = U, a; + v, B; 


unterwirft. Es ist iibrigens leicht auch durch direkte Betrachtung der 
LS” zu erkennen, daB diese bei kogredienter Transformation der «,, /; 
(sogar mit einer beliebigen unimodularen Substitution) sich linear sub- 
stituieren miissen, daB also die oy oder, was auf dasselbe herauskommt, 
die zu ihnen gehérigen Tensoren n-ter Stufe einen Darstellungsrauim fiir 
die volle Gruppe der unimodularen Substitutionen (im vorliegenden Falle 
von zwei Variablen) bilden. Man kann sich leicht iiberzeugen, daG dieser 
Darstellungsraum im allgemeinen nicht nur reduzibel ist, sondern auch 
sogleich in halbreduzierte Form gebracht werden kann, wenn man aus- 
schlieBlich Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten der L;” 
bzw. der oben erwahnten rationalen Vielfachen von diesen als erlaubte 
neue ,,Basisvektoren“ des Darstellungsraumes zuliBt. Denn ist n = n,-+-n,‘ 
so liegen die Kommutatoren zweier Elemente aus F™) und F in F™* 
aber im allgemeinen nicht alle in F‘*", und die zugeordneten Glieder 
n-ter Dimension aller solcher Kommutatoren miissen einen invarianten 
Teilraum des Raumes aller Lj erzeugen. Tedenfalls ist jeder solche 
invariante Teilraum (und damit auch die Anzahl seiner Dimensionen) fiir 
F charaktenstisch. 


Die oben angestellten Betrachtungen kénnen nun auf die Unter- 
suchung der Automorphismen einer beliebigen Gruppe G angewandt 
werden. Um einfach auszusprechende Resultate zu erhalten, sollen in- 
dessen die folgenden Annahmen gemacht werden: G@ sei Gruppe von 
endlich vielen, etwa k, Erzeugenden und die Faktorgruppe nach der 
Kommutatorgruppe sei die Abelsche Gruppe von k unabhingigen Er- 
zeugenden unendlicher Ordnung. Das Verfahren liefert aber im allgemeinen 
auch sonst Resultate, ausgenommen, wenn G mit seiner Kommutator- 
gruppe identisch ist. 
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F sei die freie Gruppe von k Erzeugenden. G@ ist Faktorgruppe 
von F und kann definiert werden, indem man zwischen den Erzeugenden 


@,, Gy, ..., @ von F irgendwelche Relationen 
R, (G,, Gy, ..-, @) = 1 (o = I, 3, ...) 
ansetzt. R,(a,, a,,..., @) sind dabei Elemente aus F, die in F + 1 


sein sollen und nach Voraussetzung in G‘) liegen sollen. Jedem Auto- 
morphismus von G entspricht eindeutig ein solcher von G/G®), der mithin 
durch eine ganzzahlige Matrix (u,;,) von k Zeilen und Spalten mit einer 
Determinante +1 eindeutig charakterisiert wird. Diese Matrizen bilden 
bei Multiplikation eine Gruppe, welche ,,die G zugeordnete lineare Gruppe“ 
£,, heiBen mége. L»- ist nach J. Nielsen") die volle Gruppe aller ganz- 
zahligen Substitutionen von k Variablen mit der Determinante +1. Es 
soll nun gezeigt werden, daB Ly ,,im allgemeinen“ eine echte Untergruppe 
von 2, sein muB. Dazu betrachte man die kleinste Zahl n derart, daB 
mindestens ein Element R, in F™, aber nicht in F(*+»” liegt. Eine 
solche Zahl muB nach dem am SchluB von §2 Bemerkten existieren, da 
sonst alle 2, in F gleich Eins waren. Den ,,Differenzen n-ter Ordnung‘ 
von k assoziativen nicht kommutatiyen GréBen sind dann (wie oben fiir 
k = 2) eime gewisse Anzahl 7, von Maultilinearformen } Syl linear und 
homogen in m Reihen von & Variablen, (oder auch Tensoren n-ter Stufe 
in k Variablen) zugeordnet, und diese liefern bei kogredienter linearer 
Transformation der Variablensysteme eine Darstellung von 2, und mithin 
auch von 2g. Die gemaB (3), §2 in Reihen entwickelten R, besitzen 
zum Teil von Null verschiedene Glieder n-ter Dimension, und diesen sind 
vermége (6) und (6a) von §2 gewisse Linearkombinationen A, (L{"’) der 
L’? mgeordnet (wobei 1 endlich viele Zahlen der Reihe 1, 2,... durch- 
lauft). Nun gilt der Satz: 


VII. Die G zugeordnete lineare Gruppe ist notwendig in der Unter- 
gruppe der Gruppe 2» aller ganzzahligen Substitutionen der Determinante +1 
enthalten, welche aus denjenigen Substitutionen von Ly besteht, die bei Dar- 
stellung von 2» im Rawme der Tensoren Li” den von den Linear- 
kombinationen A,(L{”) aufgespannten Teilraum in sich iiberfiihren. 

Beweis: Jeder Automorphismus von G = F/J kann aufgefabt 
werden als homomorphe Abbildung von F auf einen Teil von sich, 
wobei Elemente der invarianten Untergruppe J wieder in solche iiber- 
gehen. Denn jeder Automorphismus von @ laBt sich dadurch charak- 
terisieren, daB man Potenzprodukte der a, angibt, in welche diese bei 
dem Automorphismus iibergehen. Diese Potenzprodukte sind natiirlich 


11) Math. Annalen 79 (1919), S. 269—272. 




















Gruppen und spezielle Ringe. 273 


nicht eindeutig, sondern nur bis auf beliebige Elemente von J bestimmt. 
Aber da J nach Voraussetzung in F™ mit n > 2 liegt, ist jedenfalls 
die der Determinante (7) entsprechende k-reihige Determinante = + 1. 
Bezeichnet man die kleinste, J und F“+” enthaltende Untergruppe von 
F mit H, so geht bei jeder Abbildung von F auf einen Teil von F, 
welche zu einem Automorphismus von G gehért, jedes Element von H 
wieder in ein solches iiber. Jeder Automorphismus von @ definiert 
folglich eine homomorphe Abbildung von H und somit auch eine solche 
von H/F®™+» auf sich. H/F™+» ist aber nun gerade der von den 
Linearformen A,(L{) aufgespannte Teilraum von F™/F"*”, d.h. des 
Raumes der Li. Dieser mu8 folglich bei einer Substitution der G zu- 
geordneten linearen Gruppe in sich iibergehen. 

Offenbar sagt Satz VII ,,im allgemeinen“ wirklich aus, daB die G 
zugeordnete lineare Gruppe nicht die volle Gruppe aller ganzzahligen 
Substitutionen der Determinante +1 ist. Dies laBt sich besonders 
deutlich fiir den Fall, da8 G nur eine definierende Relation besitzt, etwa 
so ausdriicken: 

Vila. Ist G eine Gruppe von k Erzeugenden mit einer definierenden 
Relation R(a,,...,@) = 1, und ist R, als Element der freien von 
a,, ..+, @, erzeugten Gruppe F betrachtet, in F™(n > 1) aber nicht in P+» 
gelegen, so ist das Folgende notwendige Bedingung dafiir, daB die G zu- 
geordnete lineare Gruppe die volle Gruppe 2» der ganzzahligen Substitutionen 
der Determinante +1 von k Variablen ist: Bei Darstellung von 2 im 
Raume der Tensoren Lf” n-ter Stufe mu der den Gliedern n-ter Dimension 
in der Entwicklung von R zugeordnete Tensor invariant sein. Nach all- 
gemeinen Sdtzen iiber die Darstellungen der linearen Gruppe ist dies 
héchstens dann méglich, wenn n ein Vielfaches von k ist; fiir k = 2 bzw. 
k = 3 lassen sich auBerdem durch direkte Rechnung noch die Bedingungen 
k + 4 bew. k => 6 ableiten. 

Zu beweisen ist hiervon, nachdem VII bewiesen ist, nur noch die 
Behauptung, daB n ein Vielfaches von k ist. Das folgt daraus, daf der 
Raum der Tensoren Lj” ein Teilraum desjenigen Darstellungsraumes det 
vollen Gruppe aller unimodularen (nicht notwendig ganzzahligen) Sub- 
stitutionen ist, den man erhalt, wenn man die urspriingliche Dar- 
stellung der vollen linearen Gruppe in & Variablen » mal mit sich 
selber multipliziert (vermittelst der Kroneckerschen Produkttransformation). 
In diesem Darstellungsraum treten aber nur dann Fixelemente auf, 
wenn n ein Vielfaches von k ist. Es ist leicht einzusehen, dab eine 
Invariante der Gruppe 2, der ganzzahligen Substitutionen zugleich eine 
solche der vollen linearen Gruppe sein muB, und damit ist Satz Vila 
bewiesen. 
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Es ist klar, da® das hier vorgefiihrte Verfahren auch dazu dienen 
kann, um notwendige Bedingungen fiir die Isomorphie zweier Gruppen 
abzuleiten. Im einfachsten Falle, wenn zwei Gruppen G, und G, mit nur 
einer definierenden Relation vorgelegt sind, miissen die linken Seiten der 
Relationen, als Elemente der zugehérigen freien Gruppen betrachtet, bei 
Entwicklung gemaB (3), §2 mit Gliedern der gleichen Dimension n be- 
ginnen, und die diesen Gliedern zugeordneten Tensoren n-ter Stufe miissen 
sich, falls n > 1 ist, durch eine Substitution mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten und der Determinante + 1 ineinander iiberfiihren lassen, bis auf 
einen Faktor + 1, da eine Form und ihr Negatives dasselbe System von 
ganzzahligen Vielfachen besitzen. 


§ 4. 
Beispiele. 

a) Fiir zwei Erzeugende a, 6 und n = 5 lassen sich als Basis fiir 
die 5-ten Differenzen die folgenden Ausdriicke wahlen (in denen 4 = st —ts 
gesetzt ist): 

8 A—3s8?48+3848 — As’, 

PA-—3@As+3t4s*— AP, 
t®A—2tsAt+tAs?—s*At+2sAst— Ast, 
s@A—2stAt+sA4@—#As+2tAts— Aés, 

sA*—2A484+ A*s = (s4 — As) A— A(s 4 — As), 
t4?—2AtA+A*t=(t4— ANA—A(tA—A?). 
Die beiden letzten werden unter sich transformiert, (sie entsprechen 
Kommutatoren von Elementen aus F‘ und F®), wenn man s und ¢ 
einer linearen Substitution unterwirft. Das gleiche gilt natiirlich in ent- 


sprechender Weise fiir die zugehérigen Formen. AuSer A tritt erst fiir 
n = 6 wieder eine Invariante auf, namlich 


(x4 — Aa) (y4 — Ay)—(yA— Ay) (2&4 — Az). 


b) Ein Automorphismus der Fundamentalgruppe G einer geschlossenen 
zweiseitigen Fliche vom Geschlecht p bestimmt im wesentlichen, d. h. 
abgesehen von inneren Automorphismen, eine Klasse von Abbildungen der 
Flache auf sich. Die der Automorphismengruppe zugeordnete lineare 
Gruppe besitzt gleichfalls eine Bedeutung; sie) ist die Gruppe der 


#2) Genauer: die in ihr enthaltene Untergruppe vom Index 2, bestehend aus 
den Substitutionen, die zu Automorphismen gehéren, deren zugeordnete Abbildungs- 
klassen solche mit Erhaltung der Orientierung der Flache sind. 
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Transformationen der Perioden der Abelschen Integrale erster Gattung, 
welche zu einer Riemannschen Flaiche vom Geschlecht p gehéren. Es 
ist nun wohlbekannt, da8 die Gruppe nicht die Gruppe aller ganzzahligen 
Substitutionen in 2p Variablen mit der Determinante + 1 ist, sondern 
eine Untergruppe derselben, bestehend aus denjenigen Substitutionen, die 
eine gewisse Bilinearform in sich iiberfiihren. Diese Tatsache laBt sich 
mit Hilfe des oben entwickelten Verfahrens etwa so ableiten: Es sei 
etwa p = 2; a,, a,, @,, @, seien die Erzeugenden, 


-8 a7% “2 st 
4,4, 4° a,a,a;' ay = 1 


sei die definierende Relation von G. Die linke Seite derselben besitzt, 
aufgefaBt als Element der von a,, a,, a,, @, erzeugten freien Gruppe, 
eine Entwicklung, deren Glieder bis zur zweiten Dimension einschlieBlich 
lauten: 


1 + 8, 8 — 88, + 8,8, —8,8,+..., 


wobei a; = 1+ 8; gesetzt ist; die zu den Gliedern zweiter Ordnung ge- 
hérige Bilinearform ist 


(1) @ (2) — a (1) & (2) () gg — g) » (2) 
a, a, %y a; + a, a, %, ass 


wobei den a, die Parameter a; (k = 1, 2, ...) zugeordnet sind, entsprechend 
dem im zweiten Teil von § 2 beschriebenen Verfahren. Alle Substitutionen 
der G zugeordneten linearen Gruppe miissen also nach VIla die Eigen- 
schaft haben, diese Bilinearform in ein Vielfaches von sich iiberzufiihren*’), 
wenn man die Substitution gleichzeitig auf a), «{?, a, «/) und a/?, 
a”), a{?), a?) anwendet. Da umgekehrt jede solche Substitution wirklich 
in der G zugeordneten linearen Gruppe auftritt, bedarf eines besonderen 
Beweises, der in der bekannten Weise zu erbringen ist '*). — Gewodhnlich 
wird das eben abgeleitete Resultat mit Hilfe von Schnittzahlen von 
Kurven auf der Flache bewiesen. 

c) Irgend zwei Gruppen G, und G, von k Erzeugenden a,, a,, ..., 
und mit den einzigen definierenden Relationen 


T,RT>'T,RT>'=1 baw. O,RO-'O, ROTO, ROD! =1 


kénnen nicht isomorph sein, wenn 7,, T,, O,, O,,0,, R beliebige Aus- 
driicke in den a; bedeuten, von denen jedoch R nicht schon als Element 


13) D. h., da die Transformationsdeterminante + 1 ist, in sich oder in ihr 
negatives. Letzteres bedeutet eine Umkehrung der Orientierung der Fliche. 

14) Siehe etwa H. Burkhardt, Math. Annalen 35 (1890), S. 209 ff. Clebsch- 
Gordan, Theorie der Abelschen Funktionen, Leipzig 1866, § 85. 








276 W. Magnus. 


der freien, von den a; erzeugten Gruppe F betrachtet, gleich Eins 
sein soll. 

Beweis. R liege in F™, Man darf » > 1 annehmen, da der Satz 
sonst trivial ist. Ist L™ die R zugeordnete Multilinearform, so miissen 
sich die Formen 2L™ und + 3L™ durch eine ganzzahlige Substitution 
der Determinante + 1 ineinander transformieren lassen. d sei der gréBte 
gemeinsame Teiler der (ganzzahligen!) Koeffizienten von L™. LieBe sich 
2L™ in + 3L™ transformieren, so miiBte dies auch modulo 2d méglich 
sein. Modulo 2d ist aber 2L° = 0, nicht aber + 3L™. 


§ 5. 
Uber ein Problem von H. Hopf. 

H. Hopf hat die Frage aufgeworfen"’), ob eine Gruppe mit endlich 
vielen Erzeugenden mit einer ihrer echten Faktorgruppen isomorph sein 
kann. Falls diese Frage zu verneinen ist, ware eine von der in hohem 
MaBe willkiirlichen Wahl der Erzeugenden unabhingige Eigenschaft (etwa 
im Sinne eines abgeschwichten ,,Teilerkettensatzes‘‘) der mit Hilfe von 
endlich vielen Erzeugenden definierbaren Gruppen gefunden, und diese 
Eigenschaft wiirde zugleich eine Rechtfertigung fiir die bevorzugte Stellung 
dieser Gruppen liefern. 

DaB eine endliche Gruppe oder eine Abelsche Gruppe mit endlicher 
Basis nicht mit einer ihrer echten Faktorgruppen isomorph sein kann, 
ist trivial. Merkwiirdigerweise enthilt das Problem aber schon fiir freie 
Gruppen Schwierigkeiten. Eine Lésung fiir diese ist implizit in einem 
Satz von F. Levi’) enthalten. Das in den Paragraphen 2, 3 entwickelte 
Verfahren liefert einen ebenfalls sehr einfachen Beweis des Satzes. 

VIII. Eine freie Gruppe von endlich vielen Erzeugenden ist mit keiner 
threr echten Faktorgruppen (einstufig) isomorph. 

Beweis. a; (i = 1, 2,..., k) seien freie Erzeugende der freien 
Gruppe F. Eine beliebige Faktorgruppe G von F erhilt man durch 
Hinzufiigung endlich oder unendlich vieler Relationen 


R,(@,,-..--,;@) =1 (¢ = 1,2,...), 


wobei die R, vom Einheitselement von F verschiedene Elemente bedeuten 
mégen, da andernfalls G keine echte Faktorgruppe von F zu sein brauchte. 
Wenn F und G isomorph waren, miiBte fiir jedesn PO/FO+) ~Gr/Ge+v 
sein, wobei G™ wie zu Beginn von § 3 definiert ist. m werde nun so 
gewihlt, daB alle Ausdriicke R, zwar in F™, aber nicht alle in F™+" liegen. 


%) Nach einer Mitteilung von Herrn B. Neumann. 
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Das mu8 nach dem am SchluB von § 2 Gesagten méglich sein. Setzt man wie 
in §3 G = FjJ, so ist also der Durchschnitt von F™ und J nicht ganz 
in F™*» enthalten. Nach der Definition von G™ ist G™/G+», folglich 
echte Faktorgruppe von F(”/F™+", und da diese eine Abelsche Gruppe 
mit endlicher Basis ist, ist Satz VIII bewiesen. 


§ 6. 
Bemerkungen iiber Gruppen von Primzahlpotenzordnung. 

W. Burnside*) hat gezeigt: Eine endliche Gruppe G ist dann und 
nur dann direktes Produkt von Gruppen von Primzahlpotenzordnung, 
wenn die Reihe der in §1 definierten Gruppen G, mit dem Einheits- 
element abbricht. Infolge der engen Verwandtschaft (wahrscheinlich: 
der Identitaét) der Gruppen G, mit den zu Beginn von § 3 definierten 
Gruppen G” wird man vermuten, daB der Satz gilt: 


IX. Eine endliche Gruppe G ist dann und nur dann direktes Produkt 
von Gruppen von Primzahlpotenzordnung, wenn die Reihe der Gruppen G 
mit dem Einheitselement abbricht. 

Nach Satz III ist G, in G™ enthalten. Es ist also nur noch zu 
zeigen, daS fiir Gruppen von Primzahlpotenzordnung die Reihe der G™ 
mit dem Einheitselement schlieBt. Dazu geniigt es zu zeigen, dab G 
Faktorgruppe einer anderen Gruppe G ist, welche diese Eigenschaft besitzt. 
Nun 1a8t sich nachweisen™), da8 G Faktorgruppe einer Gruppe G ist, 
welche eine Darstellung durch endliche Matrizen mit ganzzahligen Ko- 
effizienten gestattet, derart, daS unter der Hauptdiagonale in diesen 
Matrizen nur Nullen und in der Hauptdiagonale nur Einsen stehen. Man 
nehme ¢in System z,, 2, ..., 2 von endlich vielen Erzeugenden) vonG; 
die zugeordneten Matrizen von n Reihen seien 1 + X,, 1 + X,,..., 1+ X;, 
wobei 1 die Einheitsmatrix bedeutet. Dann wird, falls die X; n-reihige 
Matrizen sind, 


(14 Xj =1- Xi... H(— IPI, 

und jedes Produkt aus n gleichen oder verschiedenen Faktoren X; wird 
gleich Null. Damit ist den Erzeugenden z;, ihren Reziproken und all- 
gemein den Elementen von G eine Entwicklung zugeordnet, wie man 
sie aus der Entwicklung nach Art von (1), (3), §2 durch Fortlassen 
der Glieder n-ter und hoherer Dimension erhialt. Ist F die freie 
Gruppe von k Erzeugenden, so ist also jedem Element von F/F™ ein- 


16) Siehe Magnus, Uber n-dimensionale Gittertransformationen“, Acta Mathe- 
matica 64 (1934), S. 364. , 
17) DaB ein solches stets existiert, ist leicht einzusehen. Siehe 1. c. 1°). 
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deutig (natiirlich im allgemeinen nicht umkehrbar eindeutig) ein Element 
von G zugeordnet. @ ist also Faktorgruppe von F/F™, und damit auch G. — 
Es ist anzumerken, da8 dabei » im allgemeinen nicht die kleinste Zahl 
ist, fiir die G) = 1 ist, aber das ist unwesentlich. 

Es lassen sich nun in sehr einfacher Weise eine Reihe von Sitzen 
ableiten, die man aus den von P. Hall‘) fiir Gruppen von Primzahl- 
potenzordnung bewiesenen Sitzen erhalt, indem man in denselben statt 
der Gruppen G, der ,,lower central series“ die Gruppen G einsetzt. 
Das gilt insbesondere von den Theoremen 2. 54, 2.55, 4.1 von Hall. Die 
Beweise beruhen auf den leicht nachzuweisenden Tatsachen, daB erstens 
(in der Bezeichnungsweise von § 2) die Dimension des Kommutators zweier 
Elemente mindestens gleich der Summe der Dimensionen der Elemente 
ist, und daB8 zweitens ein Element der Dimension d, wenn man in ihm 
die Erzeugenden durch Elemente der Dimension d’ ersetzt, in ein Element 
von einer Dimension > dd’ iibergeht. 

Zum SchluB mége noch mit Hilfe des in § 2 entwickelten Verfahrens 
gezeigt werden (vgl. die Einleitung): 

X. Zu jeder ganzen Zahl N gibt es eine Gruppe, deren Ordnung eine 
Potenz von 3 ist, deren N-te Ableitung nicht das Einheitselement ist, und 
fiir die die Faktorgruppe der Kommutatorgruppe die Abelsche Gruppe vom 
Typ (3, 3, 3) ist. 

Dabei ist unter der ersten Ableitung einer Gruppe wie iiblich ihre 
Kommutatorgruppe, und unter der k-ten Ableitung allgemein die Kom- 
mutatorgruppe der (k — 1)-ten zu verstehen. Es soll nun eine Gruppe 
der in X genannten Art folgendermaSen konstruierdb werden. Man gehe 
aus von der freien Gruppe F von drei Erzeugenden a, 6, c. Diesen ordne 
man wie zu Beginn von § 2 Elemente 1 +r, 1 + s, 1+¢ aus einem von 
l,r,s,¢ erzeugten assoziativen Ringe R zu. Sodann nehme man die 
Elemente von R modulo dem kleinsten zweiseitigen Ideal 3, das alle 
Produkte aus r,s,t von héherer als der 2*-ten Dimension, die Zahl 3 
und die Elemente r’, s*,  enthalt. Der Restklassenring R* nach diesem 
Ideal enthalt ersichtlich nur endlich viele Elemente. Jedem Element 
von F ist eindeutig ein Element + 0 von R* zugeordnet, und die ver- 
schiedenen unter diesen bilden bei Multiplikation mithin eine endliche 
Faktorgruppe G von F. Es soll gezeigt werden, daB G die Forderungen 
von Satz X erfiillt. Zuniichst ist die Ordnung von G eine Potenz von 3. 
Denn spitestens die 3@*+-te Potenz von einem beliebigen Element 
aus ®, das die Form ,,1] + Glieder héherer Dimension“ besitzt, ist in 3 
enthalten. Fernerhin ist den dritten Potenzen von a,b,c (aber keiner 
niedrigeren Potenz) das Einheitselement von ®* zugeordnet, so daB der 
Index der Kommutatorgruppe héchstens 27 sein kann. Nimmt man 
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zu 3 alle Elemente von R von héherer als der ersten Dimension hinzu, 
so wird in dem zugehérigen Restklassenring von R jedem Element 
von @ ein Element der Form 1+ar+fs+ yt mit «, 8,y =0,1,2 
zugeordnet, so daB G also eine Abelsche Faktorgruppe vom Typ (3, 3, 3) 
besitzt. Es bieibt also nur noch zu zeigen, daB die N-te Ableitung D* (G) 
nicht nur aus dem Einheitselement besteht. Das wird gezeigt, indem 
direkt Elemente von G konstruiert werden, die in D* (G) liegen miissen 
und ungleich 1 sind. Dazu fiihre man die folgenden Bezeichnungen ein: 


aba—'b-! = ¢,, aca~'c~! = b,, beb—'c—'' = a, 
und allgemein 


a, 5a; *b;* = C41, a;c;a; 'c; * = ba. bje,b; ‘cj = Aj4+1 
fir ¢ = 1, 2,.... 

Es ist klar, daB ay, by,cy in D*(@) liegen. Weiterhin ist klar, 
daB den a;, 6;, ¢; Entwicklungen in R* zugeordnet sind, die mit Gliedern 
der Dimension 2‘ beginnen, und zwar gilt rekursiv: Beginnt (abgesehen 
vom Einheitselement) die Entwicklung von a;, 6;, c; mit den Gliedern 
r;, 8, t; der 2/-ten Dimension, so beginnen die Entwicklungen von a; , ,, 
bi 41, C+, mit den Gliedern 


Tay = Sty — 8;, 84. = Hb — OT, Ge = 178; — 87%. 


Es ist nun zu beweisen, da8 fiir i< N samtliche 7,, s;, t; von Null 
verschiedene Elemente von * sind. Dazu geniigt es zu zeigen, daB 
die r;, s;, t; Summen von verschiedenen Potenzprodukten von r, s, ¢ sind, 
derart, daB in keinem Potenzprodukt ein Faktor r’*, s* oder ¢® enthalten 
ist, und keiner der Koeffizienten der Potenzprodukte durch drei teilbar ist. 

Zunachst ist klar, daB irgendein aus den sechs Ausdriicken st, ts, 
rt, tr, rs, sr gebildetes Potenzprodukt niemals einen Faktor r*, s° oder ¢° 
enthalten kann. Weiterhin ist klar: Sind P,, P,,..., P, irgend h ver- 
schiedene *) Potenzprodukte aus r, s, ¢ von derselben Dimension, so sind 
auch die (hk — 1) h Potenzprodukte P;P, mit 1 +k voneinander ver- 
schieden"*). Denn aus P;P, = P,P,, folgt P;= P, und P, = P,,. 
Daraus folgt erstens, daB in den r;, s;, t; keine Potenzprodukte auftreten, 
die einen Faktor 7’, s*, ¢ enthalten, da die in 17;, s;, t; auftretenden 
Potenzprodukte zugleich solche in st, ts, ... sind. Weiterhin folgt: r,, 
s;, t; sind Summen von je 2“—» Potenzprodukten der Dimension 2’ in 
r, 8, t, wobei als Koeffizienten dieser Potenzprodukte nur die Zahlen + 1 
auftreten und die in 1; (bzw. s; oder ¢,) auftretenden Potenzprodukte 


18) Gemeint ist: formal verschiedene, das heiBt solche, die in R voneinander 
verschieden sind. 
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sowohl untereinander als auch von den in s; und ¢,; (bzw. 7; und ¢; oder 
r, und s;) auftretenden Potenzprodukten verschieden sind. Denn fiir i = 1 
ist diese Behauptung richtig; ist sie fiir irgendein «> 1 bewiesen, und 
ist also 

g(2?—1) 2(2'—1) g(2!—1) 


n= Titik, «= J +, i= 2 + T,, 
=1 


k=1 k=1 
wobei R,, S,, 7; verschiedene Potenzprodukte der 2‘-ten Dimension sind, 
so wird zum Beispiel 


2(2f—») 


Tita = 2 + (S, T, — T,S,), 


_l=1 
und hieraus erhellt die Giiltigkeit des Satzes auch fir i+ 1. Damit ist 
nachgewiesen, da8 fiir i= N die r;, 3;, t; in R* nicht gleich Null sind, 
und folglich enthailt die N-te Ableitung von G Elemente, die vom Ein- 
heitselement verschieden sind. 


(Eingegangen am 23. 10. 1934.) 
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Ein neues Kriterium der Einfachheit 
einer endlichen Gruppe. 


Von 
W. K. Turkin in Moskau. 


In vorliegender Arbeit beweist der Verfasser das folgende 


Theorem I: Set B eine Gruppe der Ordnung n und sei I" eine Unter- 
gruppe der Ordnung g. Sei n= gm (g und m seien teilerfremd). Sei P 
die Kommutatorgruppe von I’. Ist in I’, aber nicht in P ein Element A 
enthalten, fiir welches aus jeder Gleichung vom Typus 


T-1A'T =G 
(T ist ein Element von B, und G ein Element von I") eine Gleichung vom 
T'ypus 

X-* AX =G 
(X ist ein Element von I’) folgt, so hat B einen Normalteiler, dessen 
Ordnung durch m teilbar ist. 


Sei 
r= P+PU,+PU,+.:..+P0; 


(g = kr; r ist die Ordnung von P). Bezeichnen wir das System PU, 


mit S; Die Systeme S, bilden eine abelsche Gruppe VY (die Faktor- 
r 
gruppe 5): 

Bezeichnen wir weiter mit eine Gruppe, die mit Y eineindeutig 
isomorph ist; das Element von Y, welches bei diesem Isomorphismus 
dem Element S; von ¥ entspricht, bezeichnen wir mit S,. 

Wir betrachten im folgenden formale Produkte S,P B, wo 8S, ein 
Element von ¥ und B ein Element von B ist. Zwei solche Produkte 
sollen nur dann einander gleich genannt werden, wenn in ihnen der- 
selbe Faktor S,;, multipliziert mit demselben System von Elementen von 
B, vorkommt. Aus diesen Produkten bilden wir formale Summen, deren 
Glieder lauter verschiedene Faktoren S, enthalten. Zwei solche Summen 
sollen gleich heiBen, wenn ihre Glieder bis auf die Reihenfolge iiberein- 
stimmen. Die Summen werden mit einem Element A aus B multi- 
pliziert, indem ihre einzelnen Glieder von rechts mit A multipliziert 
werden. 

Mathematische Annalen. 111. 19 
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Ein solcher formaler Ausdruck ist: 
Q =8-'PS8,+ 8>'PS,+...+8;7' PS. 
Sei C ein beliebiges Element von I’. Augenscheinlich ist: 
C= RU, 
(R ist ein Element von P). Dann haben wir: 


- - 
QC = 5 5;'PS,RU, = 5 5;'P PU; RU, 
j=1 j=1 


ae — - a 
= 5 5;'PS,S,=5, ¥ 5;'5;'PS,S,. 
j=l 


So bekommen wir: ge 
QRU, = 8,Q. 
Ist C in P enthalten, so ist 
QC0=Q. 


Sei 
B= F+FB,4+IB,+...+0Bp. 


Jeder der Ausdriicke 
2, QB,, QB,,...,.Q2B, 


geht bei der Multiplikation (von rechts) mit einem beliebigen Element 
der Gruppe B in sick selbst oder in einen anderen iiber (mit einem 
Faktor von links, der einem Element von ¥ gleich ist). Auf solche 
Weise bekommen wir eine Darstellung der Gruppe B durch eine Gruppe 
monomialer Matrizen, d.b. Matrizen, bei welchen in jeder Horizontal- 
und jeder Vertikalreihe nur ein Element von 0 verschieden ist. Die 
von © verschiedenen Elemente dieser Matrizen sind Elemente von ¥. 
Unter der Determinante einer solchen monomialen Matrix verstehen wir das 
Produkt aller von Null verschiedenen Matrixelemente. Da die Gruppe ¥ 
abelsch ist, mu8 die Determinante des Produktes zweier Matrizen gleich 
dem Produkte ihrer Determinanten sein. Ist die Determinante der 
Matrix, die einem Element von B entspricht, nicht gleich 1, so hat die 
Gruppe B einen Normalteiler, der aus allen Elementen besteht, denen 
Matrizen mit Determinanten, die gleich 1 sind, entsprechen. Dieser 
Normalteiler wird alle Elemente von B enthalten, deren Ordnung zu g 
teilerfremd ist. 


Wir wollen jetzt das Theorem I beweisen. Sei A ein Element mit 
den vorhin erwahnten Eigenschaften. Sei 


QB, QB",...,Q2 B® 
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eine Reihe von Ausdriicken QB,, die bei der Multiplikation (von rechts) 
mit A zyklisch ineinander iibergehen (mit einem Faktor von links, 
der einem Element von ¥ gleich ist). Augenscheinlich ist 


BA = C' B" 
(C’ ist ein Element von I’). Deshalb bekommen wir: 
BAB’ =C =F, 
(R’ ist ein Element von P). Ahnlicherweise: 
BY AB’’— = R'U,, 


eae &. |e 6S ve ‘es 


Bw AB = RYU, . 
Durch Multiplikation dieser Gleichungen bekommen wir: 
B A* B’-? = RU,, U,,..- Ui, 


(R ist ein Element von P). Nach den Voraussetzungen des Theorems I 
bekommen wir: 


X-1A*X = RU, U,,... U; 
(X ist ein Element von J’). Dann haben wir: 
PA" = PU,, U;, ... U;,. 


Schreiben wir solche Gleichungen fiir alle analogen (ein- oder mehr- 


gliedrigen) Reihen der Ausdriicke 2B,. Durch Multiplikation dieser Glei- 
chungen bekommen wir: 


PA*trt-.-+* = PU, U,,... Uy, U;,... U;,.. 
Augenscheinlich ist 


“ 


5 ee 


na 


Btet... +z =m; 
deshalb ist A*+*+---+* nicht in P enthalten (g und m sind teilerfremd). 
Wir finden so, da8 auch das Element 
U;,, Uy, ... Uy, Uj, -.. U; U,, --- Un, 


nicht in P enthalten ist. Deshalb ist aber die Determinante der Matrix, 
die dem Element A entspricht, von 1 verschieden, da diese Determi- 
nante gleich 


ee 
¥ 


ee Ss ae ee 


ist. So ist das Theorem I bewiesen. 


_ 


1 nm 


Aus Theorem I folgt das 


Theorem II: Set B eine Gruppe der Ordnung p*m (p ist eine 
Primzahl; m ist nicht durch p teilbar). Die Sylowsche Untergruppe I’ der 
Ordnung p* von B sei abelsch. Gibt es in I’ ein Element, das auch im 

19* 
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Zentrum des Normalisators von I enthalten ist, so hat B einen Normal- 
teiler, dessen Ordnung durch m teilbar ist. 

Sei A ein Element von den hier erwaihnten Eigenschaften. A ist im 
Zentrum des Normalisators von J" enthalten; deshalb ist A mit keinem 
Element von J” auBer sich selbst konjugiert (zwei invariante Elemente 
von J’, die in B konjugiert sind, sind auch in dem Normalisator von J" 
konjugiert). So ist das Theorem II bewiesen. 

Als einen Sonderfall des Theorems II bekommen wir das bekannte 
Theorem ven Burnside‘): 

Ist die Sylowsche Untergruppe der Ordnung p* einer Gruppe der Ord- 
nung p*m im Zentrum ihres Normalisators enthalten, so hat diese Gruppe 
einen Normalteiler von der Ordnung m. 


1) ,,Theory of groups of finite order‘, 2x4 ed., Cambridge (1911), p. 327. 


(Eingegangen am 5. 1. 1935.) 
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Uber die Einfiihrung der idealen Elemente in die 
ebene Geometrie mit Hilfe des Satzes vom 
volistindigen Vierseit. 


Von 


L. J. Smid in Warffum (Niederlande). 





1. Das folgende soll eine Erginzung zu einer Arbeit von Frl. R. Mou- 
fang’) darstellen. Es wurde dort bewiesen, daB nach der Erginzung der 
Ebene mit idealen Elementen in der angegebenen Weise die sogenannten 
,»idealen Verkniipfungssitze gelten, aber nicht, daf auch der Satz vom 
vollstiindigen Vierseit dann allgemein gilt. Dieser Satz ist aber doch von 
Interesse, z. B. wenn man nach der Einfiihrung der idealen Elemente 
,,Koordinaten“ einfiihren will*). Im folgenden geben wit den Beweis des 
Satzes. In 2—4 beweisen wir dazu den folgenden 

Hilfssatz: Wenn in der vollstindigen Ebene (§ 3,1) eine beliebige 
endliche Anzahl Punkte gegeben sind, so gibt es immer eine Kollineation, 
welche diese Punkte alle in Punkte mit Index 4 transformiert. 

Daraus folgt ja unmittelbar, da8® jeder Schnittpunktsatz, der gilt, 
wenn alle Punkte den Index 4 haben, auch allgemein gilt; das ist dann 
mit dem Satz vom vollstindigen Vierseit der Fall. 

2. Zuerst bemerken wir, daB die ,,kollineare Spiegelung“ in § 2,1 
zwar nur definiert ist fiir den Fall, daB P, zwischen O und P liegt, dab 
man aber die Transformation erweitern kann, indem man diese Be- 
schrinkung aufhebt, und nur voraussetzt, daB P, und P’ real sind. 
Auch dann werden Punkte einer Geraden in Punkte einer Geraden trans- 
formiert *). 

Es seien nun O B und OA’ A zwei verschiedene reale Strecken (A und A’ 


auf derselben Seite der Geraden OB) (Fig.1). Es sei P ein Punkt 


1) R. Moufang, ,,Die Einfiihrung der idealen Elemente in die ebene Geometrie 
mit Hilfe des Satzes vom vollstandigen Vierseit‘*, Math. Annalen 105 (1931), 
8S. 759—778. Die Paragraphennummern beziehen sich auf diese Arbeit. 

*) Fir die Einfihrung einer ,,Streckenrechnung“ in der vollstandigen Ebene 
auf Grund des Satzes vom vollstandigen Vierseit vgl. R. Moufang, Math. Annalen 
106 (1932), S. 755—795. Die ,,Koordinaten“ bilden dann einen Alternativkérper. 

3) Im folgenden brauchen wir nur den Fall, wo P und P, auf derselben Seite 
von O liegen. 
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im Inneren des Dreiecks OA B, P, der Schnittpunkt von AP und OB, 
P’ der Schnittpunkt von A’ P, und OP, so nennen wir die Transforma- 
tion, welche P in P’ transformiert, eine Schiebung (0,0B,A-+A’). Es 
seien so P’,Q,R' die transformierten von P,Q,R. Man kann eine 
Gerade a, welche die Strecken 0 A’A und OB schneidet, so wahlen, daB 
durch die kollineare Spiegelung mit Zentrum O und Achse a die Punkte 
A, P,Q, R, P,,Q,,R, in reale Punkte A*, P*,Q*, R*, P,Qt, RY trans- 
formiert werden (man wible z. B. a so, daB O auf der einen Seite, 
A, P,,Q,, R, auf der anderen Seite liegen). Es sei S der Schnittpunkt von 
a und OB, T der Punkt, fiir den {OT A*4A’} ein harmonisches Quadrupel 
ist, so wird durch die Spiegelung mit Zentrum O und Achse ST, A” in 
A’, P¥ in P,, also A* Pf in A’P,, also P* in P transformiert, ebenso 
Q* in Q’, R* in R’. Die Punkte P,Q,R werden also durch zwei kolli- 
neare Spiegelungen in P’,Q’,R’ transformiert. Wenn P,Q, R auf einer 








Fig. 1. Fig. 2. 


Geraden liegen, so liegen also auch P’,Q’, R’ auf einer Geraden, und um- 
gekehrt. Die Transformation ist also eine Kollineation‘). Sie liBt sich 
in einfacher Weise so erweitern, daB sie auch fiir den Rand des Drei- 
ecks OAB gilt. 

3. Wir wenden uns jetzt der Geometrie von §3 zu, und erhalten 
die folgende Definition einer ,,allgemeinen Schiebung mit Zentrum III 
und Achse III II: 

Es sei H ein Punkt auf der Strecke III I (Fig. 2). 

Ein Punkt mit Index 4 oder 2 wird durch die Schiebung 7 = (III, 
III Il, 1-H) transformiert und behalt denselben Index. 

Ein Punkt mit Index 3 oder 1 im Dreieck III II H wird durch die 
inverse Schiebung 7T—' transformiert und behilt denselben Index. 


*) In dieser Weise kénnte man den ,,kleinen Desarguesschen Satz‘‘ beweisen. 
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Ein Punkt mit Index 3 oder 1 im Dreieck I II H wird durch die 
kollineare Spiegelung S mit Zentrum III, welche die Geraden I II und 
H II verwechselt, transformiert und erhalt bzw. den Index 4 oder 2. 

Fiir die Punkte der Grenzen der Gebiete macht es offenbar keinen 
Unterschied, mit welchem Gebiet man sie transformiert. 

Jetzt beweisen wir, daB diese ,,allgemeine Schiebung“ eine Kolline- 
ation ist, d.h. daB ein zu I II III reziprokes Dreieck ABC (das auch 
in ein Zweieck ausarten kann) mit einer ,,gestatteten“’ Numerierung 
(§ 3, 1b) wieder in ein ebensolches Dreieck (oder Zweieck) transformiert 
wird, und umgekehrt. 

Fiir die besonderen Fille, daB die gegebene Gerade durch ein Zwei- 
eck mit einer Ecke in III, II oder I dargestellt wird, und fiir den Fall, 
da8 g, und g, in H zusammenstoBen, ist der Beweis ganz einfach. In 












/ 
! 
1 

a 


= 
C 





= 


jedem anderen Fall schneidet H II entweder g, oder g, in einem Punkt K, 
welcher in einen Punkt C* von I II transformiert wird. A wird in sich 
selber transformiert, B in einen Punkt B’ von I III, C in einen Punkt 
L von H Il. Die Gerade g wird von A, B,C, K in vier Strecken geteilt, 
welche offenbar transformiert werden in vier Strecken, welche in A, B’, 
L,C™ zusammenstoBen. Wir beweisen nun, daB die transformierten 
Strecken, welche in B zusammenstoBen, zusammen eine Strecke bilden. 

In C stoBen entweder g, und g, (wie in Fig. 3), oder g, und g, 
zusammen. Es sei P ein Punkt von g, (bzw. g,) und Q ein Punkt von 
9, (bzw. g,), beide im inneren des Dreiecks III H. PC wird dann durch 
die Spiegelung S in eine Strecke P’L transformiert, CQ wird durch T 
in LQ’ transformiert. Die Transformation T fiir CQ laBt sich (vgl. oben 
unter 2.) zusammensetzen aus der Spiegelung S und der Spiegelung S 
mit Zentrum III und Achse H II. Die erstere transformiert CQ in LQ”. 
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Weil ABC zu I II III reziprok ist, bilden die Geradenpaare C III, I II 
und CP, CQ ein harmonisches Quadrupel. Daraus beweist man leicht, 
daB sie durch S wieder in ein harmonisches Quadrupel transformiert 
werden, das von LIII, HII und LP’, LQ* gebildet wird. Durch die 
Spiegelung S wird LQ* also in die Verlingerung von P’L transformiert. 
LQ ist also die Verlingerung von P’L. Die transformierte Figur der 
vier Strecken bildet also das Dreieck A B’C™. 

Aus der harmonischen Lage von CIII, I II und CA, CB haben wir 
bewiesen, daB die Strecken bei ZL derselben Geraden angehéren. In der- 
selben Weise kann man aus der Tatsache, daS die Strecken bei K der- 
selben Geraden angehéren, umgekehrt beweisen, daB C* III, I II, und C*A, 
C™ B’ harmonische Lage haben, und daraus folgt, daB A B’C* zu III Il 
reziprok ist®)*), und daher eine Gerade darstellt, denn man verifiziert 
unmittelbar, daB die Numerierung auch eine ,,gestattete“ ist. Eine Ge- 
rade wird also in eine Gerade transformiert, und umgekehrt ist jede 
Gerade die transformierte einer Geraden (was man z. B. indirekt beweist). 

4, Es sei nun eine endliche Anzahl Punkte gegeben. Durch eine 
,allgemeine Sckiebung mit Zentrum I und Achse I ITI kann man er- 
reichen, da8 kein transformierter Punkt (au8er vielleicht ein Punkt in III) 
auf der Geraden III II liegt, und durch eine zweite Schiebung, mit Zen- 
trum I, aber Achse I II, kann man erreichen, da8 auch kein Punkt in 
III liegt. Eine allgemeine Schiebung (III, III Il, 1-H), wobei H so 
auf I III liegt, daB alle Punkte mit Index 1 oder 3 im Dreieck I II H 
(oder auf dem Rand) liegen, transformiert dann alle Punkte in Punkte 
mit Index 2 oder 4, und eine letzte allgemeine Schiebung (II, III II, 
IJ), wobei J so auf I II liegt, da8 alle Punkte mit Index 2 im Drei- 
eck I III J liegen, transformiert alle Punkte dann in Punkte mit In- 
dex 4. 

Damit ist der in 1. genannte Hilfssatz bewiesen. 


5) Man kénnte den letzten Teil des Beweises auch so geben, daB man beweist, 
daB B'Il, I Ill und B’ A, B’C™* harmonische Lage haben. 

®) Die Beweise der benutzten Satze: Wenn ABC zu I II III reziprok ist, so 
haben C Ill, I Il und CA, CB harmonische Lage, und umgekehrt, sind in § 3, 
2 B) enthalten. 


(Eingegangen am 5. 1. 1935.) 




















Bemerkung zur Inhaltstheorie. 
Von 


Felix Behrend in Cambridge (England). 





Sei M eine beschrinkte Punktmenge der Ebene. Unter M, verstehe 
man die Menge aller Punkte, die von I um weniger als ¢ entfernt sind. 
Es gilt der 

Satz I. Die Menge M, hat einen bestimmten (Jordanschen) Inhalt’). 


Im folgenden will ich fiir diesen Satz einen einfachen Beweis geben *). 
Der Beweis la8t sich ganz ebenso auch fiir Punktmengen im m-dimen- 
sionalen Raum §&,, fiihren. Mit der gleichen Methode kann man das 
folgende etwas allgemeinere Resultat gewinnen: 


Satz II. Jede beschriinkte Menge des R,,, die sich als Vereinigungs- 
menge von konvexen Mengen & darstellen lapt, deren jede eine m-dimensionale 
Kugel mit dem festen Radius ¢ enthilt, hat einen bestimmten Inhalt*). 

Als Spezialfall enthalt dieser Satz den Fall eines einzigen konvexen 
Bereichs (mit inneren Punkten) im &,,, so da8 fiir die Existenz des 
Inhalts eines konvexen Bereichs ein einfacher Beweis mitgeliefert wird, 
der — wie sich zeigen wird — von nichts anderem als der Definition 
der Konvexitiét Gebrauch macht, insbesondere Begriffe wie ,,Distanz- 


1) Zur Theorie des Jordanschen Inhaltsbegriffes vgl. z. B. Erhard Schmidt, 
Darstellung der Lehre vom Inhalt in der Integralrechnung, Math. Zeitschr. 12 
(1922), S.298—316. Die Menge M, spielt eine wichtige Rolle bei der bekannten 
Minkowskischen Definition der Bogenlange und der Oberflache krummer Flachenstiicke 
L.,Uber die Beg~ffe Lange, Oberflache und Volumen“, Jahresber. D.M. V. % (1901), 
8. 115—121; Ges. Abh. II, 8S. 122—130]; Minkowski 148t aber dahingestellt, ob fir 
jedes M M, einen bestimmten Inhalt besitzt. Die an Minkowski anschlieBenden 
Arbeiten [W. Gross, Die Minimaleigenschaft. der Kugel, Wiener Monatsh. 28 (1917), 
8. 77—97, Uber das lineare Ma8 von Punktmengen, und Uber das FlachenmaB von 
Punktmengen, ebenda 29 (1918), S. 177—193 bzw. S. 145—176; J. Favard, La lon- 
gueur et l’aire d’aprés Minkowski, Bulletin de la société mathématique de France 61 
(1933), S.63—84; Estermann, Uber Carathéodorys und Minkowskis Verallgemeinerungen 
des Langenbegriffs, Abh. Math. Sem. Hamburg 4 (1926), S. 73—116] vermeiden diese 
Frage, indem sie sofort das Lebesguesche MaB verwenden. Auch Erhard Schmidt 
benutzt a. a. 0. die Menge M,, ohne davon Gebrauch zu machen, da sie einen 
bestimmten Inhalt besitzt. 

%) Herr Carathéodory teilte mir mit, daB er einen — bisher unveréffentlichten — 
komplizierteren Beweis fir die weitergehende Tatsache besitzt, daB der Rand 
von M, ein endliches lineares MaB besitzt. 

8) Auch solche Mengen werden bei Minkowski a. a. O. betrachtet. 
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funktion“, ,,Stiitzebene“ oder ,,approximierende Polyeder“ nicht ver- 
wendet *). 

Zum_ Beweis von I iiberdecke man WW, mit einem Quadratnetz. Die 
Seitenlinge der Quadrate sei a, es werde von vornherein a < vs gewahlt. 


Ist n die Anzahl der Quadrate, welche nur Punkte von M, enthalten, 
N die Anzahl der Quadrate, welche mindestens einen Punkt von M, ent- 


halten, so ist na <1(M) <7(M) < Na’, 
wo I, I den inneren und duBeren (Jordanschen) Inhalt bedeuten. Setzt 
man N—n-=r (r ist die Anzahi der ,,Randquadrate“), so ist 

I(M.) — 1(M.) S ra’. 
Man verfeinere jetzt das Quadratnetz, indem man jedes Quadrat in 25 Teil- 
quadrate der Seitenlinge a/5 einteilt. Man betrachte eines der urspriing- 
lichen Randquadrate Q. Ich behaupte: Nicht jedes seiner 25 Teilquadrate 





kann Randquadrat sein. Entweder das mittlere Quadrat ist kein Rand- 
quadrat. Oder aber es enthilt einen Punkt M, von &,. Es gibt dann 
einen Punkt M von M, dessen Entfernung von M,: MM, < « ist, und 
der auBerhalb von Q liegt (weil andernfalls wegen e > a V2 ganz Q im 
Kreis mit « um M lage, also zu Mt, gehérte, also kein Randquadrat wire). 
M M, schneidet den Rand von Q in R. Das kleine Quadrat q, zu dem R 
gehért (eventuell gibt es zwei solche q), liegt dann ganz in M,, ist also 
kein Randquadrat. Denn ist Q ein Punkt von q, so ist 


() RQ <¥a, 

(2) RM, >= 4, 

(3) MR <e —a, 

(4) MQ <e—204 Pace. 


*) Zu anderen Beweisen fiir die Existenz des Inhalts eines konvexen Bereichs 
vgl. z. B. Minkowski, Theorie der konvexen Kérper, insbesondere Begriindung ihres 
Oberflachenbegriffs, Ges. Abh. II, S.131—229, §7; Blaschke, Kreis und Kuigel, 
Leipzig 1916, §17, III; Bonnesen-Fenchel, Konvexe Kérper, Ergebn. d. Math. 3, 
Heft 1, 8. 37- 38. 
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Die Anzahl der Randquadrate der verfeinerten Einteilung ist also 
héchstens 247; also wird 


T(M,) — 1M) < Fate. 
Indem man die Unterteilungen wiederholt, erhilt man 


(5) T(M) — 1(D) < (HJ a*r 
fiir jedes positive ganze k, also 
(6) I (M.) — 1 (M.) = 0, 


womit I bewiesen ist. 
Im &,, verfahre man entsprechend; man teile nur jeden m-dimen- 
sionalen Wiirfe] des iiberdeckenden Netzes in u” Teile ein, wo etwa u die 


erste ungerade Zahl > 2 ¥m + 1 ist. An die Stelle der Ungleichungen (1), 
(2), (3), (4), (5) treten dann 














(1') RQ s Vn ~, 

(2’) RM, >“>"<, 

(3') MR <e—“>*, 

(4’) MQ <e-—— —- m\) <<, 
(5 T(,) — (0) < (“SY ram 


fiir alle k, woraus wieder (6) folgt. 
Der Beweis von II erfordert nur eine kleine Abaaderung der letzten 
SchluBweise. Man iiberdecke die Menge wie eben mit einem Netz 


m-dimensionaler Wiirfel; die Seitenlinge a sei kleiner als Tm Man be- 
trachte einen Randwiirfel Q. Man teile ihn in w™ Teilwiirfel, wo etwa 
wieder u ungerade gewihlt werde. Ich behaupte wieder: Mindestens einer 
der u™ Teilwiirfel ist nicht Randwiirfel, wenn nur u gréBer gewahit wird 
als eine gleich anzugebende feste Schranke. Entweder nimlich der Wiirfel 
in der Mitte ist kein Randwiirfel. Oder aber es gibt in ihm einen 
Punkt M, der Menge. Da M, einer der konvexen Mengen & angehért, 
gibt es M in & derart, daB der Kreis mit e um M der Menge & ange- 
hért. M liegt wie friiher auBerhalb O. Wegen der Konvexitit von & 


gehért daher um den (wie friiher definierten) Punkt R ein Kreis mit 


dem Radius = -e zu KX. Nun ist MM, beschrinkt < C, ferner 











RM, >*>*~<, 
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also ‘ 
RM u—lae 
‘iu,= 2 «et 
Wahlt man daher 
u—l CT 


so wird 


RM, a 
+ — — ym, 
wu,” * Y 


d. h. der kleine Wiirfel q, in dem R liegt, gehért ganz zu &, ist also 
nicht Randwiirfel. Hieraus folgt (5’) und (6), so daB II bewiesen ist. 


(Eingegangen am 15. 11. 1934.) 











Die eindeutige Bestimmung der Modulfunktionen g-ter 
Stufe durch algebraische Eigenschaften. 
Von 


E. Hecke in Hamburg. 





Die elliptischen Modulfunktionen der Stufe N (N eine natiirliche Zah)) 
bilden bei passender Einschrinkung der Singularititen einen algebraischen 
Funktionenkérper einer Variablen. Er hat das Gescblecht 

p(N) = 14-255", 

wo 4 = u(N) der Index der Gruppe J(N) innerhalb der vollen Modul- 
gruppe J"(1) ist. J°(N) besteht aus den Modulsubstitutionen, welche mod N 
der Identitét kongruent sind. Das algebraische Gebilde ist durch die 
transzendente Eigenschaft, da es sich durch diese speziellen analytischen 
Funktionen uniformisieren lit, vollig bestimmt. Von seinen algebraischen 
Besonderheiten ist die wichtigste bisher bekannte die Existenz einer Gruppe 
von Transformationen in sich. Diese Gruppe ist isomorph mit der Faktor- 
gruppe /°(1)|I°(N) oder auch der biniiren Modulargruppe mod N, welche 
mit M(N) bezeichnet sei. Sie hat die Ordnung »(N) und fiir eine Prim- 
zahl N = q ist 


(1) p(y) =. 


Fiir eine genauere Diskussion des algebraischen Gebildes ist nun die Tat- 
sache wichtig, daB diese algebraische Eigenschaft gleichzeitig eine charak- 
teristische Eigenschaft ist. Ich beweise hier niimlich den folgenden Satz: 

Unter allen algebraischen Gebilden, welche eine mit M(q) womorphe 
Gruppe von eindeutigen Transjormationen in sich besitzen, gibt es nur em 
einziges, welches das Geschlecht 


(2) P(g) =1+204—" 
besitzt. 

Gebilde mit der Abbildungsgruppe M(q) von kleinerem Geschlecht sind 
nur in endlicher Anzahl vorhanden. 

Zum Beweise wird zunichst eine Normaldarstellung der fraglichen 
Gebilde beschrieben, wie sie schon von Hurwitz‘) in seinen klassischen 
Arbeiten zu diesem Thema benutzt wurde. Die gruppentheoretischen 


1) Uber algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich (Math. 
Annalen 41 (1893) = Werke, Bd.I, S. 391). 


Mathematische Annalen. 111. 20 
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Uberlegungen, welche zum Endlichkeitssatz fiihren, finden sich ahnlich zu 
anderem Zwecke ebenfalls bei Hurwitz; der Eindeutigkeitssatz beruht 
auf einer speziellen Eigenschaft der M(q). 

Es sei also g >7 eine Primzahl. Ein algebraischer Funktionen- 
kérper § vom Geschlecht p> 0 habe eine mit M(qg) isomorphe Gruppe 
von analytischen Abbildungen auf sich; die einzelnen Abbildungen seien 
etwa A,,A,,...,4, und g|A, bezeichne die Funktion, in welche die 
Funktion g des Kérpers durch A, iibergeht. 

Um das Gebilde § in einer brauchbaren Normalgestalt zu erhalten, 
betrachte man mit Hurwitz') den Unterkérper U von %, der aus allen 
bei M(q) invarianten Funktionen besteht. U ist ein algebraischer K6rper 
von einem Geschlecht p, > 0, und da fiir jedes m aus § 


“ “ 
PA 2 PAs. 
= i=1 


stets zu U gehdren, so geniigt jede Funktion g aus § einer algebraischen 
Gleichung des Grades u, deren Koeffizienten zu U gehéren. Jede richtige 
Gleichung zwischen Elementen aus § bleibt bei A, richtig, also kann die 
erzeugende Funktion von § relativ zu U keiner Gleichung niedrigeren 
Grades als « geniigen, weil die erwihnte Gleichung ja u verschiedene 
Wurzeln haben muB. 

Es wird also die Riemannsche Flache von § durch eine u-fache Uber- 
deckung der Flache U erzeugt, die Verzweigungspunkte sind gewisse 
Punkte P, in einer Anzahl w auf U. Da alle relativ konjugierten Funktionen 
gy |A, in denselben Punkten und auf dieselbe Art verzweigt sind, so gibt 
es zu jedem P, eine natiirliche Zahl k, > 2, so daB je k, Blatter von 


® tiber U in P, im Zyklus zusammenhingen und P, sich in rt Ver- 


rh 
zweigungspunkte auf § spaltet. Das Geschlecht p von § berechnet sich aus 
2p—2=4p (2p,— 2) +2 F (kn — I). 
h=1",h 


Dies ergibt sich am leichtesten aus der Tatsache, daB die Anzahl der 
Nullstellen eines Differentials 1. Gattung von U auf § gleich dem Aus- 
druck rechts ist. Aus dieser diophantischen Gleichung 


2p— 2 
(3) a. =39,—3+0—--7- _ 





zwischen p, p,, k, folgt nun, weil p offenbar bei IM! (g) nicht 1 sein kann, daB 
fir p, > 2: w>0 und p—l2ESa4, 
(4) fir p, = 1: w>1 e—-1>4, 


fiir p, = 0 und w > 4: p-l2>5 
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Im Gegensatz dazu ist bei den elliptischen Modulfunktionen von I'(q) 


pa) —1 = i5(1— 4) <iy 
Das Geschlecht p ist in den Fallen (4) sicher gréBer als p (q). 
Kleinere Werte von p sind also nur noch méglich in dem Falle 
PY =9, ws 3, 
und da w = 2 durch p + 0 ausgeschlossen ist, ist also die einzige Még- 
lichkeit 
p> =0, w=3, 
und die Gleichung (3) fiir p lautet 
2p—2 1 1 1 
©) a. ee a 
wo die k ganze Zahlen mit 
2Sh54%54k, 
sind, die iiberdies noch Teiler von yu sein miissen. Hieraus folgt, daB bei 
festem q nur endlich viele Méglichkeiten fiir das ,,Verzweigungsschema“ 
(k,, ky, k;) existieren. 
Im Falle p = p(q) besteht noch die Gleichung 
1 1 1 1 l l 
(8) RT’ RR" Stts 
und diese hat fiir gq > 7 als einzige Lésung das Tripel (2, 3, q). 
Es kénnen nimlich nicht alle drei Zahlen kj > 4 sein, weil die 


rechte Seite in (6) > = ins = ist, also ist mindestens ein k; = 2 oder 3. 
Ist das kleinste k, = 3, so ist fiir die beiden anderen 

1 1 l 1 

RTK "TT? 
und weil mindestens eines der k,,k, gerade sein muB, sind daher beide > 3, 


aber mindestens eines > 4, und nicht beide > 4; jedoch 3,4 ist keine 
Lésung. Es muB also in (6) eine Zahl, etwa k,, = 2 sein, was auf 
1 l 1 1 
RETR" TTs 
fihrt. Hier mu8 eine, etwa k,, ein Multiplum von qg sein, woraus k, < 3 
folgt. k, = 2 hat aber 
1 1 ] 1 
ay tee! ~~ rh q <6 
zur Folge, also mu8 k, = 3 und k, = q sein. 

Jedes algebraische Gebilde mit der Abbildungsgruppe M&(q). dessen 
Geschlecht p < p(q) ist, laBt sich also erzeugen durch eine algebraische 
Gleichung . 
G (gp, z) = 0, 

20* 
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die in m den Grad yu (q) hat; dabei ist » in der z-Ebene nur in drei 
festen Punkten a,b,c verzweigt, und zwar nach dem Schema ({k,. k,, k,). 

Fir p = p(q) gibt es nur das Verzweigungsschema (2,3,q). Die 
Funktion z endlich bleibt bei allen Abbildungen aus der Gruppe invariant. 
Durch eine lineare Transformation von z seien schlieBlich die drei Ver- 
zweigungspunkte a, b,c in 0,1, o verlegt. 


§ 2. 

Wir untersuchen jetzt, in welchen Eigenschaften der Gleichung G = 0 
die Struktur der Abbildungsgruppe M(q) sich spiegelt. Es ist bekannt, 
daB die Galoissche Gruppe der Gleichung G = 0 in bezug auf den Kérper 
der rationalen Funktionen von z mit dieser Abbildungsgruppe isomorph 
sein mu8. Die Funktionen | A, sind nimlich ebenfalls rational auf dem 
Gebilde und eindeutig, also durch g, z rational ausdriickbar 

gl4,=R(g,2) i =1,..50, 
und wenn 
A, A, = A,, 
so ist 
p| 4; A, = R, (g,2)|4, = RB, (| A:,2), 
R, (¢,2) = R, (Ri (¢, 2), 2)- 
Die Transformationen 


gy = R,(¢,2) 

bilden also bei funktionaler Zusammensetzung eine mit IM(q) isomorphe 
Gruppe. Andererseits kann man diese R,; mit der Zusammensetzung von 
Wegen in der z-Ebene in Verbindung bringen. Die Funktionen R, (¢, z) 
sind namlich, da sie verschieden sind, die saimtlichen « Lésungen von 
G = 0. Setzen wir @ in der z-Ebene lings eines geschlossenen Weges 
fort, so geht » in eine ganz bestimmte der Funktionen R,(q,z) iiber, 
umgekehrt gibt es auch, weil die Fliche zusammenhingend ist, stets 
Wege, bei denen man von @ zu einem gegebenen R, gelangt. 

Alle mit Richtungssinn versehenen Wege, welche von einem festen 
Punkte M (+ 0,1, co) ausgehend in M enden, verkniipfe man nun so, 
daB als Weg W,-W, der Weg bezeichnet wird, welcher durch Anfiigen 
von W, an W, erhalten wird. Entspricht dann W, der Operation R,, 
W, der R,, so ist W,-W, zugeordnet der Operation R, R,. 

Eine einfache Umkreisung je eines der Punkte 0,1, o heiBe bzw. 
W,, W,, W.., die zugeordneten Operationen mégen etwa R,, R,, R, sein. 
Da man jeden Weg im Sinne der obigen Zusammensetzung aus W,, W,, W.. 
aufbauen kann, erhalt man durch Zusammensetzung der R,, R,, R, eben- 

















a 
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falls jedes R,, d.h. die mit M(q) isomorphe Gruppe der R; hat als Er- 

zeugende R,, R,, R,. Zwischen ihnen bestehen folgende Relationen: 
Ri=1, Re=1, Re =1, 

weil nach Konstruktion in 0,1, oo je k,, k,, k; Zweige der g im Zyklus zu- 

sammenhingen. Eine einfache Umkreisung aller drei Punkte, dargestellt 

durch W,-W,-W.., ist aber gleichwertig einer Umkreisung eines passend 

gewahlten reguliren Punktes, aindert also p gar nicht, also ist 

(7) R, R, Rk, = 1. 

Fiir die Exponenten k, ergibt sich daraus noch die weitere Einschriinkung, 


da® nur k; = q oder einem Teiler von + oder rt gleich sein kann, 
da Elemente anderer Ordnung in M(q) nicht vorkommen. 

Es seien jetzt zwei algebraische Gebilde mit der Abbildungsgruppe 
Mg) gegeben, vom selben Geschlecht p < p(q), definiert durch zwei 
Gleichungen von der oben beschriebenen Normalform 

G(g,z)=0 und H(w,2’) = 0. 
Sie mégen das gleiche Verzweigungssystem haben, und wir wollen fest- 
stellen, ob sie birational ineinander transformierbar sind. Wir versuchen 
es mit 2’ = z, haben damit in w, m zwei vieldeutige Funktionen von dem- 
selben z, die in der Umgebung jeder Stelle der z-Ebene beide gleichartig 
verzweigt sind. Es ist zu sehen, wann man daraus auf die Uberein- 
stimmung der Verzweigung auch im Groen schlieBen kann. 

Zu den Polynomen G, H gibt es die ~ rationalen Operationen 

gy = R, (9,2) =1,..., 4) _ fiir G, 
w’ = §,(w,z) (= 1,..., 4) fir H 
in einer zuniichst willkiirlichen Numerierung, jedoch so, da® den Wegen 
W,, W,, W.. die drei mit gleichem Index versehenen 
R,, R,, R, und S, ’ S,, S, 
entsprechen. Ferner ist wieder 
R, R, R, = 1, 8, 8,8, = 1, 

Rit = 1, Sit = 1. 

Die Gruppe der R, ist isomorph mit der Gruppe der S;. Es braucht 
aber trotzdem ein Potenzprodukt der S; nicht 1 zu sein, wenn das analog 
gebildete Produkt der R, 1 ist. 

Nur im Falle des Schemas (2,3,q) léBt sich auf Grund eines am 
Ende bewiesenen Hilfssatzes schlieBen: Wenn die R und S eine mit M (q) 
isomorphe Gruppe bilden und je drei Elemente R, S mit den Eigenschaften (8) 
ausgewahlt werden, die die ganze Gruppe erzeugen, dann gibt es eine iso- 
morphe Abbildung der R auf die S, wobei R,, R,, R, und S,, 8,, 8, ein- 


(8) 
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ander entsprechen. Man kann dann also die Numerierung der S, fiir i > 3 
so abandern, daB bei der geanderten Bezeichnung 
(9) R,R, = R, und §,8,= 8, 
nur gleichzeitig richtig sind. 

Damit aber ist die Identitét der beiden algebraischen Gebilde ge- 
sichert. Denn man bilde eine symmetrische Verbindung, etwa 


ERG, 2)-8, (042) = 90) 


in der geanderten Indexbezeichnung. Bei Fortsetzung lings W, geht » 
in R,(y,z) und w in S, (w,z) tiber, also 


g(z) |W, = ER, R, (¢, 2) 8; 8, (w, z). 


Wegen (9) folgt aber aus R,R, = R, auch S,S, = S, und daher bleibt 
g(z) bei W, unverandert, ebenso bei W,,W... D.h. sie ist eine rationale 
Funktion von z, da sie in der Umgebung jeder z-Stelle eindeutig und 
ohne wesentliche Singularitét ist. Daraus folgt in der bekannten Weise, 
daB @ rational durch w,z und w durch g,z ausdriickbar ist, die beiden 
Gleichungen G = 0 und H = 0 sind also durch birationale Transformation 
in einander iiberzufiihren, und der in der Einleitung ausgesprochene Satz 
ist damit bewiesen. 

Fiir p < p (q) ergibt die obige SchluBweise, daB es héchstens so viele Ge- 
bilde dieser Art mit demselben Verzweigungsschema geben kann, als es Méglich- 
keiten gibt, die drei Elemente R aus M (q) mit den Bedingungen (8) zu wahlen, 
also nur endlich viele. Eine rohe Abschatzung liefert dafiir eine Schranke 
von der Gestalt eq? 


mit einem numerischen c. Jedenfalls ist gezeigt: 

Es gibt nur endlich viele algebraische Gebilde mit der Abbildungsgruppe 
M (gq), deren Geschlecht <= p(q) ist, und nur eines darunter, dessen Ge- 
schlecht = p(q). 

In dem niedersten Falle gq =7 gibt es nach (5) nur das Schema 
(2,3, 7). Das zugehérige Geschlecht ist p = 3. Bedenken wir weiter, 
da8 jeder Autormorphismus eines algebraischen Gebildes fiir das Perioden- 
system der Normalintegrale 1. Gattung eine komplexe Multiplikation 
(auch prinzipale Transformation genannt) der 1. Ordnung zur Folge hat 
und umgekehrt, so folgt: 

Wenn eine (symmetrische) Periodenmatrix von p? Elementen in der 
Normalform eine Gruppe von komplexen Multiplikationen 1. Ordnung ge- 
stattet, die mit M!(q) isomorph ist, so sind diese Perioden, von endlich 
vielen Ausnahmen abgesehen, nicht Integralperioden 1. Gattung fiir ein 
algebraisches Gebilde, sofern p <= p(q). 
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Fiir p = 3 liefern die Integralperioden noch die allgemeinsten 
Periodensysteme: Hier ist also das Periodensystem der J"(7) durch die 
Existenz dieser 9%(7), der bekannten Gruppe der Ordnung 168, véllig 
festgelegt und lat sich daraus berechnen. Das Resultat ist auf ver- 
schiedenen Wegen ganz anders schon lange hergeleitet. 

Fiir p > 3 nehme man aber z. B. bei p = p(1l1) = 26 ein System 
normierter Perioden 1,, = A6,;, (t,4 = 1,...,p) mit beliebigem positiv 
imaginarem A. Dieses la8t als komplexe Multiplikation jede beliebige Ver- 
tauschung der p Indizes zu, also jedenfalls eine Gruppe von p! Elementen, 
die wegen p > 12 auch eime mit M(11) isomorphe Permutationsgruppe in 12 
Ziffern enthalt; nach dem a) folgt fiir N = 26: Die N-fache Theta- 


reihe mit dem Exponenten 4 Sy n? ist keine Riemannsche Thetareihe, 


i=1 
auBer fiir héchstens einen Wert von /. 


Zum SchluB beweise ich den erwahnten 


Hilfssatz: Wenn in der Modulargruppe M (q) zweimal drei Elemente 
A,,A,,A, und B,, B,, B, bzw. von den Ordnungen 2, 3,q die Eigen- 
schaft haben, daB 

A, A,A, = B, B,B, = 1 


und sowohl die A wie die B die ganze Gruppe M(q) erzeugen, dann gibt 
es einen Automorphismus von M(q), bei dem die Elemente A, den B, 
fiir i = 2, 3, q entsprechen. 

Wir denken uns die Elemente von M(q) reprisentiert durch die 
ganzzahligen binaéren Matrizen 


(3 g) mod g, ad—be=1 (mod 9), 


die nach der Regel der Multiplikation von Matrizen zusammengesetzt 
werden, wobei aber zwei Matrizen bereits dann als gleich gelten, wenn 
ihre Elemente sich nur um den gemeinsamen Faktor + 1 unterscheiden. 
Wir rechnen dabei im Restklassenkérper mod q. 

Den Beweis fiihren wir durch Konstruktion des gewiinschten Auto- 
morphismus in folgenden Schritten: Zunachst verteilen sich nach bekannten 
Eigenschaften der I!(q) die Elemente g-ter Ordnung in zwei Klassen 
konjugierter Elemente, reprisentiert durch die Matrizen mod q: 


o=(3) wa v =(b}), 


wo | ein quadratischer Nichtrest modg. Die nicht zu M(q) gehdrige 


Matrix 
ca: i 
8 =(9 3) 
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transformiert ein beliebiges Element X aus M(q) in 
SXS=/Y, 

das wieder zu M(q) gehért; bei dem durch 

X-Y 
definierten Automorphismus geht U' in U iiber. In jedem Falle gibt es 
also einen Automorphismus, welcher B, in U iiberfiihrt. Es sei also be- 
reits B, = U. 

Hier mu8 nun in . 

B= (2 @) 
e + 0 sein. Denn B, hat dann und nur dann die Ordnung 2, wenn 
a+d=0 ist. Fiir c = 0 ist also 


B,= (5 _ 4-1) mito = —1. 
Dann erzeugt aber B, mit U zusammen nur eine Gruppe der Ordnung 24, 


weil Un B, oui c b a : } 


n . (@ an+b 
ae = (5 —a ) 
Soll also aus B,, U, wie vorausgesetzt, die ganze Modulargruppe erzeugt 
werden, so ist c + 0. Durch einen (inneren) Automorphismus, der U 
fest lat, fihren wir nun B, iiber in 
—n ln — a’ b 
U-* B,U* = (% 5). 
a’ =a—nec 
durch passende Wahl von n zu 0 gemacht ist. Wegen a’ +d’ = 0 ist 
dann auch d’ = 0, und wir haben damit durch einen Automorphismus 
von den urspriiglichen Elementen B,, B,, B, 


B, in U, B, in(° 9 )=e 


worin 


iibergefiihrt. 
Damit nun, wie vorausgesetzt, 
By: = B,B, 
die Ordnung drei hat, mu8 


ve=(5i)( 0 )=G 06 ) 
die Spur + 1 haben, d.h. c = + 1 sein, also 


C= +(°, 0) 


sein. 
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Damit sind durch einen Automorphismus B,, B, in die beiden 
numerisch bestimmten Elemente C, U iibergefiihrt und der Hilfssatz ist 
bewiesen. 


Hamburg, Februar 1935. 


Zusatz bei der Korrektur. Es liegt jetzt nahe, zu versuchen, die 
Perioden der Integrale erster Gattung von J°(q) aus den komplexen Multi- 
plikationen 1. Ordnung zu berechnen, welche den Automorphismen M (q) 
entsprechen. Indes macht sich hier der Unterschied zwischen Riemann- 
schen und Jacobischen Thetafunktionen entscheidend bemerkbar. Es zeigt 
sich namlich, daB es bei gegebenem p = p(q) unendlich viele Perioden- 
systeme 1,, gibt, welche ein mit M(q) isomorphes System von komplexen 
Multiplikationen erster Ordnung besitzen. Sie bilden ein System, welches 
von s stetig verinderlichen Parametern abhingt. Zur Bestimmung von s 
mu8 man die Struktur der Integralgruppe von /"(q) kennen, jener linearen 
S:_ustitutionsgruppe, welche durch die Abbildungen unter den Differenti- 
alen erster Gattung induziert wird. Wird diese Integralgruppe in ihre 
irreduziblen Bestandteile zerlegt und treten dabei diese bzw. in den 
Multiplizititen r,(o0 = 1, 2,...) auf, so ergibt sich 

s=}$2r,(r,+ 1), wenn g=1(mod 4). 
¢ 


Ist dagegen g = 3(mod 4), so tritt zu dieser Summe noch ein Term 
additiv hinzu, der die Klassenzahl des Kérpers K (V— q) enthiit. 

Unter diesen von s Parametern abhingigen Perioden 1,, gibt es nach dem 
oben bewiesenen Satze nur ein einziges System, welches einem algebraischen 
Gebilde als System von Integralperioden erster Gattung zugeordnet ist, 
eben dem Gebilde J’(q). Zur Bestimmung dieses einen braucht man also 
noch weitere Eigenschaften der 1,,, und da bieten sich zuniichst die 
mehrdeutigen Abbildungen des Gebildes auf sich dar, welche unter dem 
Namen Modularkorrespondenzen von Hurwitz schon friiher untersucht 


wurden. 


(Eingegangen am 23. 2. 1935). 











Zur komplexen Multiplikation. 
Von 


Heinz Séhngen in Hamburg *). 





Man kann die komplexe Multiplikation nach zwei Richtungen hin 
betreiben. Einmal versucht man jeden Klassenkérper K iiber einem 
imaginarquadratischen Kérper k in einen Kérper einzubetten, den man 
aus k durch Adjunktion von Werten gewinnt, die von gewissen Modul- 
funktionen fir singulare Moduln angenommen werden. Diese Frage- 
stellung hat Kronecker aufgeworfen. Er vermutete, daB die sogenannte 
j-Funktion zur Konstruktion ausreicht. Weber hat diese und andere 
Modulfunktionen fiir singulére Moduln untersucht. Eine ausfiihrliche 
Darstellung findet man in Weber ,,Lehrbuch der Algebra“, III., 2. Aufl., 
1908. Die Herren Fueter') und Takagi*) erkannten, da8 man mit der 
j-Funktion nur einen Teil der fraglichen Abelschen Kérper erhalt. Die 
vollstindige Lésung dieses Problems ist Herrn Hasse*) gelungen. Es 
zeigt sich, daS man mit der von Weber eingefiihrten r-Funktion und der 


j-Funktion zum Ziele kommt. Die n-ten t-Teilwerte + (BAA, a,, a,) 


liegen fiir ein Ideal a = (a,,a,) von k in dem zur Strahlklasse « = 1 
(mod n) gehérigen Klassenkérper, und dieser Klassenkérper wird auch von 
einem gewissen, allerdings nicht beliebigen, Teilwert x (“1*1 + “7; a, ,@s) 
zusammen mit j(a) erzeugt. In der vorliegenden Arbeit untersuche ich 
die t-Funktion fiir singulire Moduln und zeige, da8 fiir einen Modul 
a = [a,,a,] der Ordnung 0 die Werte r (“#1 2 = 5 a, a5) in einem 
Klassenkérper K,,. tiber & liegen und diesen Kérper mit j(a) zusammen 
auch erzeugen. 

Die zweite Richtung fragt nach den Werten, die eine Modulfunktion 
{(w,,w,) n-ter Stufe fiir singuléare Moduln annimmt. Auch mit dieser 
Frage beschaftige ich mich. Allerdings werden nur ganze Modulfunktionen 
in Betracht gezogen, die zur Hauptkongruenzstufe gehéren. Weiter wird 
vorausgesetzt, um iiberhaupt eine algebraische Untersuchung méglich zu 
machen, daB die Modulfunktion in allen Spitzen g-Entwicklungen mit 
Koeffizienten aus R(¢,) besitzt. Diese Einschrankung scheint mir nicht 


*) Diese Arbeit ist von der math.-naturw. Fakultét der Universitat Hamburg 
als Dissertation angenommen worden. 

1) Crelle Journ. 130; Math. Annalen 75. 

2) Journ. of the College of Sience, Imp. Univ. of Tokyo 46. 

5) Crelle Journ. 157. 
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wesentlich zu sein, da sich voraussichtlich alle ganzen Modulfunktionen 
aus derartigen Funktionen linear kombinieren lassen, so da8 es also nur 
noch auf die Koeffizienten der Linearkombination ankommt. Diese kann 
man aber nach dém q-Entwicklungsprinzip bestimmen. Ich zeige, daB 
eine beliebige ganze Modulfunktion n-ter Stufe, die den oben genannten 
Bedingungen geniigt, fiir singulare Moduln der Ordnung o nur Werte aus 
dem Kérper A,, annimmt. Daraus wird sich dann ergeben, da8 fiir 
eine oder endlich viele derartige Funktionen fester Stufe der Kronecker- 
sche Jugendtraum nicht méglich ist. 

Die j-Funktion hat Weber untersucht. Ich benutze hier aller- 
dings eine Fassung, wie sie Herr Artin in seiner Vorlesung iiber komplexe 
Multiplikation gegeben hat und stelle daher die Ergebnisse in § 1 noch 
einmal kurz zusammen. Die Arbeit von Herrn Hasse setze ich als be- 
kannt voraus. 

Die Anregung zu dieser Arbeit erhielt ich von Herrn Artin, dem ich 
auch fiir weitere wertvolle Vorschlige dankbar bin. 


I, Untersuchung der t-Funktion tiir singulire Moduln, 
§ 1. 


Es sollen zunichst kurz die Ergebnisse der Modultheorie imaginir- 
quadratischer Kérper zusammengestellt werden. 

Einen Modul, der von den Elementen a,,a, aufgespannt wird, be- 
zeichnen wir mit [4,, a,}. 

1. Ein Modul m des imaginarquadratischen Kérpers k mit der Dis- 
kriminante d la8t sich stets in der Form 

[4,—2 3) 
darstellen. Dabei ist 
D= B-—4AC=@Q@d, 
A, B,C,Q sind ganz rational, (A, B,C) = 1, und T ist rational. 

2. Die Gesamtheit der Elemente « aus k, fiir die am cm, bildet 
einen Modul 0. Er heif®t die Ordnung des Moduls m und hat die Dar- 
stellung i _p4 lea} 

‘ 2 
D ist die Diskriminante, Q die Invariante der Ordnung. Der Modul m 
gehért genau zu der Ordnung o, wenn (A, B,C) = 1. 

3. Zu jedem Modul m der Ordnung 0 existiert ein eindeutig be- 
stimmter inverser Modul m~? der Ordnung. Er besteht aus genau den 
Elementen « von k, fiir die amco. Kes ist 


m! = m-m—? = m—'-m = 0, 


1 ; 
ma™> 
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wenn mit m’ der zu m konjugierte Modul r[4:—2>) bezeichnet 
wird. 

4. Die zu einer Ordnung gehérigen Moduln bilden eine multiplikative 
Gruppe. 

Es werden im folgenden, wenn nicht ausdriicklich anders gesagt, nur 
Moduln derselben Ordnung ov betrachtet. 

Ein Modul a der Ordnung o heiBt ganz, wenn ac vo. 

5. Gilt fiir zwei ganze Moduln a und b der Ordnung o die Relation 
acb, so gibt es einen eindeutig bestimmten ganzen Modul ¢ derselben 
Ordnung, so daB a = be. 

6. Bezeichnet man mit o, die Ordnung aller ganzen Zahlen von k, 
so liefert die Zuordnung a ~ ao, eine homomorphe Abbildung der Moduln 
einer Ordnung auf eine gewisse Idealmenge. 

Fiir eine gewisse Teilmenge aller Moduln einer Ordnung kann diese 
Abbildung zu einer Isomorphie gemacht werden. Um diese Teilmenge 
zu beschreiben, bezeichnet man mit 0 die Menge aller Zahlen von k, die 
man aus dem Ring o durch Division mit zu Q primen Zahlen aus o erhiilt. 
Die so bestimmte Zahlmenge ist dann zwar kein Modul mehr, denn der 
Nennervorrat ist ja nicht beschrankt, dagegen gilt: 

7. 6 ist ein Ring, er besteht aus genau den Elementen von k, die 
modulo Q additiv kongruent einer ganzen rationalen Zahl sind. Inner- 
halb von 0 betrachtet man weiter die Elemente «, die zu Q prim sind, 
und erhalt eine Teilmenge s. 


8. s ist eine multiplikative Gruppe, sie besteht aus genau den Ele- 
menten a Ck, die modulo Q additiv kongruent einer ganzen rationalen 
zu Q primen Zahl sind. 

Damit ist es nun méglich, eine bestimmte Menge von Moduln der 
Ordnung o zu charakterisieren, die isomorph auf gewisse Ideale von k 
abgebildet werden, falls man noch den Begriff des reguliren Moduls ein- 
fiihrt. Dazu wird verlangt, daB 1. der Modul in 6 liegt und 2. das Bild 
des Moduls ein zu Q primes Ideal ist. 


9. In der Definition des reguliren Moduls kann die Forderung 2. 
durch die Forderung ersetzt werden, daB der Modul eine zu Q prime Zahl 
enthalt. 


Dann gilt: 


10. Die reguliren Moduln einer Ordnung bilden eine multiplikative 
Gruppe. 

11. Die reguliéren Moduln werden durch Multiplikation mit 0, genau 
auf die zu Q primen Ideale abgebildet. Diese Zuordnung ist eine Iso- 
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morphie. Ist a, ein zu Q primes Ideal, so ist der Durchschnitt [a,, 0] 
der regulire Modul der Ordnung 0, dessen Bild a, ist. 

12. Nennt man zwei Moduln der Ordnung 0 fquivalent, wenn sie 
durch Multiplikation mit einer Zahl aus k auseinander hervorgehen, so 
gelangt man zu einer Einteilung der Moduln der Ordnung in endlich viele 
Klassen f. 

Insbesondere erhalt man also eine Einteilung der reguliren Moduln 
in Klassen f, denn es gilt: 

13. Zwei regulire Moduln sind dann und nur dann dquivalent, wenn 
sie durch Multiplikation mit einer Zah] aus s auseinander hervorgehen. 
Da nun in jeder Klasse f ein regulirer ganzer Modul liegt, so andert 
sich die Klassenzahl nicht. 

Die isomorphe Abbildung der reguléren Moduln auf Ideale liefert 
uns eine Einteilung der zu Q primen Ideale in Klassen f,. Die Haupt- 
klasse H, besteht genau aus den Idealen, die von Zahlen « aus s erzeugt 
werden. Das ist eine Klasseneinteilung im Sinne der Klassenkérpertheorie, 
denn H, enthalt insbesondere den Strahl « = 1(modQ) und besteht nur 
aus zu Q primen Zahlen. H, ist also eine Komplexion von Strahlen- 
klassen. Man nennt die so gewonnenen Klassen Ringklassen, da sie dem 
Ring o entspringen. 

In der komplexen Multiplikation wird nun gezeigt: 

14. Ist m irgendein Modul der Ordnung 0, so ist k(j(m)) der zu s 
gehorige Ringklassenkérper. 

Man kann hier fiir m einen beliebigen Modul der Ordnung zulassen, 
da in jeder absoluten Modulklasse nach 13. regulire Moduln liegen und 
j(w,,,) fiir aquivalente Moduln gleiche Werte liefert. 


§ 2. 
Einer Ordnung 0 eines imaginirquadratischen Kérpers ordnen wir 
die Funktion 


e e 
t(u; w) = g (w) (— 1)? 9? (u; w) 
zu, wenn e die Anzahl der Einheiten von s ist. Es soll sein 


— 97. 95 9a (W) + gs () 
g® (w) = 27-3 a 


g (w) = 28.38 a es 





g” (ww) = 2°. 3° BE). 


Das Verhalten dieser Funktion hat Herr Hasse in den Satzen 13—19 
seiner obengenannten Arbeit festgelegt. 
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Ist a = [a,,a,] ein ganzer Modul der Ordnung 0 und m ganz rational, 
so wird in Analogie zu dem von Herrn Hasse gewonnenen Resultat zu 
vermuten sein, daB gewisse der Teilwerte 


(Zit So 
m 


» @, 4G) ((z,, 2, ™) = 1) 

mit j(a) zusammen einen Klassenkérper iiber k erzeugen, der zu dem 
Modulstrahl mod mo gehért. Dabei steht der multiplikative Kongruenz- 
begriff fiir Moduln allerdings noch aus. Wir werden ihn in Anlehnung 
an den Kongruenzbegriff fiir Ideale ansetzen und verlangen, daB ao zu 
mo prim ist und (« — 1)o eine eindeutige Darstellung als Quotient zweier 
ganzer zu o gehériger Moduln besitzt, deren Zahler durch mo teilbar ist. 
Da aber j(a) im Falle eines Ideals den absoluten Klassenkérper, im Falle 
eines Moduls dagegen den zu s gehérigen Klassenkérper erzeugt, so er- 
scheint es sinnvoll, in die Kongruenzbedingung die Forderung, « liegt 
in s, mit aufzunehmen. Das Hineinziehen dieser Forderung in die Kon- 
gruenzbedingung wird gleich noch von anderer Seite her seine Berechti- 
gung erfahren. Sehen wir zunichst von der letzten Forderung ab, so 
haben wir, um eine Kongruenzdefinition aufstellen zu kénnen, erst ein- 
mal zu untersuchen, ob zwei ganze Moduln a und b stets einen gréBten 
gemeinsamen Teiler haben. Dabei wird unter dem gréBten gemeinsamen 
Teiler der Moduln a und b ein a und b umfassender kleinster ganzer 
Modul derselben Ordnung verstanden, falls dieser kleinste Modul ein- 
deutig bestimmt ist. Sodann miiB®ten wir nachsehen, ob sich jeder Modul 
von: 0 eindeutig als Quotient zweier ganzer, teilerfremder zu o gehdériger 
Moduln schreiben la8t. Es zeigt sich aber, daB in beiden Fallen Aus- 
nahmen auftreten. Man kénnte vermuten, daB a+b einen Modul mit 
den Eigenschaften des gréBten gemeinsamen Teilers liefert. Das ist aber 
hier nicht wahr, denn a+b kann zu einer umfassenderen Ordnung ge- 
héren. Ich will die Verhiltnisse an einem Beispiel klarlegen. Dabei 
wird sich zeigen, daB zwei ganze Moduln einer Ordnung nicht stets einen 
groBten gemeinsamen Teiler haben; weiter werde ich ein Beispiel dafiir 
bringen, da8 ein beliebiger Modul nicht stets eine eindeutige Quotienten- 
darstellung haben muB. 

Wir betrachten im Kérper R (/— 3) die Ordnung 


=[{.—#+E8 at) = 1,y—3] 
mit der Diskriminante D — — 12. Die Moduln 
a =| tT 13) <4, 141 mit A= 4, B=2,0=1, 


p=(, 8 8) — 2,3 4/9 mit A = 12, B=6,C = 1, 
c= 20 = 2[1,/—3) 
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gehéren zu o und sind ganz. Sie sollen auf ihre Teilerfremdheit untersucht werden. 
Es ist 
a+b=[4, —1+)—3, —3+ J/—3] = [2,-—3+ J—3] = 20,, 
a+c=—[2, —1+J)—3] = [2,—3+ V—3] = 20,. 
Die Summen a+b und b+ ¢ sind also Moduln der 0 umfassenden Ordnung oy, 
d. h., sie sind Ideale. Ich zeige nun, daB a und b keinen Modul von o als Teiler 
gemein haben. Ein gemeinsamer Teiler ¢ muB a und b umfassen, da aber a + b 
kein Modul der Ordnung ist, so mu8 a+ b eine echte Teilmenge von e sein, d. h., 
da 20, =a+b S e C edo, es muB 20, eine echte Teilmenge von eo, sein. In 


R (V—3) ist aber 2 Primideal, also ist eo, — 0). Spater werden wir zeigen, daG 
von den ganzen Moduln einer Ordnung 0 nur o selbst auf 0, abgebildet wird. 
Daraus ergibt sich die Behauptung e = 0. Genau so zeigt man die Teilerfremdheit 
der Moduln a und c. Weiter soll an diesem Beispiel gezeigt werden, da8 sich ein 
Modul nicht immer eindeutig als Quotient zweier ganzer, teilerfremder Moduln 
derselben Ordnung darstellen 148t. Wir bilden dazu den Modul bc. 


be = 2 (12, —3+ )—3) = (24, 6+ 2)/—3] C [4, -1+4 J— 3] =a, 


d. h. be ist durch a teilbar, bc — abd, obwohl weder b noch c Teiler mit a gemein 
haben. Dabei ist 
d= bea-' = 2[12,—3 + J—3]-3 (4. —1—J—3} 
= [24,—6+ 2/—3, 64+ 6/—3, 3+ )—3] 
= (24,-6+2/—3, 34+ /—3, 4/—3] — [12,3+ J— 3] — bo’ +b 
und c+d—c+b’'=—c’'+b’'=(c+ 5b) = 20); wie oben gezeigt wurde, haben 
dann ¢ und D keinen Teiler in 0 gemein. Man kann also den Modul $ = : auf 
zwei Arten als Quotient teilerfremder, ganzer Moduln schreiben. Man wird also 
auf eine allgemeine Kongruenzdefinition verzichten miissen. SchlieBlich bleibt noch 
zu zeigen, daB es iiber zwei ganzen Moduln einer Ordnung keinen eindeutig be- 
stimmten kleinsten Modul derselben Ordnung zu geben braucht, d.h., zwei ganze 
Moduln einer Ordnung haben nicht stets einen gréBten gemeinsamen Teiler. Wir 
bilden dazu noch die Moduln a, => ad= be und b, = bd. Gemeinsame Teiler 
von a, und b, sind b und db. Nehmen wir an, es existiere ein gréBter gemeinsamer 
Teiler e, so gilt be und De, oder e—e,b, e=e,d. Setzt man noch 
a, = ea, und b, = eb,, 80 ergibt sich 
a, = e, ba, = eda, —ad= be, b, =e, bb, > edb, — bd 
und 
a= @ 4, b= e, by, c= ¢,4,, d= e,d,; 


da aber a und b keinen Teiler in 0 gemein haben, so muB e, = 0, d. h. e =D sein. 
Genau so sieht man, daB e = b sein mu8. Das ist aber ein Widerspruch, wie 
man sich leicht iiberzeugt, denn es ist } — b’ und b ist von seinem konjugierten 
Modul verschieden. Es gibt mithin mehrere kleinste Moduln der Ordnung, die a, 
und b, umfassen. Auf diesem Wege kénnen wir also auch nicht zu einer Definition 
des gréBten gemeinsamen Teilers gelangen. 


In dem Beispiel wurde eine Aussage benutzt, die uns auch spiter 
noch niitzlich sein wird. 
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15. Bei der in 6. beschriebenen Abbildung wird von den ganzen 
Moduln der Ordnung o nur o selbst auf 0, abgebildet. 


Der ganze Modul a = rl, —8LE) werde auf 0, abgebildet. 
Soll aber a ganz sein, so muB T ganz rational sein. Da weiter ao, = 0, 
ist und der zweite Faktor auch auf ein ganzes Ideal abgebildet wird, so 
ergibt sich J = 1. Dann ist a gleich dem gréBten gemeinsamen Ideal- 
—B+VD 

; 4 


teiler von A und Wegen 


(AC) = }(— B+ YD)-4(— B— yD) = }(D— B’) 


sind A und $}(— B+ YD) dann und nur dann teilerfremd, wenn A = 1, 
d.h. a =o. 

Es gelingt also nicht, wie aus dem Beispiel hervorgeht, den multi- 
plikativen Kongruenzbegriff in der iiblichen Fassung auf Moduln zu iiber- 
tragen. Wir nehmen daher, wie oben schon angedeutet, die Forderung, 
daB « in s liegt, hinzu. Dann liegt « — 1 in 0 und hat einen reguliren 
Nenner, da wir aber nur die Quotientendarstellung derartiger Elemente 
benétigen, so kénnen wir uns bei der Untersuchung des gréBten gemein- 
samen Teilers auf den Fall beschranken, da der eine der beiden Moduln 
regular ist. Noch ein wenig allgemeiner kénnen wir sagen: 

16. Sind a und b ganze Moduln der Ordnung o der Diskriminante 
D=€ d und enthalt a + b eine zu Q prime Zahl, so ist a + b ein regu- 
larer Modul derselben Ordnung, und er hat die Eigenschaften des gréBten 
gemeinsamen Teilers. 

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind insbesondere erfiillt, wenn 
der eine der beiden Moduln regular ist. 


Beweis: Enthilt a+ b eine zu Q prime Zahl, so ist (a + b) 0, ein 
zu Q primes Ideal, d.h. aber, (a+ b)o, ist das Bild eines regularen 
Moduls der Ordnung 0, nach 11. ist [(a + b)o,,0] dieser Modul der Ord- 
nung 0. Der Modul a+b gehére nun zu der Ordnung 0,, diese muB o 
umfassen, die Invariante Q, von 0, ist mithin ein Teiler der Invariante 
Q von o, da aber weiter auch a+b in 0 liegt, so ist a+ b ein regularer 
Modul seiner Ordnung. Sein Bild ist auch (a+ b)o0,. Daraus wollen 
wir schlieBen, daB a+b schon zu o gehért. 

Es ist 

[(a + b)o,, 5} Da +b = [(a+ b)o,,5,) > [(a +b) Oo, 0}. 
Damit ist 


' 


a+b = [(a + b)0,, 0] 
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gezeigt. Nach der oben gemachten Bemerkung ergibt sich daraus die 
Behauptung. DaS nun a+b auch die Eigenschaften des gréBten ge- 
meinsamen Teilers hat, ist unmittelbar zu sehen. 

Ein regulaérer ganzer Modul und ein beliebiger ganzer Modul der- 
selben Ordnung sind also dann und nur dann teilerfremd, wenn ihre 
Summe gleich der Ordnung ist. Weiter sieht man, da8 unter allen Um- 
standen aus a+ b = o folgt, daB a und 6b teilerfremd sind. Umgekehrt 
ergibt sich aber aus der Teilerfremdheit zweier ganzer Moduln einer Ord- 
nung o nur, daB entweder a + b = o oder a+b zu einer o umfassenden 
Ordnung gehért. 

Damit haben wir ein fiir unsere Zwecke ausreichendes Kriterium fiir 
die Existenz des gréBten gemeinsamen Teilers gefunden. Wir ziehen noch 
eine Folgerung. 

17. Sind a,b,c ganze Moduln der Ordnung 0 und ist a+b =o, 
so ista+be=a+c, ac+b=c-+b, gleichgiiltig, zu welchen Ord- 
nungen die Moduln a+ be und ac+ b gehdéren. 

Es ist 

a+c=(a+b)(a+ce)ca+beca+e, 
b+c=(a+b)(b+¢)ca-c+bcb+e. 


Daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung. 

Wir kommen nun zu unserer zweiten Aufgabe, namlich der Darstellung 
eines Moduls als Quotient zweier ganzer Moduln derselben Ordnung. 

18. Ist a ein Modul der Ordnung 0, der in 0 liegt; so gibt es zwei 
eindeutig bestimmte ganze Moduln a,,b, derselben Ordnung, so daB 


a= 2 mit.a, +b, =o. Wir nennen dies die reduzierte Darstellung. 
1 


Der ganze Modul b, ist iiberdies regular. 
Da a=[c,,a,] in 3 liegt, so kann man schreiben «, = 5 und 

=, wo a, und a, in 0 liegen, 6 ganz rational und zu Q prim ist. 
Xy b 1 a 8 gi P 
Darn ist bo regular, und ¢ = ba liegt in 0. Die Moduln ¢ und bo 
haben mithin nach 16. einen gréBten gemeinsamen Teiler } = bo + c. 
Wir setzen bo = b,d, ¢ = a,-d (a,,6, ganze zu o gehérige Moduln). Der 
Modul b, ist als Teiler von bo regulir. Weiter ist 


dD=a,d+ 56,0 = (a,+5,)d, a, +b, = 0. 
Daraus ergibt sich der eine Teil der Behauptung. 
Ist nun a = Se eine beliebige Darstellung von a mit ganzen Moduln 
2 


a, und b,, so ergibt sich aus a,b, = a,b, und a,+b, =o nach 17. 
Mathematische Annalen. 111. 21 
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b, > b, + b, a, = 6, + b,a, = b, + Bb, > B,, d. h. b, = b,c und a, — a,c. 
Sind noch a, und b, teilerfremd — es braucht nicht a, + b, = o zu sein 
— so muB ¢ = o sein, qg.e.d. 

Ein regularer Modul a hei®t zu einem beliebigen ganzen Modul m 
prim, wenn in der reduzierten Darstellung von a Zahler und Nenner zu m 
teilerfremd sind, d.h. ist a=> mit a,+b, =o, so soll a,+m= 
b, + m= o0. 

19. Ein regularer Modul a ist dann und nur dann zu dem ganzen 
Modul m prim, wenn ao, zu mo, prim ist. 

Ist a zu m prim, so ist wegen a, 0, + mo, = (a, + m)o, = o, und 
bo, + mo, = (b, + m)o, = 0, auch ao, zu mo, prim. Ist umgekehrt 
ao, zu mo, prim, so ist, da eS die reduzierte Idealdarstellung von ao, 
ist, a, 0, + mo, = 0, und bo, +-mo, = 0,. Nach 15. ergibt sich a, + m 
=b,+m=o.. 

Damit sind wir nun in der Lage, einen Kongruenzbegriff fiir die 
Elemente von s aufzustellen. 

Ist m ein ganzer Modul der Ordnung 0, so nennen wir eine Zahl « 
des zu o gehérigen Strahles s kongruent 1 modulo m, 

« = 1 [mod mJ, 
wenn « den folgenden Bedingungen geniigt: 
l.acs, 


2. ao prim zu m, 


3. (2—1)o=5™, a und b ganz, m+b=o. 


Diese Forderungen haben einen Sinn, da «o regular und («—1)0 C6. 
Weiter zeigen wir, daB (a —1)o dann und nur dann eine Darstellung 
der Form 3. hat, wenn die reduzierte Darstellung schon von dieser Form 
ist. Sei (c—1)o0 = ** und b+ m =o, (c—1)0 = & sei die redu- 
zierte Darstellung, d.h. a,+ 6, =o. Dann ist a-m = Q,-c, b = b,-c. 
Wir wollen zeigen, daB c ein Teiler von a ist. Aus m+b = 0 ergibt 
sich 0 = m+b,ccm+eco, m+c=o0; da nun noch m-a = a,-¢, 
so erhalten wir cD a,c-+c=a-m+c=a+c Da, 


a = ¢-a,; 


Ma,-¢ = 4,-¢; a, = m-a,; 
o=a,+b, = ma+b,cm+b,co; m+4-b, =0. 
Die reduzierte Darstellung hat also auch die Form 3., q.e.d. Man sieht, 
da8 diese Definition der Kongruenz mit dem gewéhnlichen Kongruenz- 
begriff zusammenfallt, wenn der Modul ein Ideal ist, denn dann ist Q = 1 
und s bestebt aus simtlichen Zahlen von k. 








—————— 
ee 
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Wir zeigen: 
20. Die Elemente « = 1 [mod m] bilden eine multiplikative Gruppe. 
Sei «, = 1 [mod m], also 
a0 = 5 mit a,+b,=a,+m=b,+m=o., 


(a, —1)o = 5 ™ mit am+b=m+b= oD; 


da die Elemente von s eine multiplikative Gruppe bilden, so liegt auch 


Lt in s und ist zu m prim. Damit sind die beiden ersten Kongruenz- 


bedingungen erfiillt. Weiter ist 
Cre be = ae 


Da aber b(a, — 1) = a-m, d. h. ba, +6 > b(a, — 1) = a-m, 
b- 5 +bD>am—+b>ba,+5b-b, >a-mb,, 
b>amb, +b wegen 17. und am+b = 0 ist, 


amb,+b=6+56,, b3b+5,, b2556,, 6b, = be. 
Dann ist 
(+-1)o=° =" mit a,+m =o, q.e.d. 


a a, 
Weiter sei noch 
a, =1 (mod m] 


(% —1)0 = “S™, m+, = 9; 
da 
m-+6,-b, = m+b6, =m+b, =o, 
so kann man annehmen 


(a, —l)o= 3", (a, — 1)o = “5™, m+b=o., 
d. h. 
&-1¢s, a—lc> 
oder 
a,=1+4, a=1+4 mit 4,4c%, 
dann ist aber 
a 


(a, a, —1) =A, +4,4+4,-A,c b’ 


(x, a, — l)o =<‘* 


und 
m+b?>=m+b=0, 
da aber die erste und zweite Kongruenzbedingung auch erfiillt sind, so 
liegt mit zwei Elementen auch das Produkt im Modulstrahl. 
21° 
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Betrachtet man nun die von diesen Elementen erzeugten Haupt- 
moduln ao, so bilden auch diese eine multiplikative Gruppe H*(m). 
Es ist zu vermuten, daB die so konstruierte Gruppe H*(m) bei der Ab- 
bildung auf Ideale die gesuchte Hauptklasse H}(m) liefert. Dazu haben 
wir zunachst einmal zu untersuchen, ob das Bild von H*(m) iiberhaupt 
eine Hauptklasse im Sinne der Klassenkérpertheorie ist. DaB H?(m) 
wieder eine Gruppe ist, ist wegen der Isomorphie der Abbildung — wir 
bilden ja nur regulire Moduln ab — evident. 

Es mu8 mithin noch festgestellt werden, daB H}(m) alle Hauptideale 
enthalt, die von den Zahlen aus einem noch zu bestimmenden Idealstrahl 
erzeugt werden, und daS H}(m) nur solche Hauptideale enthalt, die zu 
dem Fiibrer des Strahls prim sind. Da nun H}(m) nur aus Idealen be- 
steht, die zu mo, und zur Invariante Q der Ordnung von o prim sind, 
so ist anzunehmen, daB H}(m) modulo Qmo, erklarbar ist. 

21. Ist «=1(modQmo,), so ist «=1{[modm)]. Aus der Kon- 
gruenz a=1(modQmo,) ergibt sich, daB « ins liegt und ao zu m 
prim ist, denn ao, ist ja zu mo, prim. Die Kongruenz besagt aber 
weiter, daB fiir (a — 1)0, eine Darstellung 

(a — 1) 0, = 22™% 
0 
mit a,Q mo, + b, = 0, existiert, da aber « — 1 in 6 liegt, so hat (« — 1)o 
eine reduzierte Darstellung 


(@—-l)o= 4, a+b=o 


mit einem reguliren Nenner b. Es ist also 
a,Qmo,=—a-0,, bo, = by 


und 
a so 
Om 0, C 0, Qm C 0, 
Liegt aber ein Modul in 0,, so liegt das Q-fache dieses Moduls in 0, d.h. 


acm. 

Wegen mo, + b, = 0, ist aber auch m+ b= 0, denn b ist ja regular. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

In dem Fall, daB m selbst ein regulirer Modul ist, la6t sich die 
Aussage 21. verschirfen. 

22. Ist m regulir, « =1(mod mo,) und «a Cs, so ist auch 

a = 1 [mod m]. 

Es ist (« — l)o, = a a mit a,mo,+ b, = 0. Da aber « in s liegen 
soll, so mu8 auch (« — 1)9, einen zu Q primen Nenner haben, 
b, + Qo, = 0,. 








Komplexe Multiplikation. 313 


Andererseits haben wir fiir «—1 eine reduzierte Darstellung, denn 
a—I1cob, 
c 


(«—lho=>5, c+d= 09, 
dabei ist D regulir. 
(« — 1) = 53, 0, + D0, = 0p. 


a M0, = C0, b, = d0,. 
Da m ein regulérer Modul sein soll, so gilt 
¢ c [co,,0] = [a, m, 5] c [mo,, 5] = m, 
¢=a-m. 
SchlieBlich ist noch 
m, + b, = mo, + do, = (m+ d) og = o,, 


nach 15. ist also m+ d= 0, denn m+ dD gehdrt zu o. 

Fiir regulire Moduln haben wir also die Hauptklasse H}(m) genau 
beschrieben, denn aus «=1 [mod m] ergibt sich unmittelbar «= 1 
(mod mo,). Allgemein ergibt sich aus den Siatzen 21. und 22.: 

23. Ist m ein ganzer Modul, so bilden die von den Elementen « = 1 
{mod m] erzeugten Hauptideale eine Hauptklasse im Sinne der Klassen- 
kérpertheorie, sie ist mod Q mo, erklarbar. 


§ 3. 

Wir nennen zwei Moduln derselben Ordnung Aquivalent, wenn ihr 
Quotient ein Hauptmodul der Ordnung ist. So ergibt sich eine Ein- 
teilung simtlicher Moduln der Ordnung in Klassen f mit der Hauptklasse H. 
In jeder Klasse f liegen regulare ganze Moduln. Da nun zwei reguliire 
Moduln dann und nur dann fAquivalent sind, wenn sie sich um einen 
von s erzeugten Hauptmodul unterscheiden, so ergibt sich eine Einteilung 
der reguliren Moduln in Klassen f mit der Hauptklasse H der von $s 
erzeugten Hauptmoduln. Die Klassenzahl andert sich dabei nicht. Die 
Abbildung der regularen Moduln auf die zu Q primen Ideale von k liefert 
eine Einteilung der zu Q primen Ideale in Klassen f, mit der Haupt- 
klasse H,. Diese besteht aus den von s erzeugten Hauptidealen. 

Aus der Hauptklasse H sondern wir durch die Bedingung « = 1 [mod m] 
eine neue Hauptklasse H*(m) aus und teilen die reguliren und zu m 
primen Moduln danach ein. Jede Klasse f zerfallt dann in gleichviel 
Klassen f* und zwar in genau (H: H*(m)), denn in jeder Klasse f gibt 
es zu m prime Moduln, da es in der zugeordneten Idealklasse f, zu m0, 
prime Ideale gibt. Der ganze Modul m liegt in einer eindeutig bestimmten 
Hauptmodulklasse t(m), in dieser liegt eine und nur eine Klasse f(m) 
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regularer Moduln. Wir ordnen der Klasse f diejenigen Klassen f* zu, 
in die f-'f(m) zerfallt. Dann ist auch umgekehrt f durch f* eindeutig 
bestimmt. 

Entsprechend betrachten wir die Gruppe der von den Zahlen « = 1 
[mod m] erzeugten Hauptideale. Diese bilden nach 23. eine Hauptklasse 
H}(m). Sie entsteht durch die isomorphe Abbildung aus H*(m) und 
liefert eine Einteilung der zu Q und mo, primen Ideale in Klassen ff. 
Genau wie oben ordnen wir der Klasse f, diejenigen. Klassen f} zu, in 
die f't,(m) zerfallt, unter f,(m) ist das Bild der Modulklasse f(m) 
zu verstehen. Den Klassen ff sollen nun dadurch Invarianten zugeordnet 
werden, da8 wir Invarianten der Klassen f* bilden. Aus der der Klasse f* 
zugeordneten Klasse f waihlen wir irgendeinen Modul a, aus der Klasse f* 


nehmen wir einen ganzen Modulr. Dann ist - ein Hauptmodul 0 o: 





= &> | 

Der Klasse f* wird dann der Wert 1r(o,a) zugeordnet, wo diejenige 
t-Funktion zu nehmen ist, die zur betrachteten Ordnung gehért. Wir 
wollen zeigen, daB die so gewonnenen Funktionswerte Invarianten der 
Klassen sind. 

Wir beweisen: 

24. Ist p00 = —; 2,9= = wobei 

1. m und m, ganze Moduln, r und r, regulare ganze Moduln derselben 
Ordnung o sind und a ein beliebiger Modul von o ist, 

2. t, +m, = 0, r+m=oa, 
so ist dann und nur dann t(g,a) = t(0,,a), wenn m = m,, und r, mitr 
in derselben Modulklasse nach m liegt. 


Es ist dann und nur dann 


t (oe, a) — t(0,; a), 
wenn 


@= £0,+4, 
wo aca und « eine Ringeinheit ist; da aber om in a liegt, so muB das 
auch fiir 9,m gelten, d.h. a a-mca, ze mco, t,mCm,; wegen 
1 1 


t, + m, = o ist dann weiter 


rIm+m=mtmcm, mcm. 
Ebenso sieht man, daB8 m, in m liegt. Mithin ergibt sich aus der Gleich- 
heit der t-Werte, da8 m = m,, dann ist aber gr, = 9,1, d.b. r und r, 
liegen in derselben Klasse f, da aber r und r, regular sind, so miissen 
sie schon in derselben Klasse f liegen, denn f enthalt nur eine Klasse t. 
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Wir wollen zeigen, daB die Moduln sogar in derselben Strahlklasse 
nach m liegen. 
(e—e€9,)9Ca 
(e—€9,)09 =a-c 
o—eo _ cm 
( e )o= &, 
da nun m+r =o und “89 = 4 zu m prim ist und schlieBlich noch 
= wegen der Aquivalenz der Moduln r und r, in s liegt, so ist 


-& = 1 [mod mj. 


Damit ist die eine Richtung bewiesen. 
Die Umkehrung soll ein wenig allgemeiner bewiesen werden. Sei 


go=<, g,0 = 1" mit tr, = ar, dabei sollen r und r, nur ganz und 


« = 1 [mod m] sein; dann ist t(9;a) = t(0,; 4). 

Es ist («—1)o= ™* mit mb+c¢=0, also (g,—9)¢ = abr, 
c(e,—e) ca. Andererseits gilt m(o0,—yv) Ca, und wegen m-+c¢ = 0 
erhalten wir 0,— o@ Ca. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 

Demnach sind also die den Klassen zugeordneten Funktionen von 
der Auswahl von r in seiner Klasse f* unabhangig; da t homogen von 
der Dimension Null ist, kann man auch @ durch eine beliebige Ring- 
assoziierte ersetzen. Aus demselben Grunde hangt der t-Wert, was a 
anbetrifft, nur von der Klasse f ab. Man kann also z. B. verlangen, 
da8 a ganz und regular ist. 

Der Wert t(g, a) ist eine Invariante der Klasse f*, wir schreiben 


T(Q, a) = t(f*). 


Zu jeder Klasse f* gehért eine eindeutig bestimmte Idealklasse ff und 
umgekehrt. Wir kénnen also auch t(o, a) als Invariante von ff} be- 
zeichnen. 

Satz 24 liefert nun unmittelbar: 

25. Die Invarianten rt (f*), die zu derselben Klasse f gehéren, sind 
verschieden. 

Ist m die kleinste in m gelegene ganze rationale Zahl, so ist 
bra 
 hndineadier 
mit ganzem b. Erzeugen a,, a, den Modul a, so kann man schreiben 


2% + 59% 


= (z,, 2, ganz rational) 


o= 
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mit (z,, z,,m) = d= 1. Denn ist d + 1, so gilt 
_ dt,a tra ~=ota ~ - 
dm, a. a° & wa 
Da aber r regulir und zu m prim ist, so miiBte m, Cc m (nach 18.). 
Das ist ein Widerspruch. 
Die Klasseninvarianten t(f*) sind also spezielle m-te t-Teilwerte. 
In Satz 21 beweist Herr Hasse: 
Die Teilungsgleichung 


Tn(t, jm, «))= J] (ers; w,, w,)) 





21,22 modm : 
(41, 72,™)=1 ft 


ist ein Polynom in ¢ und j(w,, w,) mit rationalen Koeffizienten, in deren 
Nennern héchstens Primteiler von m aufgehen. 


Da aber j(w,, w,) fiir jeden singuliren Modul ganz algebraisch ist, 
so erhalten wir: 

26. Ist a ein beliebiger Modul der Ordnung 0, so sind die m-ten 
t-Teilwerte t (Fuca t Hats a,, a,) der o zugeordneten t-Funktionen alge- 
braische Zahlen, in deren reduzierten Nennern héchstens Primteiler von 
m aufgehen. 

Um zu zeigen, daB k(j(f), t(f)) der zu H}(m) gehdrige Klassen- 
kérper K» ist, bildet man die Differenzen 


dp, (Z,, %y; W,, W,) = rp (2% = Ss, w,, wy) —_ x (Beitr t yey). P,(*)) 
mit (z,, z,, m) = 1 
fiir eine Primzahl p, die teilerfremd ist 
1. zu der Diskriminante Q*d von 0, 


2. zu der Norm von m, 
3. zu den Relativdiskriminanten der simmtlichen Kérper 


(rE; a, a); 


wo a= [a,,4,] ein vollstindiges Reprisentantensystem der absoluten 
Modulklassen von o durchléuft und fiir z,, z, ein System von modulo m 
inkongruenten Wertepaaren zu nehmen ist. 


Weiter verlangen wir, da8 p in k in Primideale ersten Grades zerfallt: 
(p) = PoPo- 
Dann zerfallt auch der Modul p-o in zwei verschiedene Moduln: 


po=pp’, p=[p,, 5], p’ = [p, 5). 
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Die P, sollen ein vollstandiges Reprisentantensystem von Transformationen 
p-ten Grades durchlaufen: 


P,=(F y= 0, l,..., p: P,..=(7 


Herr Hasse zeigt im Beweis von Satz 23: Ist 0 = 0,, a, ein Ideal 
und P eine normierte Transformation p-ten Grades, die die Basis a,, a, 
von a, in eine Basis von p,a, tiberfiihrt, so ist 


6p (z,, Z, Gy, a,) =0 (mod Po): 
Bei dem Beweise wird von der Tatsache, daB a, Ideal ist, nur gebraucht: 


Ist (ot) 


A(w,, w,) /’ 


P(t, j(w,, w,)) = IT (t — Pp, (w,, w,)) ‘ (w,, w,) = 


80 ist D’(pp(w,,w,); J (w,, w,)) fiir ein Ideal a, von k eine ganze alge- 
braische nicht durch p, teilbare Zahl. 

Das gilt aber auch fiir Moduln der Ordnung 0, falls unter P eine 
normierte Transformation p-ten Grades verstanden wird, die die Basis a,, a, 
des Moduls a in eine Basis des Moduls p’-a iiberfiihrt. 

27. Es ist dp(z,,2,; @,,4,)=0 (mod p,), wenn a = [a,,a,] ein 
Modul von 0 ist, p in k in Primideale ersten Grades zerfillt und nicht 
aufgeht 

1. in der Diskriminante von 0, 

2. in der Norm von m, 

. . . ee a z,a %,a 

3. in den Relativdiskriminanten der Kérper k ( out “25s, a)). 

Fiir die Klasseninvarianten ergibt sich daraus: 

28. Geniigt p den im vorigen Satz gemachten Voraussetzungen, so ist 


te (f*) = tr (f f*) (mod p,). 
Es ist . 

x(t) = 1 (BEM: g) — 2/9; a) 
und 


1(Pa =); Pa) = x(pe; p'a) = (0, S$) = t(e), 


dabei wird unter f} diejenige Klasse verstanden, die den reguliren und 
zu m primen Modul p enthilt. 

Da aber die Klassen f* bei a ao, isomorph auf die Idealklassen ff 
abgebildet werden, so folgert’ man aus 25., 28. und der Tatsache, dab 
die Invarianten j (f) alle verschieden sind: 
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Satz I. Ist 0 eine Ordnung eines imagindrquadratischen Koérpers k, 
m ein ganzer Modul derselben Ordnung und H}(m) die von den Zahlen 

a = 1 [mod m] 
erzeugle Hauptklasse, so ist 
k(j(®), t(t)) = Km 

der zu H}(m) gehérige Klassenkérper. 

Die t-Teilwerte, die Klasseninvarianten sind, liegen also im Kérper Ky. 
Wie steht es nun mit beliebigen t-Teilwerten fiir Moduln von 0? Wir 
zeigen, daB die Werte t (“tet Hats. a,, a,) in K,, liegen, wenn a = [a, ,a,] 
zu o gehort. 

Sei p eine Primzahl, die den Bedingungen des Satzes 27 geniigt, 


weiter sei 
(P) = PoPo, Po F % 
und p, liege in H}(mo); da der Erklarungsmodul mo rational ist, liegt 
auch p, in H}(mo), mithin ist p = 1 (mod m). 
Die den Primidealen p, und p, zugeordneten reguléren Modulu p 
und p’ liegen in H* (mo), d. h. p = a0 mit « =1 [mod mo]. Nach 27. ist | 





7 (BT Ae, a, a)? = (P+ *2@,). a’ a,, a’ a,) 


“1% 71%; a,,a,) (mod p,), 


=t(a 


denn es ist ja (p) = (a)-(a’). Der zweite Teil des Beweises von 24. 
wurde allgemeiner gefiihrt. Daraus ergibt sich 


od ee a, , a) = t(2 15 EA%; 41,4), 


” (“1% ~ =: a, a,)"= (Fa SaaS, a,, a,) (mod p,). 


Das gilt fiir fast alle Primideale p, der Hauptklasse H}(m 0). 
Wir betrachten nun den Kérper Kyo (x (A a, a,, a,)), P, sei 


ein Primteiler von p,. Die Potenzen von t bilden dann eine ¥,-Basis 
iiber X,,.. Ist also A fiir %, ganz, so kann man schreiben 








Komplexe Multiplikation. 319 


mit ganzen Koeffizienten aus K,.. Da aber p, in Ky. vollstandig zer- 
fallt, ist 

a? =a, (mod $,) (p, ist ja vom ersten Grade), 
mithin 

Av =A (mod §,). 
Dann kann p, aber nur in Primteiler $%, vom ersten Grade zerfallen. 
Es zerfallen also fast alle Primideale aus H}(mo) im Kompositum voll- 
stindig. Weiter liegen auch die Normen samtlicher Ideale des Kompositums 
in der Hauptklasse H} (mo), denn das Kompositum enthalt ja den zu 
H$ (mo) gehérigen Klassenkérper K,,.. Aus diesen beiden Resultaten 


ergibt sich, daB Kyo (r (Zeit 52%, a,, a,)) auch Klassenkérper zu H}(mo) 


ist. Daraus folgt die Behauptung. Da man aber aus j (mo) und einigen der 
t-Teilwerte den Kérper schon aufbauen kann — die Klasseninvarianten 
sind ja m-te Teilwerte — so kénnen wir sagen: 


Satz II. Durchléuft a = [a,,a,] die Moduln der Ordnung 0, 2,, 2, 
alle modulo m indquivalenten Wertepaare (z,, z,,m) = 1, und adjungiert 
man die verschiedenen der Werte 

tT (Serct 21%, a, , ay) und j(mo) 
zu dem zu 0 gehérigen imagindrquadratischen Kérper k, so erhalt man den 
Klassenkérper Ky o. 


Ist a, ein Ideal und y ein rationaler Zwischenpunkt des von a, auf- 
gespannten Gitters, der aber selbst kein Gitterpunkt ist, so JaBt sich 
immer ein ganzes Ideal m, so finden, daB t(y, a,) eine zu m, gehdrige 
Klasseninvariante t (f*) ist, d. h. t(y,a,) und 7 (a,) erzeugen den Strahl- 
klassenkérper modulo m,. Das braucht aber fiir Moduln nicht zu gelten, 
denn nehmen wir a = 0, so miiBte sich ein regulirer Modul r und ein 


ganzer Modul m finden lassen, so daB yo = ~ und r+m=o0,d.h. yo 


mu8 eine eindeutige Zerlegung in Zahler und Nenner besitzen. Nach dem 
Beispiel braucht das aber fiir Moduln durchaus nicht der Fall zu sein, 
d. h. t(@, a) braucht nicht Klasseninvariante zu sein, trotzdem erzeugt 
es natiirlich mit j(a) zusammen einen Klassenkérper. Es laBt sich hier 
nur nicht unmittelbar entscheiden, welcher Klassenkérper es ist. 


II, Untersuchung der singuliiren Werte ganzer Modulfunktionen 
hoherer Stufe. 
Es sollen beliebige ganze’ zur Hauptkongruenzgruppe G, n-ter Stufe 
gehérige Modulfunktionen untersucht werden, die in allen Spitzen Ent- 
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1 22% 

wicklungen nach g* = e* 

kérper R(C,,) besitzen. 

Sei f(w,,w,) eine derartige Funktion. Um f(w,,w,) in allen 
rationalen Spitzen zu untersuchen, wahlt man sich bekanntlich irgend- 
ein vollstaindiges Vertretersystem S,,...,S, der Gruppe S aller Modul- 
substitutionen nach der Gruppe S, und betrachtet dann die Funktion 


1(s, (:)) = 9(S;; w,, ,) 


$|5 
A, 


2 mit Koeffizienten aus dem n-ten Kreis- 


in ihrer Abhangigkeit von w,, w, im Punkte t = io, wot = = gesetzt 


ist. Die so gewonnenen Spitzenfunktionen sind auch gegen Substitutionen 
aus G,, invariant, denn die Gruppe G,, ist ja Normalteiler in der Gruppe G. 
Die Funktionen sind ganz, denn f{(w,,,) ist ja in allen endlichen 
Punkten der oberen Halbebene in den Ortsuniformisierenden regular. 
Bei Anwendung einer beliebigen Modulsubstitution 7 vertauschen sich 
die Spitzenfunktionen untereinander: 


9(S:; r(\)) = g(S;T; w,, w,) = g (Sy; w,, w,), 


denn S,T durchliéuft ja mit S; auch ein vollstaindiges Vertretersystem. 


Die Funktionen g(S,;; w,, w,) besitzen als ganze Modulfunktionen im 
1 
Punkte too Entwicklungen nach g" mit nur endlich vielen negativen 
Potenzen: 


xa, (S;) ” . 


Wir nehmen vorlaufig an, daB die a,(S,) ganz sind aus R(C,). Die 
Voraussetzung der Ganzheit ist unwesentlich, denn sie wird nur bei dem 
q-Entwicklungsprinzip gebraucht. Dafiir reicht aber die Ganzheit der 
ersten N Koeffizienten aus, wo N passend zu bestimmen ist. 

Es soll gezeigt werden, da8 unter diesen Voraussetzungen die Funk- 
tion f (w,,w,) fiir Werte a,,a,, die die Basis eines singuliren Moduls a 
der Ordnung o bilden, Werte aus dem Klassenkérper K,,. annimmt. 
Dabei nehmen wir an, daB die Numerierung der Basis schon so getroffen 


ist, daB I (™) > 0. 


f bezeichne einen derartigen Funktionswert, wir werden gleich zeigen, 
da8 er ganz algebraisch ist. Es wird dann behauptet, daB K,,.(f) auch 
Klassenkérper zu der Hauptklasse H}(no) iiber & ist, wenn 0 in dem 
imaginarquadratischen Kérper k liegt. 








, 





2. 
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Dazu hat man zu zeigen: 

1. Die Ideale des Kompositums entsenden ihre Normen in die Haupt- 
klasse, 

2. fast alle Primideale der Hauptklasse zerfallen im Kompositum 
vollstandig. 

Die erste Bedingung ist trivialerweise erfiillt, da das Kompositum ja 
den zu Hf (no) gehérigen Klassenkérper enthilt. 

Um das Erfiilltsein der zweiten Bedingung zu zeigen, geniigt es, sich 
auf Primideale ersten Grades der Hauptklasse zu beschranken. 

Liegt p, in der Hauptklasse und gilt fiir jeden Primteiler 2, von p, 
im Kompositum und fiir jedes fiir , ganze A aus K,,,(f/) die Kongruenz 


A? = A (mod §,), 


so kann p, nur in Primteiler vom ersten Absolutgrade zerfallen, also erst 
recht vom ersten Relativgrade beziiglich k. Diese Kongruenz ist aber 
dann und nur dann erfiillt, wenn 


{? = { (mod §,), 


denn die Potenzen von / bilden eine ,-Basis beziiglich K,,, und fiir $B, 
ganze Elemente dieses Kérpers geniigen der Kongruenz, da p, hier ja 
volistandig zerfallt. 

Der Nachweis ist also erbracht, wenn wir zeigen: 

Fiir fast alle Primideale p, ersten Grades der Hauptklasse gilt 


/? = f (mod $,), 

wenn $f, irgendein Primteiler von p, im Kompositum ist. Man kann noch 
verlangen, daB p, zu einem festen Ideal prim ist. 

Es liegt mit p, auch p, in H} (no) und es ist p= 1 (modn). 

Der Modul po zerfallt ganz entsprechend: 

po=pp, p=[p’, 5), p' =[p,,o], p+. 

Wir beweisen die Kongruenz fiir die Funktionen g(S;; w,, w,). Der 

Ausdruck 
T (t; w,, w,) = IT (t — 9(S;; w,, ws) 
i 


ist ein Polynom in ¢t, dessen Koeffizienten gegen Modulsubstitutionen in- 
variant sind. Andererseits sind sie Funktionen von w,, w,, die homogen 
von der Dimension Null, in den endlichen Punkten der oberen Halbebene 
1 
re: lar sind und Entwicklungen nach gq" mit nur endlich vielen nega- 
tiven Potenzen besitzen. Die Koeffizienten dieser Entwicklungen sind 
ganz aus R(¢,). Nach dem ¢-Entwicklungsprinzip sind also die Koeffj- 
zienten des Polynoms in ¢ Polynome in j(w,, w,) mit ganzen Koeffizienten 
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aus R(¢,). Da aber der héchste Koeffizient des Polynoms in ¢ gleich 1 
und j(w,, w,) fiir einen singuléren Modul ganz algebraisch ist, so er- 
halten wir: 

Ist a,, a4, Basis eines singuliren Moduls, so ist g(S;; a,, a,) ganz 
algebraisch. 

Wir kommen nun zu dem Beweis der Kongruenz. 

Es ist zweckmaBig, nicht die Funktion g? (S;; w,, w,) direkt mit der 
Funktion g(S;; w,, w,) zu vergleichen, sondern noch die Funktionen 


a(S; P(%)) 


dazwischen zu schieben, um einen Ausgleich fiir die p-te Potenz zu haben. 
P soll dabei eine Transformation p-ten Grades bedeuten. Wir nennen 
zwei derartige Transformationen dquivalent, wenn P = T-P’, wo T eine 
Modulsubstitution ist. Auf Seite 317 ist ein vollstindiges Vertretersystem 
angegeben. Dabei darf »y noch modp abgeindert werden. Der Trans- 
formation P, ordnen wir die Transformation P; zu, wo 7 = yv(modp) 
und 7 =0(modn). Das ist méglich, da (p,m)=1. P,4, lassen wir 
ungeandert. 
Damit bilden wir die Funktionen 


9(85 Pr(~))): 


Ist J eine Modulsubstitution und P;T = T, P;, so ist wegen 


T = T, (mod n) 
(Si: Py T(V')) = 9(8.7; Pr, (%*)). 
Fir die Differenz 
dp, (Sj; w,, w,) = g? (Si; #,, w,) — 9(8: P,(")) 


ergibt: sich 
dp, (8; T(v*)) = dry (8.2; (Vi), wenn PT = T,- Py. 


Wir erhalten also wieder eine Differenz. 

Die Funktionen dp, (S;; w,, w,) vertauschen sich mithin nur unter- 
einander. Speziell geht die Gesamtheit der Funktionen dp_ (S;; w,, w,) mit 
festem P; bei Anwendung der Modulsubstitution 7 in die Gesamtheit 
der Funktionen dp., (S;; w,, w,) tiber, wenn P; T ~ P;-. 
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Bildet man bei festem P; die K-te symmetrische Grundfunktion 
d'* (w,, w,) 80 gehorcht diese dem Gesetz: 


ayo (7 - ‘= Fd 1 (@,, Wy). 


4(P.(o)) 


Pr, (¥;, W,) —_ i A (w,, Ws) 
sind demselben Gesetz unterworfen. 
Fiir die dp, (S;; w,, w,) existieren Entwicklungen Bp, (Si), 


Die Funktionen 


= Pp, (W,, Ws) 


a 
Bp. (8) = (Ea, (8) 9")? — Za, (S) (Eq pn) vy+p+l, 


Bp, , (8) = (Za, (8)) q*)? — Ea, (S)q*- 
Der Exponent von ¢, ist ganz, da »=0(n). Die Koeffizienten der 
q-Entwicklungen sind ganz und liegen in R(¢,, ¢,). Da (p, n) = 1, 80 
werden die Automorphismen von R(¢,,¢,) tiber R(¢,) gekennzeichnet 


durch ¢, > Z. Dabei vertauschen sich die Entwicklungen der dp. (S;) 
nur untereinander. 


Ist » + p+ 1, so unterscheidet sich Bp_(S;) von Bp, (S;) nur durch 
den Exponenten von ¢,, d. h. 


Bp, (8 = Bp, (S;) (mod 1- ¢,). 


Fir Bp, , (S,) gilt die we 


pt. 
Bp, , ,(8;) = 0 (mod p), 

denn in R(¢,) zerfallt p vollstandig; ist also 3, irgendein Primteiler von p 

in R(f,), so ist 

az (S,) =a, (S,) (mod $,), 


wegen des unverzweigten Zerfalls gilt dann die Kongruenz auch mod p. 
Daraus folgert man die Behauptung. 


Fiir die Entwicklungen By der dif? - (w,, w,) erhalten wir 
~ = Bo) (mod 1 — ¢,) ¥+p+l, 
= 0(mod p), 


Py we 

d. h. es gelten ganz analoge Kongruenzen, wie fiir die Entwicklungen A, 
der gp, : 

A, = A, (mod 1— Cp) v + Pp + 1, 


A,y+1 =0(mod p). 
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Dabei ist A, fiir » + p-+-1 eine Potenzreihe nach rap, A,+, eine solche 
nach g mit ganzen rationalen Koeffizienten und nur endlich vielen nega- 
tiven Potenzen. 

Bei einem Automorphismus von R(¢,,¢,) tiber R(¢,) vertauschen 
sich also die A, und Bp. in gleicher Weise. 

Bildet man die Interpolationsformel 


@D (t; 7 (wy, 
D®) (t; w,, w,) = = y(t 1 (wr 2) a (w,, w,) 


_ o Pp, (wy, W,) 
mit 
®, (t; j(w,, w,)) “= IT (¢ — OP, (w,, w,)); 
so iiberzeugt man sich leicht, daB D‘*) (¢; w,, w,) ein Polynom in ¢ und 
j(w,, w,) ist mit ganzen Koeffizienten aus R(¢,, £,). Da aber mit ¢, 
auch simtliche Konjugierten in die Koeffizienten symmetrisch eingehen 
so liegen diese schon in R (C,). 
Fiir die ¢, g-Entwicklung von D‘*)(t; w,, w,) findet man 
Mm %—A) _ 
(t — A)... (¢— Ay) BY, +C—Apsr)> DD FPF — Bp? 
vepti 


= (t — A,)”- Bp? , + p(t — Ap+1)-(t — A,)?-*- Bp, =0 (mod 1 — ¢,), 
d. h. die Koeffizienten der ¢, g-Entwicklung von D“™ (t; w,, w,) sind durch 
1—¢, teilbar. Da die Koeffizienten aber andererseits in R(¢,,) liegen, 
so gilt die Kongruenz auch mod 1—{,. In R(¢,) zerfallt p in J7(1—{}). 
Ist also Z, irgendein Primteiler von p in R(C¢,, ¢,), so gilt 


D®) (t; w,, w,) = 0 (mod F,) 


und damit D™)(t; w,, w,)=0 (mod §,), wenn J, der zu PB, gehérige 
Primteiler von p in R(g,) ist. Da aber p in R(¢,) unverzweigt zerfallt, 
so erhalten wir: 

Ist p=1(modn), so ist D*) (t; w,,w,) ein Polynom D‘ (t; 7(w, , w,)) 
in ¢ und j(w,, w,) mit ganzen durch p teilbaren Koeffizienten aus R(¢,). 
Wir lassen ¢ gegen gp_(w,, w,) streben und erhalten schlieBlich noch die 
Darstellung 
le (ep, (w,, Wz); 7 (w, w;)) 


K) —_ 
dp (w,, w,) = D;, (Pp, (wis W2)5 J (wy Ws) 





Es ist 


®, (t; j (w,, w,)) = t?+*+S8(w,, w,)t (mod p) 








oa 
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mit 


. 
S(w,, w,) = rd a) w,) *)- 
Sei nun a = [a,, a,) ein Modul der Ordnung 0, p, ein Primideal aus 
Hj (no), das prim zur Diskriminante von 0 und vom ersten Absolutgrade 
ist. P sei eine normierte Transformation p-ten Grades, die die Basis a,, a, 
von a in eine Basis von p’a iiberfiihrt, wenn p der zu p, gehérige regu- 
lare Modul ist. Eine solche Transformation gibt es, da p ein ganzer 
Modul sein mu8, denn er ist regular und sein Bild ist ganz. Ist P die- 
jenige Transformation, die die Basis a,, a, in eine Basis von pa iiber- 
fiihrt, so gilt 
(ye (a)) = pi*; (pe (a)) = p}?. 
Da aber die gp (a) ganze algebraische Zahlen sind und J] gp, (a) = p'?, 
so miissen die restlichen P, (a) Einheiten sein, d. h. S(a) ist eine zu p, 


prime ganze algebraische Zahl. Wegen ®,(gp(a), j (a)) =S(a) (mod p,) 
ist D,,(pp(a), j(a)) zu p, prim. Andererseits ist D‘*)(pp(a), j(a)) eine 
ganze algebraische durch p teilbare Zahl, also 
i ’(a,, a,) = 0(mod p,), 

ganz algebraisch ist diese Zahl auch, da sie sich aus solchen Zahlen ganz 
rational aufbaut. 

dp(S;; a,, a) geniigt also einer Gleichung, deren héchster Koeffi- 
zient 1, deren iibrige Koeffizienten ganz und durch p, teilbar sind. Ver- 
meidet man mit p, noch endlich viele Diskriminantenteiler, so mu 
dp(S,; a,, a,) selbst durch p, teilbar sein. 

Fiir fast alle Primideale p, der Hauptklasse H}(no) gilt 


=a 
g” (Si; a,, a,)= 9 (8; P(7)) (mod Pp): 

SchlieBlich bleibt noch der Zusammenhang von g(S,;a,,a,) und 

=a ; : 4 . ) oe 
9(S., P(t) zu ermitteln. Wir behaupten: 9(8,; “a )) = 9(S;; a,,a,). 
Dabei wird wesentlich benutzt werden, daB p,=1{[no]. Bisher kamen 
wir mit p=1(n) aus. 

P (*) liefert eine Basis des Moduls p’a. p liegt in H*(no) d. h. 

3 

p =ao0 mit «=1[modno]. Da aber p ganz ist und «cs, so liegt « 
in 0. Die Kongruenz besagt weiter, daB danna—1lcno. Es muB 


eine Modulsubstitution 7 so geben, daB P(m) a? wes Sei 
P 2 2 


4) Siehe §3 der oben genannten Arbeit von Hasse. 
Mathematische Annalen. 111. 22 
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P= > *) mit a = d = 1(modn) und b = 0(modn). Da a, b, d ganze 
rationale Zahlen sind, so gilt die Kongruenz auch modulo no. Setzt 
man T = *). so soll 


> 


(a — a’ z)a, + (b— a’ y)a, = 0; (d —a'v)-a, —a’u-a, = 0 
sein. Dann gilt aber wegen der Kongruenzen mod no 
(1 — z)a, — ya, C no, (1 — z)a, — ya,)-0 = n-b, 


wo b ein ganzer zu o gehériger Modul ist, denn wir diirfen wegen der 
Nullhomogenitét von /(w,, w,) annehmen, daB a ein ganzer, regulirer 
und zu no primer Modul ist, da in der Klasse f von a sicherlich solche 
Moduln liegen. Die Zahl liegt andererseits in a, 


(1 — z)a, — ya,)o = a-e, 
da a+no=o0 und b-aca, b-nca, ba+bn=bca, dah. 


(1 — z)a, — ya,)o = a-n-d, (*=*a,—+4-a,) ca. 
Dann miissen aber — 





= und 2 ganze rationale Zahlen sein. Ebenso 
zeigt man, daB u=0(modn) und v=1(modn) ist. Damit ist die 
Kongruenz 

f? (a,, @,) = f (a,, 4.) (mod p,) 
volisténdig bewiesen. 


Satz III. Ist f(w,,w,) eime zur Hauptkongruenzgruppe n-ter Stufe 
1 


gehérige ganze Modulfunktion, die in allen Spitzen Entwicklungen nach q” 
mit Koeffizienten aus dem n-ten Kreiskérper besitzt, so liegen die Werte, 
die {(w,,w,) fiir singuldére Moduln der Ordnung 0 des Kérpers k annimmt, 
in dem Klassenkérper Kno tiber k. 

Im vorigen Abschnitt haben wir gezeigt, wie man diese Klassen- 
kérper mit Werten, die die t- und j-Funktionen fiir die Moduln der Ordnung 
annehmen, konstruieren kann. 

Der Satz gestattet noch eine Aussage iiber ganze Modulformen 
g(w,, w,) n-ter Stufe, die in allen Spitzen g-Entwicklungen haben, 


deren Koeffizienten bis auf den Faktor ( =s*/° in R(f,) liegen. Eine 


\ W 
derartige Form nullhomogenisiere man mit A‘, (w,, w,)°), wenn —S die 


0 (> 9) ist dann eine ganze 


Dimension von g(w,, w,) ist. f(w,, w,) = ~~ 
Ay 9(W, Wg) 


5) Unter 4,. wird diejenige 12-te Wurzel aus 4 verstanden, die im Punkte 
ico durch die unten angegebene g-Entwicklung ausgezeichnet ist. 




















a. 
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Modulfunktion der Stufe a-n, dabei ist a-m das kleinste gemeinschaft- 


liche Vielfache von ~5-s; = @, und n, denn 4$, nimmt bei einer Modul- 


substitution T = * a den Faktor 


(2) = cia S(Me+ P+ S17 + Or + G7 + 9d—H 0-7) 
an, das ist eine a,-te Einheitswurzel und es ist y(7T) = 1, wenn 
T = E(mod a,). Da aber 


° 1 w 
Ay (w,, ,) = (=2*) gi 770 — 

ist, so sieht man, daB f(w,, w,) in allen Spitzen q-Entwicklungen mit 
Koeffizienten aus R¢,, hat. g(w,, w,) nimmt also fiir singulare 
Moduln der Ordnung 0 Werte an, die bis auf den Faktor 4$,(w,, w,) in 
Knao liegen. Der transzendente Bestandteil von g(w,, w,) steckt also 
schon in AS, (w,, w,). 

Den Faktor a kann man durch passende Nullhomogenisierung noch 
herunterdriicken. Im Fall gerader Dimension wird man zweckmiBig eine 


Potenz von a 





verwenden, allerdings muS man dann die Haupt- 


ordnungen von R(V¥—1) und R(V— 3) ausschlieBen. 


Im Falle ungerader Dimension zerlege man s in s, + s,, wo 8, = 0(2), 
und s, einen médglichst groBen gemeinsamen Teiler mit 12 hat. 

Weiter laBt sich zeigen, daB der Kroneckersche Jugendtraum mit 
einer festen Modulfunktion n-ter Stufe, die in allen Spitzen g-Entwick- 
lungen mit Koeffizienten aus R(¢,) besitzt, sich nicht verwirklichen 1aBt, 
denn dann miiBte sich ein Klassenkérper K iiber einem imaginarquadra- 
tischen K6rper & erst recht in einen Kérper Q einbetten lassen, der 
durch Komposition von Kérpern Kno, wo o Ordnungen des Kérpers k 
durchliuft, und Adjunktion von Einheitswurzeln entsteht. Ein Kompo- 
situm von Kérpern Kno laBt sich aber immer in einen Kérper Kno, 
einbetten. Man nehme fiir die Invariante Q, von 0, das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache der bei der Komposition verwandten Ordnungs- 
invarianten. Ist Q/Q,, so folgt aus «=1[no,] auch « =1 [mo], wenn o 
die Ordnung der Invariante Q ist. Dasselbe gilt auch fiir die Einheits- 
wurzeln. Es geniigt also zu zeigen, daB sich nicht jeder Klassenkérper K 
iiber & in einen Kérper Q einbetten laBt, der durch Komposition von 
Kno und €, entsteht. Wir nehmen fiir K den zu «=1(modm) ge- 
hérigen Strahlklassenkérper iiber k, wo (n,m)=1. Dann gilt nicht 
stets K < Kno (fg). Nach den oben gemachten Bemerkungen kann man 

22* 
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annehmen, daB m|Q. Die Kérper k = R(V¥— 1), R(V— 3) schlieBen wir 
aus. Aus den Kongruenzen 

a=1{[modno], « =1(modQ) 
folgt dann nicht stets «= 1(modm), wie man auch Q wihit. Um das 
Nichtbestehen zu zeigen, kann man sich auf rationale « = r beschrinken. 
Fiir solche « besagen die Kongruenzen aber nur 

r=1(modn), r’=1 (mod Q), 
denn wegen r= 1 (modQ) ist schon r zu Q prim, liegt also ins. r—1 
hat einen durch n teilbaren Zahler. Es hat dann, da es sich um rationale 
Zahlen handelt, auch (r—1)o einen durch no teilbaren Zahler, d. h. 

=1{[mo]. Man zeigt dann wie iiblich, daB r nicht stets kongruent 

1 (mod m) zu sein braucht, wie man auch Q wahlt. 

Satz IV. Es gibt keine ganze Modulfunktion f (w,, w,) n-ter Stufe, 
die in allen Spitzen q-Entwicklungen mit Koeffizienten aus dem n-ten 
Kreiskérper hat, der Art, dap man jeden Klassenkérper K iiber einem 
imagindrquadratischen Kérper k in einen Kérper Q einbetten kann, der 
aus k durch Adjunktion von zu k gehérigen singuldren {-Werten und Ein- 
heitswurzeln entsteht. 

Genau so sieht man, da auch eine endliche Anzahl von Modul- 
funktionen der oben besprochenen Art zur Konstruktion nicht ausreicht. 


Hamburg, im Januar 1935, 


(Eingegangen am 12. 1. 1935.) 




















Die Darstellung der inhomogenen Modulargruppe mod g” 
durch die ganzen Modulformen gerader Dimension. 


Von 


Heinz Spies in Hamburg *). 


Herr Hecke hat in zwei Arbeiten') das Verhalten der Integranden 
erster Gattung in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen von 
Primzahlstufe q bei Anwendung von beliebigen Modulsubstitutionen unter- 
sucht. Die Ergebnisse sind von Herrn Feldmann*) auf Modulformen be- 
liebiger ganzzahliger Dimension iibertragen worden. Inzwischen wurden 
gleichzeitig von den Herren Praetorius und Rohrbach*) die einfachen 
Charaktere der Modulargruppen mod q’ berechnet. 

In der vorliegenden Arbeit wird fiir die Darstellung S,, der inhomo- 
genen Modulargruppe mod g" durch die ganzen Modulformen einer geraden 
Dimension — 2k der Charakter berechnet. Das geschieht — anders als 
in den drei zuerst genannten Arbeiten — ohne Zuhilfenahme der einfachen 
Charaktere, die fiir » > 3 noch unbekannt sind, auf Grund folgender 
Uberlegung: 

Der Charakter ist eine Funktion der Klassen konjugierter Elemente 
und sein Wert fiir ein Element die Summe der charakteristischen Wurzeln 
der entsprechenden Darstellungsmatrix. Es geniigt daher zur Berechnung, 

*) Diese Arbeit ist von der math. naturw. Fakultaét der Hamburgischen Uni- 
versitét als Dissertation angenommen worden. 

1) E. Hecke, Uber ein Fundamentalproblem aus der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen, Hamb. Abh. 6 (1928), S.235—257 und Uber das Verhalten der 
Integrale erster Gattung bei Abbildungen, insbesondere in der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen, Hamb. Abh. 8 (1931), S. 271—281. — Fiir allgemeine algebraische 
Gebilde mit Transformationen in sich ist die Darstellung der Transformationsgruppe 
durch die Integrale erster Gattung des Gebildes zuerst von Hurwitz behandelt 
worden [Uber algebraische Gebilde mit Transformationen in sich, Math. Annalen 41 
(1893), S. 403—442 = Gesammelte Werke 1, S. 391—430]. Neuerdings sind dariiber 
die folgenden beiden Arbeiten erschienen: C. Chevalley und A. Weil, Uber das Ver- 
halten der Integrale 1. Gattung bei Automorphismen des Funktionenkérpers, Hamb. 
Abh. 10 (1934), S.358—36] und A. Weil, Uber Matrizenringe auf Riemannschen 
Flachen und den Riemann-Rochschen Satz, ebenda 11 (1935). 

*) H. Feldmann, Uber das Verhalten der Modulfunktionen von Primzahlstufe 
bei beliebigen Modulsubstitutionen, Hamb. Abh. 8 (1931), S. 323— 341. 

5) H. W. Praetorius, Die Charaktere der Modulargruppen der Stufe g?, Hamb. 
Abh. 9 (1933), S. 365—394, im folgenden zitiert mit P.; H. Rohrbach, Die Charak- 


tere der binéren Kongruenzgruppen mod p*, Schriften d. Math. Sem. d. Univ. 
Berlin 1, Heft 2 (1932), im folgenden zitiert mit R. 
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aus jeder Klasse konjugierter Elemente einen Vertreter A der Ordnung g 
herauszugreifen und fiir jede g-te Einheitswurzel w die Vielfachheit zu 
bestimmen, mit der sie unter den charakteristischen Wurzeln der Dar- 
stellungsmatrix, die ja g-te Einheitswurzeln sind, vorkommt. Diese Viel- 
fachheit ist nun identisch mit der Anzahl linear unabhiangiger ganzer 
Modulformen, die bei Anwendung von A den Faktor » aufnehmen. 
Existiert iiberhaupt eine solche Form, so liefert der Riemann-Rochsche 
Satz die genaue Anzahl; die Existenzfrage mu8 in jedem Fall geklart 
werden. 

Bei der Anwendung des Riemann-Rochschen Satzes treten die Ge- 
schlechter gewisser Untergruppen U der Modulgruppe mit abelscher 
Faktorgruppe U/I"(q") auf. Die Berechnung derartiger Geschlechter, die 
bisher sehr umstandlich war, wird in dem vorbereitenden §1 auf ein- 
fachere Art vorgenommen. In §1 wird ferner ein volles Vertretersystem 
fiir die Klassen konjugierter Elemente aufgestellt. 

Die Abzaihlung der charakteristischen Wurzeln erfolgt in §2. Die 
Rechnung hat folgendes Ergebnis: Die Werte des Charakters von G,, 
sind im allgemeinen rationale Zahlen. Nur im Fall gq = 3(4) ergeben sich 
fiir die Charaktere der parabolischen Substitutionen, also fiir die Kon- 


: i) und ihre Potenzen, Zahlen des Kérpers K ()¥ —q), 


in deren Imaginarteil als Faktor von Y— q ein Vielfaches der Klassenzahl 
von K (V¥— q) auftritt. Die Klassenzahl kommt allein durch die Dirichlet- 
sche Klassenzahlformel hinein bei der zur Anwendung des Riemann- 
Rochschen Satzes nétigen Bestimmung der Nullstellenanzah] gewisser 
ganzer Modulformen, gemessen in den zu einer Obergruppe von J"(q") 
gehérigen Ortsuniformisierenden. 

Durch den Charakter ist im Sinne der Darstellungstheorie, also bis 
auf aquivalente Darstellungen, die Darstellung S,, vollkommen bestimmt; 
eine Zerlegung in irreduzible Bestandteile ist also méglich, sobald die 
einfachen Charaktere bekannt sind. 

Ohne Kenntnis der einfachen Charaktere ergeben sich fiir die Zer- 
legung die beiden Tatsachen: 

Irreduzible Darstellungen treten in Ss, gleich oft auf, wenn ihre 
Charaktere konjugiert sind in bezug auf K(¥—q), und 

Die Differenz der Multiplizititen, mit denen zwei irreduzible Dar- 
stellungen mit konjugiert komplexen Charakteren in S,, vorkommen, ist ein 
ganzzahliges Vielfaches der Klassenzahl von K (VY — 4). 

Fiir die Stufe g* wird in §3 die Zerlegung durchgefihrt. 

Herrn Hecke bin ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir 
wertvolle Ratschlige zu Dank verpflichtet. 


jugierten von P =( 





_~ 
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§1. 
Vorbereitendes. 


A. Die Berechnung der Geschlechter gewisser Untergruppen 
von J'(1). 

Es sei J°(1) die inhomogene Modulgruppe, I"(m) die Hauptkongruenz- 
untergruppe mod m; dann ist M(m) = I'(1)/I'(m) die Modulargruppe 
mod m von der Ordnung w = yu(m). Es sei ferner U eine Untergruppe 
von J"(1), die fiir irgendein m Obergruppe von J"(m) ist. Die Faktor- 
gruppe U,, = U/I'(m), im Sinne der Isomorphie eine Untergruppe von 
Mm), sei eine abelsche Gruppe der Ordnung g. 

Das topologische Geschlecht (des Fundamentalbereichs) von U ist 
nach der Eulerschen Polyederformel 


, 


wobei p’ = = der Index von U in J"(1), 


v, die Anzahl der inaiquivalenten rationalen Fixpunkte von U, 
y, die Anzahl der inaquivalenten Fixpunkte von U aus dem Kérper 
v, die Anzahl der inaiquivalenten Fixpunkte von U aus dem Kérper 


K (¥— 3) 
ist. 


Die Berechnung von », geschieht in der folgenden Weise: Es gibt 
dann und nur dann fir U einen Fixpunkt aus K(V¥— 1), wenn es in U 


eine mit 7 = (} pe konjugierte Substitution gibt. Die Anzahl aller 


iniiquivalenten Fixpunkte dieser Art ist die Anzahl aller mod U verschie- 
denen Modulsubstitutionen M, fiir die MTM-' zu U gehért. Diese 
Substitutionen miissen insbesondere mod J*(m) verschieden sein; die Ab- 
zahlung ist daher in I(m) durchzufiihren. Sind A,, A,,..., A, alle mit T 
konjugierten Elemente von U,,, so haben wir die Anzahl der mod U,, 
verschiedenen Substitutionen zu bestimmen, fiir die 


(1) MT M-' = A, (mod m) 

bei festem i ist, und die Summe der Ergebnisse fiir alle « zu bilden. 
Ist M eine feste Lésung von (1) und durchlauft L alle mod U,, ver- 

schiedenen Lésungen von 

(2) L A,L-' = A, (mod m), 

so durchléuft offenbar LM -alle und nur die mod U,, verschiedenen 

Lésungen vor (1). 








332 H. Spies. 


Die Kongruenz (2) wird von den Elementen des Normalisators von A, 
und nur von diesen erfiillt, und da U,, als abelsche Gruppe dem Norma- 
lisator jedes ihrer Elemente als Untergruppe angehért, so ist die Anzahl 


der mod U,, verschiedenen Lésungen von (2) gleich z Fi zy ¥° J (A) den 
or 


Index des Normalisators von A in M&(m) bedeuten soll. Nach einem 
bekannten Satz der Gruppentheorie ist J(A) die Anzahl der mit A kon- 
jugierten Elemente von I(m). Nach Voraussetzung ist aber A, mit T 
konjugiert, also J(A,) = J(T) und damit 





ee 
©) "= Ty 


Analog ergibt sich 


(4) %» = 





woW =(¢ ry und s die Anzahl der mit W konjugierten Elemente 


von U,, ist. 


Es oi P = ¢ i} Ist dann M = (* 2) eine Modulsubstitation, so 


heiBe < rationale Spitze (des Fundamentalbereichs) von U von der Breite £, 
wenn # die kleinste positive Zahl ist, fiir die MP*’M~' zu U gehért. 
Sind £,, B,, .--, Ba(Bs < Bi +) alle fiir U méglichen Breiten, so gilt stets 
(5) B\Bi+1;  Bu|m. 

Je 8; mod U verschiedene Substitutionen M liefern dieselbe Spitze der 
Breite 8,; daher ist die Anzahl aller Spitzen der Breite f; der £,-te Teil 
der Anzahl derjenigen mod U verschiedenen Substitutionen M, fiir die 

MP%M-*cU, MP" M~*¢ UU fir ein positives p’ < £,. 
Die zweite Bedingung ist fiir i = 1 inhaltlos, fiir i > 1 ist sie wegen (5) 
gleichbedeutend mit 
MP! 1M ¢ U. 


Die Abzahlung ist wieder in IM(m) zu erledigen, da die Substi- 
tutionen insbesondere mod J"(m) verschieden sein miissen. 


Es seien C%, C%?, ... C% alle mit P* konjugierten Elemente von 
1 2 vy) 


U,,, ferner seien D{”, D{”,..., D? 4) alle Elemente von U,,, deren 
pi -te Potenz C\® ist und die mit P”'—! konjugiert sind, y,(8,) = 0. 
i—1 


Dann ist die Anzahl der mod U,, verschiedenen Lésungen von 
(6) M P*M~* = C¥? (mod m), 
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die gleichzeitig keiner der Kongruenzen 

(7) M P*-1M~* = DY? (modm), k =1,2,...,7.(B), 

geniigen, das f,-fache der Anzahl H (C“®) derjenigen Spitzen der Breite f,, 
die Fixpunkte von Substitutionen = of ” (mod m) sind. 


Die Anzahl der mod U,, verschiedenen Lésungen von (6) ist ——“ 


9-3 (P%)” 
MY, (B,) 











davon sind — gleichzeitig Lésungen von (7); es ist also 
g- 1 (P™—}) 

1 ‘ wy, (B,) 

(8) H(C%?) = — —- a 
Bi iin ee 

und 

a" oa) 7B) 
(9) — Ds > bid ial lH MY, ) 


re ae’ 9-1 (P*) g-J (PM) 


B. Die Einteilung von M(q") in Klassen konjugierter 
Elemente *). 


Es sei von nun an m = q”, q eine Primzahl > 3. 
¢f-i 
—— 
zige Folge von ineinander geschachtelten Normalteilern (Hauptreihe): 
Mig) DR, DR D...DR-, IR, = GE, 


wo die Elemente von ®,; die Form haben: 
. ,(ab 
N= E+¢(¢q): 
N gehért nicht zu N,.,, wenn (a, b,c,d,q) = 1. 
Man setze ad —be = — 2(N). 


Fiir die Zugehérigkeit zweier Elemente von M(q") zu derselben 
Klasse konjugierter Elemente gelten die Kriterien: 


a) Zwei Substitutionen M = (*5) und M, = & Br, die nicht zu , 
.“? 


gehéren und die die Spuren 2x(M), 2x(M,) haben, sind konjugiert, wenn 
x(M) = x(M,) (mod q") und dabei x(M)+1(modq) ist. Ist dagegen 
x(M) = 1 (mod q), so ist auBer x(M) = x(M,) noch erforderlich, daB 


eine der GréBen (4), (4 denselben Wert ergibt wie (2), (—*}. 


b) Zwei Substitutionen aus N;—Niii, N= E+¢ (25) und 


Die Gruppe M(g") der Ordnung uw = g**~? enthilt eine ein- 


N,=E +0 (8) sind konjugiert, wenn 2(N) = 2(N,) (mod g*~’) 


4) Vgl. hierzu P., 8S. 366—371; R., 8. 35—50. 
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und dabei 2(N) + 0 (mod q) ist. Ist dagegen 2(N) = 0(mod q), so muB 


auBerdem noch eine der GréBen (=), (=) denselben Wert ergeben 


. b > P —e 
wie (2) oder, falls 6, = 0 (mod q), wie ="). 
Es gibt nun in M(g") ein Element R der Ordnung g"—? 7} und 


ein Element S der Ordnung g"~* tit. Die Potenzen dieser Elemente 


sind Vertreter fiir alle Klassen, fiir die x + 1 (mod g) bzw. 2 + 0 (mod q) 
ist, und zwar charakterisieren diejenigen Potenzen R*(S°), fiir die 


a + 0 (mod 1—) (6 +0 (mod +) ist, Klassen von Elementen, dic 


nicht zu ®, gehéren. Die Potenzen R*(S°) mit a = 1" g'- 14, 
(a;,q) = 1(b = ttl yb, (b,,q) = 1) ergeben Vertreter fiir Klassen 
von N,—N,,,. R* und R-* reprisentieren dabei stets dieselbe Klasse, 
ebenso S® und S~?. 

Fiir einige von diesen Klassen geben wir noch die Anzahlen J (A) 
der Konjugierten von A an: 


J (R*) = ¢*-* (q+ 1), 
falls a + 0 (mod 1>*) und a + qt, 
n—1 473 
J(R” ©) = ge ttt, 
(10) falls gq = 1 (mod 4) (x = 0), 
J (S") = ¢*-'(q— 1), 
falls b + 0 (mod 4— ) und 6 + got : 
ie i aa-3 f= 3 
J(8 pagel, 


falls gq = 3 (mod 4) (x = 0). 





Es fehlen noch Vertreter der 2q"~' Klassen mit je q?"—?* ¢ — 
Elementen aus M(q") — N,, fiir die x = 1(q) ist, und der 2qg‘—' Klassen 
mit je gi- tt Elementen aus ®,_;— N,-;4;, fiir die x =0 ist. 

Vertreter fiir die Klassen der ersten Art sind offenbar die Elemente 

A = ( Tot 0): BY — (+f 0) 
A mod q*—'; (4,q) = 1; | = 1, 2,...,; » irgendein quadratischer Nicht- 


rest mod q; »v~' = 1 (mod 4). 
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An Stelle von A™, B™ werden auch die Elemente P = - ) und 
Q = (5 ) als Vertreter ihrer Klassen gewahlt werden. 
Es sei 
an = (ert age = med (Page... 
i a, =2+A¢, a=1, a.,=0. 
Dann ist 
lela Te as 


Die Folge a,, erfiillt naémlich die Gleichung 

(12) On+1 = m4, — In— 1 (m => 0), 

wie sich unmittelbar aus der Beziehung 
mt+a+tl) _ m+ @ m+a—l)\ m+a-—1 
wot ) = 2 a) +( 2a—3 / Fees) 


ergibt. Aus (12) folgt die Behauptung (11) durch Induktion. 
Ist m = q', so sind die Binomialkoeffizienten 


m+ a m—1+«a m—2+a 
(o4 1) ( 2a—1 ): ( 2a—1 ) 
fiir « = 2 durch gq’, fir « = 3 durch qg‘—' teilbar, wie man durch Aus- 
rechnen bestatigt. Fiir « > 4 sind sie durch g'~*** teilbar; denn der 
Zahler enthalt den Faktor q‘, und es ist 2a -—1< q*~-*. Fiir g = 5, 
a = 4 gilt allerdings diese Ungleichung nicht, aber auch hier rechnet 
man die geforderte Teilbarkeit leicht nach. 
Es ist also ’ 
i i+¢ ¢ ' i 1+q vq 
(hq! _ Dq i+1 
Aj = ( — gi 1g) Bi Repent 1 — qi) (mod g ), 
d.h.: Die g‘-ten Potenzen der Substitutionen AS, B® liegen in N,, aber 
nicht in R,,,, und die Ordnung aller dieser Elemente innerhalb M (q") 
ist q”. 
Wir wollen noch untersuchen, welche von diesen q‘-fen Potenzen 
untereinander konjugiert sind. Dariiber gibt die Determinante 


~2(A?") = — 2(BY*) nad = Sry — Ay, — 9) 


q 
—x(P") = —2(Q") =0 
AufschluB. 











336 H. Spies. 


a,, —8,-2—2 = 





SACHETS dar = wags... men, 
Der Koeffizient von 4 in der Summe ist fiir m = gq durch g*‘+', der 
von 4* durch g?‘*+?! teilbar, wie man wieder durch Ausrechnen bestatigt. 
Fir « > 3 folgt aus der eben behandelten Teilbarkeit der Binomial- 
koeffizienten die Teilbarkeit des Koeffizienten von 4*-1 durch qg?‘*?’. 
Daher ist 


m—t1 
n= Ag+q?! ¥ ef 2. 
a=2 
Damit zwei der betrachteten Substitutionen konjugiert sind, mu also 
m—1 m—1 
3) Ag’tt+@g@® 5 MAH=Ag? tg? 5 kay (mod q"~') 
a=2 a=2 
sein. Diese Kongruenz ist stets erfiillt, wenn J, und 1, > n—i sind. 
Alle Substitutionen A‘? fallen dann in dieselbe Klasse, und zwar ist 
dies wegen 2 = 0 (mod g"~‘) die von P* bestimmte Klasse; alle Sub- 
stitutionen Bee faller ebenso in die von Q* bestimmte Klasse, wenn 
L>n— i ist. 
Fiir 1 < n—d ist die Kongruenz (13) dann und nur dann erfiillt, 


venn 1, = 1, und A, = A, (mod q"~‘~') ist. Durchlauft also / alle Zahlen 
1, 2,...,”—t#— 1, so durchlaufen die Zahlen 2 alle Restklassen mod g" ~‘ 


mit x = 0(modq). Unter den Substitutionen Avy Boe kommen daher 
Vertreter fiir alle Klassen von N,—®,,, mit 7 =0(q), 7+ 0(g"*-‘) 
vor, und zwar reprisentieren alle A’ und ebenso alle BO” mit 
mod qg"~‘~! kongruenten 4 dieselbe Klasse. 

Wie bereits auf 8. 334 angegeben wurde, ist 


(4) J (AP) = 7 (BP) = a(P*) = IQ) = Gr FS <n. 
Wir wollen jetzt die Ergebnisse des ersten Teiles dieses Paragraphen 
auf einige Obergruppen von /"(g") anwenden. 
Es sei U = U(A) die Gruppe aller Modulsubstitutionen 
M = A™(mod q"), m = 1, 2,.... 


Die Gruppe U, ist dann die von A innerhalb M(q") erzeugte zyklische 
Gruppe. Das Geschlecht von U sei p(A). 


1. Es sei A= RB" oder A= 8%", t/$=", o<ign—1, 


wn oo-i-1 CE! 
g9=7 — “— 
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Wenn 1. * + 0 (mod 2) ist, sind mit 7 keine Elemente von Un 
gu—1¢—t n—1 977+! 
konjugiert; im andern Fall ist nur das Element R* _ bzw. S* a 


mit 7 konjugiert, also nach (3) und (10) 


2q't, wenn ‘t= = 0 (mod 2), 
= t 
0 sonst. 





Wenn £ ae 0 (mod 3) ist, sind mit W keine Elemente konjugiert, 
geo-—i—t gt 
im anderen Fall sind es die Elemente R* © und R* S bzw. 
yn att n—14+1 


s" * und S’  —* , also nach (4) und (10) 
‘ _ | 2¢'t, wenn t= = 0 (mod 3), 
0 sonst. 


Da mit P? fir 6 <q" keine Elemente von U_,, konjugiert sind, 
haben alle Spitzen die Breite g"; es ist daher 


u 
9-9" 
Wir gebrauchen spater nur die Geschlechter: 





y= 


= g't—1(g $1)-t. 





2n—1 1 1 l P n—1 1 
(15) p(R) baw. p(S) = 14+ £—@#*) _ tH _ tts _g th), 


4 i=} —3 
Dabei ist e = (—1) * und ey= (=) 

2. Es sei A = A{”. Mit T und W sind dann keine Elemente von U 
konjugiert, d.h. », = »,= 0. Da ferner mit P? fiir B <q"~! keine 
Elemente konjugiert sind, kommen fiir die Breite der Spitzen nur die 
Werte g"—', qgv—'+?, ..., gq” im Frage. 


Mit P” (n—1 <r < ny sind alle Elemente A?” ** konjugiert, wo 0 
die quadratischen Reste mod g"~" durchlauft, also 





---17—! i 
ee ee 
fir r=n. 
Fiir die Elemente Df” sind die Substitutionen A{?” ‘® in (7) einzu- 
setzen, @’ mod g*~**!, 9’ = 0 (mod g"~—"), also 
0 fir r=n— l, 
q fir n—-l<r<n, 


q—1 be 
— fir r=n. 


y(q") = 
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Es gibt daher nach (8) und (14) 





fir r<n—l r=n—l n—l<or<n r=" 
0 “aie g(q-lh gt 
Spitzen der Breite g’, die Fixpunkte von Substitutionen = A!” “* (mod q") 
sind, und nach- (9) ist 
» = 9 (q—-1I)+0-)Ng? 4G 


Fir U(B{) ist dieselbe Rechnung zu machen, nur ist iiberall an 
Stelle von o ein Nichtrest einzusetzen. Das andert nichts am Resultat; 
es ist also 


t;* 


3n—2 os if 
(17) p(A?) = p(B?) = 14+ £36 —) — ges 


—~» (¢—1) 
—(l-l¢ a. 


§ 2. 


Die Darstellung S:,(q”). 
Es sei 


th (th fy (t)s «os f(t), N = N(g*) = (2k—-1) 2-9 5 P=) 





ein volles System linear unabhangiger ganzer Modulformen der Dimension 


— 2k zur Stufe qg". Ist dann A = ’) eine beliebige Modulsubstitu- 
tion, so ist 





Gea) 


ee -) Aus f(t) 


wieder eine ganze Modulform derselben Art und daher eine Linearkom- 
bination der /,(t). Die Matrizen (A,,) bilden die Darstellung G,, (g") 
von WM (q"). : 

Fiir die Charaktere 7(A) dieser Darstellung gilt der folgende Satz, 
der in dem vorliegenden Paragraphen bewiesen wird: 

Alle reellen Charaktere von GS, sind rational, komplexe Charaktere 
gehiren dem Kérper K (¥— q) an. 

Daraus folgt unmittelbar: 

Bei der Zerlegung von S, in irreduzible Bestandteile treten irreduzible 
Darstellungen, deren Charaktere konjugiert in bezug auf K(¥—q) sind, 


gleich oft auf. 
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Der Beweis verlauft folgendermaBen: 
Es sei A ein Element der Ordnung g innerhalb M(q"). Die charak- 
teristischen Wurzeln der Matrix (A,,) sind dann g-te Einheitswurzeln. 
Der Charakter 7(A) ist rational, wenn algebraisch konjugierte Einheits- 
wurzeln, also fiir jedes ¢|g alle primitiven ¢-ten Einheitswurzeln, gleich 
oft als charakteristische Wurzeln auftreten. Da ein volles System 
primitiver Einheitswurzeln beim Potenzieren mit einer festen Zahl in volle 
Systeme primitiver Einheitswurzeln zerfallt, so sind dann auch die Charaktere 
7 (A™) fiir alle m rational; denn die charakteristischen Wurzeln von (Ay »)m 
sind ja die m-ten Potenzen der charakteristischen Wurzeln von (A,_,). 

Treten bei einer Substitution nicht alle algebraisch konjugierten 
Einheitswurzeln gleich oft auf, so wird der Imaginirteil des Charakters 
berechnet. 

Die Multiplizitét Z{*” (A) einer bestimmten primitiven t-ten Einheits- 
wurzel wt (wm eine primitive g-te Einheitswurzel) unter den charak- 
teristischen Wurzeln von (A,,) ist nun offenbar die Maximalzahl linear 
unabhangiger Formen F, (rt), F,(t),..., F,(t) mit der Eigenschaft 
18 F j (Ar) 
o) (orf ap 


. . F, Fs 
Die Funktionen 1, F,’ F,’ 





= w9lt F;(t). 


=" r sind Modulfunktionen zu der Unter- 


gruppe U(A) c I(1). Ihre Pole sind héchstens die Nullstellen von F, (t). 
Die Maximalzahl linear unabhiangiger Funktionen mit dieser Eigenschaft 
ist identisch mit der gesuchten Anzahl Z,(A), sofern iiberhaupt eine Form 
mit der Eigenschaft (18) existiert. Die Existenz solcher Formen wollen 
wir zunachst annehmen und nachtriglich beweisen. (Den oberen Index g" 
bei Z{*" (A) lassen wir in diesem Paragraphen, wo wir es nur mit Formen 
der Stufe g" zu tun haben, weg.) 

Die Anzahl z linear unabhingiger Funktionen zu U mit héchstens m 
Polen ist nach dem Riemann-Rochschen Satz: 
(19) z=m—p+l1, wenn m> 2p—2. 
Dabei ist p das Geschlecht von U. 

In unserem Fall ist m die Anzahl der eer von F, (rt), gemessen 





in den zu U gehérigen Ortsuniformisierenden, also 2 ee vermindert um 
die fiir alle F;(z) gleichen Bruchbestandteile der Nullstellenordnung in 
den elliptischen Ecken und parabolischen Spitzen des Fundamentalbereichs 
von U. Bruchbestandteile treten nur in Punkten auf, in denen die Orts- 
uniformisierenden fiir U und J°(g") voneinander verschieden sind. 

1. -Es sei A = R oder A = S, g = g"- et ,w=_¢*-'(q+)). 
Da U in diesem Fall nur Spitzen der Breite " ak kénnen » Bruchbestand- 
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teile der Nullstellenordnung héchstens in den elliptischen Ecken auf- 
treten. 
Es sei G eine ganze Modulform erster Stufe der Dimension — 2k. 


Fir k = 1 nehme man statt dessen etwa @ ae In den elliptischen Ecken 


aus K(V—1) hat G bis auf eine ganze Zahl die Nullstellenordnung 
om F. 
- [$}- in den Ecken aus K () — 3) > — (FI. rd = g(t) ist eine 
Funktion zu J"(q"), die bei Anwendung von R bzw. S den Faktor w?" 
aufnimmt. 
qh—i-1 qF) 

Es sei jetzt w 2t eine primitive gq'-t-te Einheitswurzel, 
et - i+! Wir untersuchen zunichst die Nullstellenordnung in den Ecken 
aus K(¥—1). Ihre Anzahl ist 1+ ¢. Der Fall 1+¢ =O ist trivial; 
es sei also 1 + ¢ = 2. Die Substitutionen, deren Fixpunkte die Ecken i, 

n—1 9—! n—1 7+) 
sind, seien R, = R* « baw S,=8" «(mod q"). 

y(t) besitzt als Funktion zu I"(q") in i, eine Entwicklung 

(20) e=—Fe,2", ff, =-—. 


t-—§, 





In i, ist 7? Ortsuniformisierende fiir U. Bei Anwendung von R, bzw. S, 
nimmt die linke Seite von (20) den Faktor 


qh th 2) nw — 1 LE! az} 
ow 2 4 = (—1) * 


auf. TJ, andert bei Anwendung von R, bzw. S, das Vorzeichen. In der 


Entwicklung (20) treten daher, falls ae gerade ist, nur gerade, im 


anderen Fall nur ungerade Potenzen von T, auf. Im ersten Fall ist 
die Nullstellenordnung in 7? gemessen g’, im anderen g’ + }, wo g’ eine 
ganze Zahl bedeutet. Beriicksichtigt man die oben angegebene Null- 
stellenordnung von G, so ergibt sich fiir F;(r): 


q Fi 
= So" + (5- fe) 


Der Bruchbestandteil dieser Zahl ist, wie man leicht nachrechnet, 


Ex 








ze1-Cw’ sasa-yt (+ —[4)). 
wobei der Fall 1 + ¢ = 0 mitberiicksichtigt ist. 


Die Anzahl] der Ecken aus K(V¥—3) ist l+e,. Der Fall 1 +¢, = 0 
ist trivial; es sei also 1+e,=2. Die Ecken seien 0, = L,(e) und 





q 
: 


aE 
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271 
0, = L,(o0) mit 9 =e *. Ortsuniformisierende fir U in o, ist T? mit 
t=— @ 
Tt, = a Bei Anwendung von W, = L,WL;' auf 1 dndert sich 7, 


um den Faktor g*. Von den beiden Substitutionen W, ist eine 
n—-1 4971 gn—i ett 
= WwW” = R* —— bzw. S” ie (mod q"), die andere = W”?; denn 
waren etwa beide = W”, so miibte L, L;' W” = W” L, Lz" (mod gq") sein, 
L, Lz" also dem Normalisator von W” angehéren. Dieser stimmt aber, 
wie aus (10) hervorgeht, mit der von R bzw. S erzeugten zyklischen 
Gruppe iiberein; Z, und L, wiiren also mod U nicht verschieden, 0, und 9, 
aiquivalente Fixpunkte. 
y(t) besitzt in g, eine Entwicklung 

(21) p(t) = Eby I”. 

Bei Anwendung von W; nimmt die linke Seite von (21) fiir ein » den 
gh—i-1 pK m—a dee 

t 


Faktor w . , fiir das andere das Quadrat dieses Faktors 


auf. Der Faktor, der auf ds linken Seite aufgenommen wird, ist also 


fi. wenn 2+" 





= 0 (mod 3) 
lo in der einen Ecke, o* in der anderen sonst. 

Im ersten Fall kénnen, da 7, den Faktor 9’ aufnimmt, auf der 
rechten Seite von (21) nur ganze Potenzen von T} auftreten; im anderen 
Fall treten in der einen Ecke nur Exponenten m = 1(3), in der anderen 
nur Exponenten m = 2(3) auf. Beriicksichtigen wir gleich noch die 
Nullstellen von G, so folgt daraus: 


Die Nullstellenordnung von F;(r) ist 








oL 9 r 
in der einen Ecke: g” + (= = (*}) + za(? : *,t), 
OL \ ) ’ 
in der anderen: f"+(>- Tl) +ee(t 5, 
wo m 
a = a(m,t) —| % falls + = 0 (mod 3), 
| l me, 


Die Summe der Bruchbestandteile JaBt sich, wenn wir den Fall 
1 +e, = 0 noch mit beriicksichtigen, in der Gestalt schreiben: 
1+ ¢;/ q#l te fs 3a—1/2k 2k 
“y2(1— a, 9) + (| 


2 





Damit ist dann schlieBlich 


m= gkgn— ttt _ Qa y(—ay 





Sa—1/2k ;2kj pea 
— aaa e tp pa) tag bee 


Mathematische Annalen. 111. 23 
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Nach (15) ist ferner 
1 1 1 = 1 
ge"? es te + & q" oe lsF- 








o-i= 
Daraus ergibt sich nach (19) - 

Mg+1) Ite (—1)** 1ies3e—1 

(28) £,,,(R baw. 8) — ob — 1) geet — gs Pte 


u—1 
+P ges Fano 0F + (B]E2@0—y 
fiir jede primitive ¢‘ t-te Einheitswurzel. 

Diese Zahlen sind die richtigen Multiplizititen der charakteristischen 
Wurzeln, wenn es zu jeder Einheitswurzel mindestens eine Form mit der 
Eigenschaft (18) gibt, auBer fiir den Fall, wo auch die hier errechnete 
Zahl verschwindet. Gibt es eine solche Form nicht, so verschwindet die 
zugehérige Multiplizitét, wahrend wir eine ihrer Natur nach nicht negative 
Zahl berechnet haben. Unsere Zahlen Z,,, geben also obere Schranken 
fiir die gesuchten Multiplizitaten. Da die Summe aller Wurzelvielfachheiten 
gleich dem Grad N der Darstellung sein mu8, so miiBte, falls einmal 
zwar die berechnete Zahl Z,,, + 0 sein sollte, obwohl eine zugehdrige 
Form nicht existiert, die Ungleichung 

n—1 
>» dD G02 ,.>N 


i=0 t qFl 
2 





gelten. Nun agi sich aber unter Beriicksichtigung von 


Dy (-y" eH =0; DY (1-04, 9) o =0 


ot joe 
2 


y P P(g) Ze, = N. 
i=o .[q¥1 


leicht 


2 

Z:, ist also tatsichlich die jeder primitiven ¢‘t-ten Einheits- 
wurzel unter den charakteristischen Wurzeln der Matrix (R,,) bzw. (S,,). 
Durch Angabe von Z ot (R) und Zi, (8) ist der Charakter von G,, fiir 
alle Substitutionen R” und S” (m = 1,2,...) bestimmt, insbesondere 
ergibt sich: 

Die Charaktere 4(R") und 7(S") sind fiir alle m ganze rationale 
Zahlen. 

2. Es sei A = A‘. In diesem Fall enthalt U(A) keine elliptischen 
Substitutionen, und in den parabolischen Spitzen der Breite g" stimmen 





1 
: 
| 

a 
{ 


| 
| 
| 
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die Ortsuniformisierenden fiir U und J"(g") tiberein. Wir haben also nur 
die Nullstellenordnung von F;(t) in den Spitzen der Breite g’ fir r<n 


221i 
zu untersuchen. Es sei w = e%, und w"%"~", (u,g) =1, sei eine 
22xit 
primitive g*-te Einheitswurzel. Es sei ferner T=e In einer para- 


bolischen Spitze — der Breite g’, die Fixpunkt einer Substitution 

M P* M~' = A?® (modq"), M = . y' sei, ist 7*~" Ortsuniformi- 

sierende, wenn das Verhalten von F;(t) im Punkte 2 durch die Reihe 
tres) 

(23) (er+ay* = 2) ¥ 


beschrieben wird. Nun ist 





F,(M P@ z) a F,(MP M~* Mx) = qed ttt PF, (Mr) 
(cP r+a)** (er + a)** (er + ay* 
Die linke Seite der Gleichung (23) nimmt also bei Anwendung von 
P” aut r den Faktor w“*” °*" auf. 7” andert sich bei P” um den 


22im 


Faktor e?"~". Es diirfen daher in der Entwicklung (23) nur Exponenten 
m = “og"—*(modg"*—") vorkommen. 

Daraus folgt, daB fiir r>s die Nullstelle von F; (rt) in = eine ganz- 
zablige Ordnung hat, fiir r<s dagegen betragt die Nullstellenordnung 
gj’ + = °. © durchliuft die quadratischen Reste mod q"—’. 

Bezeichnet R(x) den Bruchbestandteil von z, so ist also die Summe 
der Bruchbestandteile fiir die Spitzen der Breite g’, r < s: 


B,=H » R(55). 








Dabei bedeutet (vgl. (16)) 


fir r=n—l, 
qg-‘(q—1) fir n—l<rgn-l 


die Anzahl derjenigen Spitzen der Breite g’, die Fixpunkte von Sub- 
stitutionen = A? “* (mod q") mit demselben o sind. 


H = H(A’) = e. 


23* 
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Es ist stets n —r >s —1, also . 
1 
(24) B= Hg -*—— r(1+xz(H%); x(r) = (=). 
2 q 
q rmod q?—? 
(ry, do =1 
Es ist aber 
—3 f-1— 
| » +1 4+2(u») = y Pp» “(> + x”) +49) 
2q* fo v=1 = 
oom 
_¢—q—1) hyp 
=e sag — (4). 
q-1 
woh = — ; = vz (v) fir ¢g=1 (mod4) verschwindet, fiir q=3 (4) 


v=1 


aber die Klassenzahl des Kérpers K()— q) darstellt. 
Damit ergibt sich 


B,=0 fir ssin—I oder rDs, 


—1 —1) s i\h 
= if == ge—'-9(E) 5, s>n—l, 


a 2 
— (g—1}) n+r—s— Ke 
B, = {Ga _ qrvr—r—r gq — 1) (4 


Die Summe aller Bruchbestandteile ist also 


)$ fir n-—Il<r<s. 


f—$=8, (s —r—(n — yi—e- —gq-! (H)S fir s>n—l, 

0 fir ssn-—l. 

Fiir A = B;° ist dieselbe Rechnung zu machen, nur ist iiberall statt 

des Restes go ein Nichtrest einzusetzen. Das ergibt eine Vorzeichen- 

anderung bei 7(¥) in (24). Die Summe aller Bruchbestandteile ist daher 
in diesem Fall: 


gq” *(q—}) oe Se 
¢__4—") + (s —1—(n—-)) & 4" +. (A)5 fir s>n—l, 
0 


Daraus ergibt sich jetzt 


2kg"—*(g?—1) in 2 
4 


n—2 —1) 





4 
= BH) on-i h - 
age) Weer £iGie ys & e>e—t 
2kq°’"~ *(¢°—1) 7 
ss fir ssin—l. 


Nach (17) ist ferner 





me pr qq’ *@—1)_ g"~*@—}) 


q"~*(q—1" _ m 
Pp 24 2 —(l—1) a SF: 
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also: 
2n—2 u—1 
Z,#(A}’) ae. parry fir s>n—l, 
(25) ; 
n— = n—1 i 
Zy(BY)| | a@e—ni—g—) +f «-» 
s— 2 
+¢-nf 4-2 fir s<n—l. 








Dies sind zunachst wieder nur obere Schranken fiir die Multiplizitaéten 
der charakteristischen Wurzeln von (A}°,,) bzw. (Bi’,,); bilden wir jedoch 
wieder die Summe fiir alle g"-ten Einheitswurzeln und beachten, daB es 


genau so viele primitive q*-te Einheitswurzeln mit (4) = +1 gibt, wie 
solche mit (4) = — 1, soergibt sich auch hier der Grad der Darstellung. 


Im Fall g = 1(4) treten wegen h = 0 alle primitiven q*-ten Einheits- 
wurzeln gleich oft auf, d. h. die Charaktere 7(Aj”) und 7(Bj’”) sind 
rational fiir alle m. 

Fiir ¢g=3(4) wollen wir die Imaginirteile der Charaktere fir 
Ae, B{?® berechnen. 

Es treten alle primitiven g*-ten Einheitswurzeln mit ( f) = 1 und 


ebenso alle mit (4) = — 1 gleich oft als charakteristische Wurzeln auf. 
Da fiir s > 2 2 atu 2 mim 
Pere ya 
u mod 9* mod q* 


@=  @a5 
ist, kann der Charakter nur dann einen Imaginirteil haben, wenn nicht 
alle q-ten Einheitswurzeln gleich oft vorkommen. Dieser Fall tritt nach (25) 
nur fiir diejenigen Potenzen AQ, Bev ein, fir die i >n— 1 ist, die 
also mit den entsprechenden Potenzen von P und Q konjugiert sind. 
Wegen aziu eons amin —s 
Py 6 wt ee. ZZ eta rs, 
(j= (=- 

und da je g q‘+'-te Einheitswurzeln beim Potenzieren mit q‘ dieselbe 
q-te Einheitswurzel ergeben, ist 

Sm (z(P*)) = g** 4 Vg 
und : (0 Si<n), 

i a —_1,A 
Im (x (Q")) =— 9 "5 V—g 


da P~* und Q® konjugiert sind, also x (Q") = 7 (P*) ist. 
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Damit haben wir das Endresultat: 

Fiir ¢=3 (mod 4) sind die Charaktere x(P*), 7(Q") Zahlen des 
Kérpers K (¥—q); alle iibrigen Charaktere sind rational. 

Fiir ¢g =1 (mod 4) sind alle Charaktere rational, w. z. b. w. 

Sind nun 7,(A) und 47,(A) zwei konjugiert komplexe einfache 
Charaktere von %!(q") und treten die zugehérigen irreduziblen Dar- 
stellungen in S,, mit den Vielfachheiten r, und r, auf, so ist amnen 


n= Ps x(4-") x.(A), 


also 

ql) tty = > 3 1(4-) (4 (4) — 24 (4) 

ebenso , 

(I) ty — ty = = 37 (A) (a (A) — 24 (4). 
A 


Da nach Voraussetzung z,(4) = 7,(4) = x,(4-*) und x(A) = (4) 
ist, so l48t sich (II) auch schreiben als 


(111) thom = — + SX (A) — 24(4)). 
A 
Durch Addition von (I) und (III) folgt 
ty — ty = > S (4 (A) — x4 (A) (3m (x(4-)}. 
A 


Beachten wir, daB nur fiir A = P“, Q“ 3m(z(A)) von Null verschieden 


ist, daB or 1 (Q") = 1. (P*) ist und mit jedem P* baw. Q” 
ga—t-» c Elemente konjugiert sind, so folgt 


(26) — n= — 0 2 rh — rt). 
i=0o 

Da mit P” alle Substitutionen P“™” (m = 1, 2, ...) konjugiert sind, 
so kommen in jeder Darstellungsmatrix fiir P* unter den charakteristischen 
Wurzeln alle in bezug auf K(/— q) konjugierten q’-ten Einheitswurzeln 
gleich oft vor, und die primitiven qg-ten Einheitswurzeln treten in einer 
durch ¢ teilbaren Anzahl auf; ferner liefern nur die letzteren einen 
Beitrag zu x, (P") —x%(P* ). Die Summe in (26) ist also eine Summe 
von ganzzabligen Vielfachen von Y—¢. Daraus folgt: 

Fiir ¢=3 (mod 4) ist die Differenz der Multiplizitaten zweier irre- 
duzibler Darstellungen mit konjugiert komplezen Charakteren ein ganzzahliges 
Vielfaches der Klassenzahl von K (¥— q). 
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Jede ganze Modulform der Dimension — 2k laBt sich linear kom- 
binieren aus Eisensteinreihen und Formen, die in allen rationalen Punkten 
verschwinden (k = 1: @-Teilwerte und Integranden erster Gattung). Da 
die Eisensteinreihen bzw. die g-Teilwerte sich bei Anwendung von be- 
liebigen Modulsubstitutionen nur untereinander permutieren, also eine 
Darstellung von Mt(q") mit rationalen Charakteren vermitteln, so gelten 
die Satze dieses Paragraphen einschlieBSlich Formel (26) ebenfalls fiir die 
Darstellung von M&(q") durch die Schar aller ganzen Modulformen der 
Dimension — 2k, die in allen rationalen Punkten verschwinden. 


§ 3. 
Die Zerlegung von Ge; (q*). 

Unter den irreduziblen Darstellungen von ¥t(q") kommen alle irre- 
duziblen Darstellungen von M(g"~*) vor. Diese ordnen allen Elementen 
von ®,_, die Einheitsmatrix zu (»zu M,_, gehérige Darstellungenc). 
Die iibrigen Darstellungen sind isomorph zu ®t (q"). 

Eine Modulform der Stufe g*~* ist wegen I"(g") c I'(q"~*) auch 
Modulform der Stufe g*. Ein volles System linear unabhangiger ganzer 
Formen der Dimension — 2k zur Stufe g*~* 148t sich zu einem solchen 
der Stufe g* erginzen. Daraus folgt, daB die Darstellung G,, (qg") die 
Darstellung S,,(g"~*) vollstandig enthailt. Weitere zu %,_, gehérige 
Darstellungen aber treten nicht auf, da es sonst ein System von Formen 
q"-ter, aber nicht g*—'-ter Stufe geben miiBte, die bei Substitutionen 
aus %,_, invariant sind, also bei Substitutionen 

N = E (mod q"~—*). 
Es miiBten dies also gegen die Voraussetzung Formen der Stufe g"~* sein. 

Setzen wir die Zerlegung von S,; (q) als bekannt voraus, so brauchen 
wir zur vollsténdigen Zerlegung von S,,(g*) nur die Multiplizitéten zu 
berechnen, mit denen die nicht zu ®, gehdrigen Darstellungen von Mt (q’) 
in Sa, (g*) vorkommen, also 


die (Sy Darstellungen vom Grad q(q + 1): 


« . —1 —3 
Gat v(t =1,2,..., 25-5 a=0,1,...,% ), 


die ¢— Darstellungen vom Grad q(q — 1): 





i. — ) — 
Gig» (¢ =1,2,...,95 > B=0,1,... 1), 


die 2q Darstellungen vom Grad cS: 





GT_,, G2. 
e—1» Pet—1 (y = 0,1,...,¢—1). 
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Die Charaktere dieser Darstellungen sind in der Tabelle*) auf 8.349 


zusammengestellt. Dabei bedeutet 0 eine primitive q > ! te Einheitswurzel, 


8x8 
os 1 te Einheitswurzel; ¢=e% . mw durchliuft die 


quadratischen Reste, » die Nichtreste mod g; “u-! = vv-! = 1 (mod q). 
Es sei 


se l, @ i, @ YY i, i, 
(27) Sex (q*) = Sox () +) i Gy A y+ Z ne GHP» 
i,a i,p 


> + 
/» (y~) MY «cr 
+ Z r, Gait 7 r, Gg-. 
7 7 2 


M = Dm ® N= D>) neo, R= ex (r(? . ri, 
i,@ i, Y 


Wir bestimmen zunichst die Multiplizititen, mit denen die 1 als 
charakteristische Wurzel von R und S in den einzelnen Summanden 
von (27) vorkommt. (Charakteristische Wurzel von A ist dabei kurz 
gesagt fiir: Charakteristische Wurzel der A entsprechenden Matrix in der 
betreffenden Darstellung.) Fiir S.,(q*) umd S,.(g) sind diese Multi- 
plizitaten in § 2 berechnet worden. Die Multiplizitét einer charakteristischen 
Wurzel © eines Elements A der Ordnung g in einer Darstellung mit dem 
Charakter 7 (A) ist 


(28) 7m Hae, 


m=1 





o eine primitive 





und 


Danach ergibt sich in der Darstellung 


(i, @) i, B) (Y) y) 
Go iy +0 Goig —) G,2 is i) g—1 


2 2 
die Multiplizitat der charakteristischen Wurzel 1 von R zu 
2 3 2 
und von S zu 
2 2 0. 


Es gelten also die Gleichungen 
Ze (R) — Z2P(R) = Z,(R) = 2(M + N + Ry), 
Z*) (S) —Z(S) = Z,(S) = 2(M +N). 
Aus diesen Gleichungen und der Gradbeziehung 


N (q) —N(@) =, =9(g—1) (M+ N)+2gM+2>'R, 





5) Vgl. P., S. 389; R., S. 93. 
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berechnen wir M, N und R,,: 
2(M + N) = Z,(S), ) 
2R,, = Z,(R) — Z,(S), 


aot 
2qM = N, — 14@=) 7, (s) _£— (2, (R) —Z,(5)), 
also zusammen mit (22): 














s—] 4(M+N 
(29) 2R,, = (2k—1) L2—9 + gq —1) = SA, 
—1)(@?—1) —1) 
(30) 2M = (2k— 1) 14—-e—)  a 
_ _y¢9—-—Di¢_—) 
(31) 2N = (2k—1) 12a. 
Wir bestimmen weiter die Multiplizitaét, mit der eine primitive g{-te 
Einheitswurzel (t F) als charakteristische Wurzel fiir R und S auftritt. 


+1 
Da bereits R z bzw. gs 2 in R, liegt, treten in S,, (qg) solche Ein- 
heitswurzeln nicht auf. Fiir S,, (g*) sind die Multiplizitaten in (22) an- 
gegeben. 
Nach (28) ergibt sich fiir R die Multiplizitét von ¢* o*’ zu 
5, wenn i=7,a= i 
4, wenn i=7,a+ a’ 
2, wenn i +7, a+ a’ 
2 fiir die Darstellungen Gf, und GY_,, GY 


q?—is YO qg?—1> 
2 2 


| fiir die Darstellungen G$(2’; 1), 


und fiir S die Multiplizitét von ¢o* zu 
2 fiir die Darstellungen G{%;’, 1), 
3, wenni = 7, Bf = —’ 
0, wenn i = i’, 6 + f’} fiir die Darstellungen 6%,?_,,, 
2, wenni +7, 8 + f’ 
0 fiir die Darstellungen G?_,, 6’? 





qg—i1- 
2 2 
Nach dem Hauptsatz des § 2 ist 

q-3 q—1 
2 ws 2 y 

(i, , om aux i, = ——_—— 
oreo 2° = ar 
e=0 4—— Ss f=o ——— 


Es gelten also die Gleichungen 
Zi (R) aia 2(M+N + R,,) +; ew a + mt @). 


Zi (8) = 2b Ry — AB ean 
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Setzen wir die bereits berechneten Werte aus (22), (29), (30), (31) ein, 
so ergibt sich nach einer kleinen Umformung 





ms) = (2k—1) {o(*2—$44) + ype - oe 


q-1 


HCO ea ofS) 41 


+ [foto's PAS (ott, o)-2), 
cae (tao _ t= 2) _ SNe) -OERS~ 8 














a+} 
1+ (—1) * l—e, q+1 
- 2 73 (1— o(t3-, 9))] 
wo 
2k) 1— 
+[Ho—o— ns BES" (o0(4$, 2), 
wenn ¢'o* bzw. Cio? eine primitive qgi-te Einheitswurzel ist. Hierbei 
stehen in den geschweiften Klammern Summen von ganzen Zahlen. 
Es fehlen noch die Multiplizitéten r, ry’. Wir bestimmen zunichst 


nach (28) die Vielfachheit der charakteristischen Wurzel1 fiir P. Sie 
hat fiir die Darstellungen 











(i, @) (0) (0) ‘ 0 AY 
Goig+w GHP 1) Gz2_1, Gaz: Gy2— fe (y + 0) 
2 2 


die Werte 2 0 ‘ 0. 


Es gilt also die Gleichung ° 
Ze (P) —Z@(P) = 2M + 25+ (no + 19). 





Zusammen mit (25), (30) ergibt sich daraus 
(32) ro + ro = (2k — 1) 254 A4i 

Nach (11) ist Af” mit AY), konjugiert, wenn (=) =1, mit BY, 
wenn (=) = —1 ist. Fiir die Darstellungen 647, »), e?_., Gea 1 
und O't—1 haben alle Substitutionen Aj” mit demselben (<) dicselben 


cnt ebenso alle Bi”. Es ergibt sich daher nach (28) leicht die 
Multiplizitaét von 1 als charakteristische Wurzel von A!” fiir 


(i, @) @, B) (0) ‘(o 
Gla+ » Go 9—» “Say G2 -1 
3 


zu 2 0 0. 














352 H. Spies. 


Zur Bestimmung der Multiplizitét fiir die iibrigen Darstellungen 
schlagen wir besser den folgenden Weg ein: 

Die betrachteten Darstellungen sind isomorph, die A‘” entsprechenden 
Matrizen haben daher sicher primitive q’-te Einheitswurzeln unter den 
charakteristischen Wurzeln. Da die Charaktere fir A’ Zahlen aus dem 
Kérper K(Veq) sind, so miissen mit jeder primitiven q*-ten Einheits- 


wurzel @ auch alle w“ mit (4) = +1, «mod q’ auftreten, und zwar in 
7 





gleicher Anzahl. Es kommen also mindestens 5) primitive q*-te Ein- 


heitswurzeln vor, aber auch nicht mehr; denn die nichstgréBere mégliche 





Zahl wire gq’? — q, dagegen betrigt der Grad der Darstellung nur f 
Die iibrigen ae charakteristischen Wurzeln sind q-te Einheits- 





wurzeln, und da 3» wm“ = 0 ist, so ist der Charakter 
»} Cre tinnt bzw. & Crvt4s 1 
¥ ’ 
die Summe dieser g-ten Einheitswurzeln. Da jedenfalls nicht alle g-ten 
Einheitswurzeln auftreten, so sind die auftretenden linear unabhingig, 
soweit sie voneinander verschieden sind, und die Darstellung des Charakters 
als Summe von q-ten Einheitswurzeln ist eindeutig. Die 1 tritt also in 
der Darstellung Ge. 1 bzw. G')_, fiir A} genau so oft als charakte- 
2 2 
ristische Wurzel auf, als es zu y und A Zahlen mw bzw. » gibt, so daB 
yut+Ap-'=0 baw. yv+ Av! =0 (mod q) 
ist. 
Jetzt miissen die Fille g = 1 (4) und g = 3 (4) unterschieden werden. 
I. Es sei g=1 (4). In diesem Fall sind alle einfachen Charaktere 
reell. Mit dem Charakter einer Darstellung G?_. sind die Charaktere 
2 
derjenigen Darstellungen 62_, algebraisch konjugiert, deren Index 6 sich 
2 


von y um das Quadrat eines quadratischen Restes unterscheidet, und die- 


jenigen Darstellungen Gy _, 1, deren Index 6 sich von y um das Quadrat 


2 
eines quadratischen Nichtrestes unterscheidet, wie man sieht, wenn man 
in den Charakteren € durch ¢¢ ersetzt und beachtet, daB 


o(ye+Au-')=ye*(o te) + A(o-* mw)“; 
o(yv + Av") =yo*(o-'y) + A(o-*r)-? 
ist. Die Darstellungen Gy? - -1» GP 1 zerfallen also in vier Systeme von 


2 
q 





je = untereinander diddted konjugierten. 





3 
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Die Kongruenz y z* + 4 =0 (mod q) ist dann und nur dann lésbar 
und besitzt zwei Lésungen 2 und — z, wenn sich y von —A um einen 
quadratischen Rest unterscheidet. Die Lésungen sind beide quadratische 
Reste, wenn — Ay~' das Quadrat eines quadratischen Restes, beide Nicht- 
reste, wenn es das Quadrat eines Nichtrestes ist. Die 1 tritt also in 
einem System konjugierter Darstellungen mit der Vielfachheit 2, in den 
drei andern mit der Vielfachheit 0 auf. Setzen wir daher fiir A die 
0., 1., 2., 3. Potenz eines Nichtrestes ein, so erhalten wir 4 Bestimmungs- 
gleichungen fiir die Summen R®” der Multiplizititen algebraisch kon- 
jugierter Darstellungen: 


Zz” (A{”) ine s (A{”) on 2M rs 2 gy. 
also nach (25), (30) 
(4) — (9p q—! g—1l 
R® = (2k-1) 2515}, 


und da nach § 2 reelle algebraisch konjugierte Charaktere gleich oft auf- 
treten: 


l 


Fai 
fp = rp = (2k—1) SS fir y +0 


und aus (32): 
‘ Pc mi 
1 = 10 = (2k-1)SS- + 2. 
II. Es sei g=3 (4). In diesem Fall haben die Darstellungen 
Oy - 1 und GY. oT konjugiert komplexe Charaktere, und die Charaktere 


2 2 


aller Darstellungen G(?)_ 1 mit ( a) = +1 und ebenso der mit (=) =-—]1 
vet / 


sind algebraisch konjugiert in bezug auf K (¥— q). Dasselbe gilt fiir die 
Darstellungen 62. a 


Die Kongruenz yz? + 4 =0 (mod q) ist dann und nur dann lésbar, 
wenn sich y von —A um einen quadratischen Rest unterscheidet, und 
zwar ist dann eine Lésung ein Rest, die andere ein Nichtrest. Die 1 
tritt also in einem System absolut algebraisch konjugierter Darstellungen 
mit der Vielfachheit 1, in dem andern mit der Viclfachheit 0 auf. Wahlen 
wir einmal 2 als Rest, einmal als Nichtrest, so erhalten wir zwei Be- 
stimmungsgleichungen fiir die Summen R® der Multiplizitaten algebraisch 
konjugierter Darstellungen: 

ZS" (A?) — Z}? (A) = 2M + R®, 


also 


R® = (2k — yest tos 
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Da in bezug auf K (¥—q) konjugierte Darstellungen gleich oft in S,; 
vorkommen, 80 ist 


WP + rp = (2k—1)0>* far » +0, 


= san 
(32) 1? +19 = (2k—1) S544 954 





Die Differenzen ro — 1, ri? — ry berechnen wir nach (26). Es 
ist x (P) — x? (P) = 0, xP (P) — xP (P*) = — g V— 4, also 
1 — 4 = —h, 
Pir(2) = +1 iat 4p (P)—xP(P) = V— 4g, xP) — xP) = — 9 V4, 
d. bh. 





rp — AP = 0 fiir (z) =1, 





Fir (=) = —1 iat xp (P)— x29 (P)=—V—q, x (PX) — xp (Pe) 
= —~qV-q, d. h. 
ro —rP = —2h fiir (z) =—1. 





Damit ist die Darstellung S,, (q*) vollstaindig in ihre irreduziblen 
Bestandteile zerlegt. 


(Eingegangen am 12. 1. 1935.) 











Uber die Sikularkonstanten einer fastperiodischen 
Funktion. 
Von 


Bérge Jessen in Kopenhagen. 





1. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Lésung einer Aufgabe, 
auf die mich H. Bohr aufmerksam gemacht hat, nimlich die Charak- 
terisierung derjenigen reellen Zahlenmengen C, welche als Menge der 
Sakularkonstanten einer fastperiodischen Funktion auftreten kénnen. 
Diese Frage hat ihren Ursprung in dem folgenden Satz von Bohr'), fiir 
den gleichzeitig ein neuer Beweis mitgeteilt werden soll. 

Satz l. Es sei f(t) = u(t)+iv(), —-w<t<o eine beliebige 
fastperiodische Funktion und a ein Wert derart, daB die untere Grenze des 
absoluten Betrages o,(t) = |f(t)—a| positiv ist. Dann lapt sich das 
Argument g,(t) = arg (f(t) —4)*) im der Form 


Pa (t) = ¢,t+ Wa (t) 
darstellen, wo c, eine reelle Konstante und w,(t) eine reelle fastperiodische 
Funktion ist. Ferner enthilt der Modul M, der Fourierexponenten von { (t) 
sowohl die Konstante c, als auch den Modul M,, der Fourierexponenten 
von w, (t) *). 

Die Konstante c, nennt man die Sdkularkonstante von [(t) mit Bezug 
auf a. Samtliche méglichen Werte von a bilden die Komplementarmenge 
der abgeschlossenen Hiille des Wertevorrates von /(t); diese zerfillt also 
in ein &uBeres Gebiet G, und (héchstens) abzihlbar viele innere Gebiete 
G,,G,,...; im jedem dieser Gebiete ist c, konstant*) und sein Wert ist 
Null im Gebiet G,. Simtliche vorkommenden Werte von c, bilden eine 
Menge, die wir mit C, bezeichnen. Dann ist also C, eine abzahlbare 


1) Siehe A. Wintner [1], H. Bohr [1], [2] und fiir eine Anwendung des Satzes 
A. Wintner [2]. Kenntnis dieser Arbeiten ist fiir das Verstandnis der vorliegenden 
Arbeit nicht erforderlich. 

2) Hier und im folgenden verstehen wir unter dem Argument einer von Null 
verschiedenen stetigen Funktion (von einer oder mehreren Variablen) einen be- 
liebigen, aber festen stetigen Zweig des Argumentes. 

5) Dabei ist in dem trivialen Fall, wo f(t) identisch verschwindet, unter M, 
nicht, wie iiblich, die leere Menge, sondern die allein aus Null bestehende Menge 
zu versteben. 

*) Denn fiir zwei Punkte a desselben Gebietes ist der Unterschied zwischen 
den zugehérigen Argumenten 9, (t) beschrankt. 
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Menge, welche die Null enthalt und im Modul M, der Fourierexponenten 
von /(t) enthalten ist. Die erwahnte Aufgabe war nun die genaue Charak- 
terisierung derjenigen reellen Zahlenmengen C, welche als Mengen C, auf- 
treten kénnen. 

Bevor ich die Lésung dieser Aufgabe angebe, werde ich zuniichst 
die entsprechende Aufgabe fiir periodische bzw. grenzperiodische Funktionen 
behandeln. In diesen beiden Spezialfillen erweist sich die Lésung als 
sebr einfach. 


Fiir eine periodische Funktion f(t) der Periode p(> 0) besteht M, 
und daher auch C, aus lauter ganzen Vielfachen der Zahl =. Es soll 
gezeigt werden, daB es umgekehrt zu jeder Menge C, welche die 
Null enthalt und aus lauter ganzen Vielfachen von = besteht, eine 


periodische Funktion f(t) der Periode p gibt, fiir welche C, = C ist. Um 
eine solche Funktion f(t) anzugeben, betrachten wir die Folge von kom- 


plexen Zahlen a, = = e * und bezeichnen mit y, das Dreieck mit den 


Eckpunkten 0, a,,, a, ,,; ferner wihle man Zahlen 0 < p, << py <<... <p. 


22 


> ... die von Null verschiedenen Zahlen in C, so be- 


trachte man fiir jedes » eine periodische Funktion /,(¢) der Periode p, 
welche fir 0 t= p, und p,4, tp gleich Null ist und im 
Intervall p, <t< p,+1 von Null ausgehend g,mal das Dreieck y, 
durchlauft. Dann ist offenbar f(t) = /,(t)+/,(t) +... eine Funktion 
mit den gewiinschten Eigenschaften. Eine reelle Zahlenmenge C ist hier- 
nach dann und nur dann die Menge C, einer periodischen Funktion / (t), 
wenn sie die Null enthalt und aus lauter ganzen Vielfachen einer festen 
Zahl besteht. 

Fiir eine grenzperiodische Funktion /(t) der Grenzperiode p(> 0) 
besteht M, und also auch C, aus lauter rationalen Vielfachen der Zahl 2 
Es soll gezeigt werden, daB es umgekehrt zu jeder Menge C, welche die 
Null enthalt und aus lauter rationalen Vielfachen von = besteht, eine 


grenzperiodische Funktion f(t) der Grenzperiode p gibt, fiir welche C, = C 
ist. Es seien die Dreiecke y, und die Zahlen p, wie oben gewihlt; 
ferner seien die von Null verschiedenen Zahlen in C in der Form 
Qn h, 22 hy 

PH’ PH’ 
Zahlen h, ganz sind und wo ferner g,,, fiir jedes n ein ganzes Viel- 
faches von g, ist. Wird dann unter f, (¢) eine periodische Funktion der 
Periode pg, verstanden, welche fir 0< ¢< p, und prs: St Spy 


Sind nun > 9; 


. geschrieben, wo die Zahlen g, positiv ganz und die 
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gleich Null ist und im Intervall p, <= ¢ S pai: von Null ausgehend 
h,-mal das Dreieck y, durchlauft, so ist f(t) = /,(()+/,()+... eine 
Funktion mit den gewiinschten Eigenschaften. Eine reelle Zahlenmenge C 
ist also dann und nur dann die Menge C, einer grenzperiodischen Funktion, 
wenn sie die Null enthalt und aus lauter rationalen Vielfachen einer festen 
Zahl besteht. 

Nach dem letzten Beispiel kommt man leicht auf die Vermutung, 
daB iiberhaupt jede die Null enthaltende abzihlbare Menge C als Menge C, 
auftreten kann, nur miiBte, da C in M, enthalten sein soll, bei kompli- 
zierteren Mengen C auch der Modul M, entsprechend komplizierter werden. 
Es wird sich aber zeigen, daB die Verhiltnisse ganz anders liegen. Es 
gilt namlich der auf den ersten Blick iiberraschende Satz, daB das Ver- 
haltnis zwischen je zwei von Null verschiedenen Siakularkonstanten einer 
fastperiodischen Funktion stets rational ist, d. h. auch fiir beliebige fast- 
periodische Funktionen f(t) besteht C, aus lauter rationalen Vielfachen 
einer festen Zahl. Auf Grund dieses Satzes, der das Hauptergebnis der 
vorliegenden Arbeit ausmacht, ergibt sich als Lésung der gestellten Auf- 
gabe der folgende Satz: 

Satz 2. Eine reelle Zahlenmenge C ist dann und nur dann die 
Menge C, der Sakularkonstanten einer fastperiodischen Funktion f(t), wenn 
sie die Null enthdlt und aus lauter rationalen Vielfachen einer festen Zahl 
besteht. Es gibt dann immer grenzperiodische Funktionen, fiir welche 
Cy, =C ist. 

Innerhalb der Klasse aller fastperiodischen Funktionen spielen die 
Funktionen mit einer ganzen Basis eine entsprechende Rolle, wie die 
periodischen Funktionen innerhalb der Klasse aller grenzperiodischen 
Funktionen. Eine aus lauter rationalen Vielfachen einer festen Zahl be- 
stehende Teilmenge einer durch eine ganze Basis dargestellten Zahlen- 
menge besteht immer aus lauter ganzen Vielfachen einer festen Zahl. 
Wir erhalten somit auch den folgenden spezielleren Satz: 

Satz 3. Eine reelle Zahlenmenge C ist dann und nur dann die 
Menge C, der Sdkularkonstanten einer fastperiodischen Funktion f(t) mit 
einer ganzen Basis, wenn sie die Null enthalt und aus lauter ganzen Viel- 
fachen einer festen Zahl besteht. Es gibt dann immer periodische Funk- 
tionen f(t), fiir welche C; = C ist. 

Beim Beweis der Satze 1 und 2 werden wir nicht sofort beliebige 
fastperiodische Funktionen betrachten, sondern zunichst die entsprechenden 
Satze fiir Bohlsche Funktionen, also fiir Funktionen mit einer endlichen 
ganzen Basis beweisen. Auf Grund des bekannten Zusammenhangs 
zwischen Bohlschen Funktionen und periodischen Funktionen von mehreren 


Variablen folgen diese Sitze aus entsprechenden Sitzen iiber periodische 
Mathematische Annalen. 111. 24 
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Funktionen von mehreren Variablen. Es wire auch méglich gewesen, 
sogleich Funktionen einer beliebigen ganzen Basis zu betrachten, was zu 
der Betrachtung von periodischen Funktionen von unendlich vielen 
Variablen gefiihrt hatte; es entspricht aber dem elementaren Charakter 
der Beweise besser, daB wir uns auf Bohlsche Funktionen beschrinken. 
Fiir beliebige fastperiodische Funktionen ergeben sich unschwer die Satze 1 
und 2 durch Approximation mit Bohlschen Funktionen‘). 


2. Wir beweisen zunichst einige Satze iiber periodische Funktionen 
von ” Variablen. 

Satz 4. Es sei F(z,,..., %) = U(a,,..., %) +1V (a, ..., Z_) eine 
fiir alle x,, ..., 2%, definierte stetige Funktion, welche nach jeder Variablen x, 
periodisch mit der Periode 2x ist; ist dann a ein Wert, der von F (z,, ..., Zn) 
nicht angenommen wird, dann laBt sich das Argument 


®, (2,, .-., Ln) = atg(F (z,,..., 2.) — @) 
in der Form 


®, (2,, ..-5 Za) = Gr,a% + +--+ Inatnt Po (21s -- +s Zn) 


schreiben, WO gia,--+>9n,a ganze Zahlen sind und W,(zx,,...,Z,) nach 
jeder Variablen x, periodisch mit der Periode 2x ist. 
Fiir jedes y ist der Unterschied 
Oy (. . -5 Se + BH, ...) — De... 5 By os) 


ein ganzes Vielfaches von 22, und aus Stetigkeitsgriinden ist dieses Viel- 


fache von 2,,..., Z, unabhangig. Bezeichnen wir es mit g,, 22, und 
wird 

Y.,(z,, eens 2.) = ®, (z,, “7 2) a 9i,a 7, ~ ee — Jn, a Tn 
gesetzt, so ergibt sich unmittelbar, daB Y,(z,,..., Z,) mach jeder Varia- 


blen z, periodisch mit der Periode 2 z ist. 


Die méglichen Werte von a bilden die Komplementarmenge des 
Wertevorrates von F (z,,..., %); fiir jedes a dieser Menge erhalten wir 
nach Satz 4 eine bestimmte Linearform g, .7, +... + 9n,a%n. Wir werden 
jetzt beweisen: 

Satz 5. Die Linearformen 9,42, + ...+-Gn,a%m_ sind fiir alle még- 
lichen a ueinander proportional. Sédmtliche méglichen Linearformen 
$:,a%, +--+ Gn,a% entstehen also aus einer festen Linearform durch 
Multiplikation mit ganzzahligen Konstanten. 


5) Unsere Beweise der Satze 1 und 2 benutzen also den Approximationssatz 
fir fastperiodische Funktionen. In diesem Zusammenhang bemerke ich, da8 der 
Bohrsche Beweis des Satzes 1 diesen Satz nicht benutzt. 
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Es geniigt offenbar, diesen Satz fiir » = 2 zu beweisen’); denn 
wendet man diesen Spezialfall fiir zwei beliebige Variablen z, und 2, auf 
die Funktion F(..., 2,4, ..., %,---) am, indem die iibrigen Variablen fest- 
gehalten werden, so ergibt sich die Proportionalitat aller Linearformen 
Gu,a Tu + Jr,a% und daraus natiirlich der Satz. In dem Spezialfall n = 2 
lautet der Satz mit geinderten Bezeichnungen wie folgt: 

Satz 5a. Es sei F (x, y) eine fiir alle x und y definierte stetiye Funktion, 
welche nach x und y periodisch mit der Periode 2x ist. Es seien a und b 
zwei Werte, die von F(x, y) nicht angenommen werden und g,x + h,y und 
9,x +hyy die entsprechenden Linearformen. Dann sind diese Linearformen 
zueinander proportional, d.h. es gibt zwei ganze Zahlen | und m, welche 
nicht beide gleich Null sind, derart, daf 

lg, +mh, = 0, lq, +mh, = 0. 

Die mod 22 reduzierte (x, y)-Ebene fassen wir wie iiblich als einen 
Torus T auf’); dann wird F(z,y) zu einer auf T definierten Funktion 
F(P) Der Torus I wird durch F(P) auf die komplexe Ebene abge- 
bildet, und bei dieser Abbildung werden insbesondere die Punkte a und b 
ausgelassen. Das Bild einer geschlossenen orientierten Kurve*) y auf T 
bei dieser Abbildung bezeichnen wir mit y’; dann sind die Argument- 
variationen von F(P) —a und F(P) — 6 langs y einfach gleich den Um- 
laufszahlen k, und k, von y’ um a bzw. 6b, multipliziert mit 22. Diese 
Zahlen k, und k, andern sich bei einer stetigen Deformation von y auf T 
nicht; sie hingen also nur vom Typus von y ab. 

Bei der Reduktion der (z, y)-Ebene mod 22 geht jedes positiv orien- 
tierte Geradenstiick z, <= r<2,+22, y= y, in eine geschlossene 
orientierte Kurve auf T iiber, und diese Kurven haben alle denselben 
Typus. Eine beliebige Kurve dieses Typus bezeichnen wir mit «. In 
derselben Weise geht jedes positiv orientierte Geradenstiick x = z,, 
¥ = y¥<¥y% +22 im eine geschlossene orientierte Kurve auf T iiber, 
und wir bezeichnen mit # eine beliebige Kurve vom selben Typus wie 
diese Kurven. Die Umlaufszahlen des Bildes « einer Kurve « um a 
und 6 sind einfach die Zahlen g, und g,, wahrend die Umlaufszahlen des 
Bildes f’ einer Kurve 8 um a und b die Zahlen h, und h, sind. 


6) Fir n = 1 ist nichts zu beweisen. 

7) Wir bedienen uns bei dem folgenden Beweis einer geometrischen Sprech- 
weise. Es ist méglich, aber kaum wiinschenswert, diese Sprechweise zu vermeiden. 

*) Unter einer geschlossenen orientierten Kurve y auf T verstehen wir etwas 
allgemeiner als sonst iiblich jedes Aggregat von endlich vielen gewéhnlichen ge- 
schlossenen orientierten Kurven. Es ist dann klar, was unter einer Linearkombi- 
nation «+m mit ganzen Koeffizienten 1 und m von zwei geschlossenen orien- 
tierten Kurven « und # auf T zu verstehen ist. 
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Jede beliebige geschlossene orientierte Kurve y auf T laBt sich be- 
kanntlich auf eindeutige Weise als Linearkombination mit ganzen Koeffi- 
zienten von Kurven der beiden Typen « und # in der Form y = la + mf 
darstellen, d. h. y la8t sich stetig in eine Kurve 1a-+ mf iberfiihren. 
Dabei ist y dann und nur dann auf T in einen Punkt zusammenziehbar, 
wenn / und m beide gleich Null sind. Die Umlaufszahlen k, und k, des 
Bildes y’ von y um a und 6 sind hiernach einfach die Zahlen 1g, + mh, 
und lg,-+mh,. Auf Grund dieser Deutung der Zahlen lg, + mh, und 
lg, + mh, laBt sich Satz 5a auch wie folgt formulieren. 

Satz 5b. Es gibt eine geschlossene |orientierte Kurve y auf I, welche 
sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen lat, derart, daB die Umlaufs- 
zahlen k, und k, des Bildes y' von y um a und b beide gleich Null sind. 


Um eine solche Kurve y zu finden, bemerken wir zunichst, da8 wir 
ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen diirfen, daB F(z, y) ge- 
wisse spezielle Eigenschaften besitzt. Es gibt eine positive Zahl « derart, 
daB | F(z, y)—a|>e und | F(z, y) —6| je fiir alle z und y. Ersetzt 
man F(z, y) durch eine stetige Funktion, welche nach xz und y periodisch 
mit der Periode 22 ist und welche fiir alle z und y von F(z, y) um 
weniger als ¢ abweicht, so bleiben trotz dieser Anderung fiir jede ge- 
schlossene orientierte Kurve y auf I die Umlaufszahlen k, und k, des 
Bildes y’ von y um a und b dieselben. Hieraus folgt, daB wir beim Beweis 
annehmen diirfen, daB F(z, y) fiir eine natiirliche Zahl g folgende Bedin- 
gungen erfillt: Zerlegt man durch die Geraden z = = k, y= = k, 
z+y= = k (k beliebig ganz) die (x, y)-Ebene in Dreiecke, so ist F(z, y) 
in jedem dieser Dreiecke eine lineare Funktion von z und y, und das 
Dreieck wird durch F(z, y) auf ein eigentliches Dreieck der komplexen 
Ebene abgebildet. 

Die erwahnte Dreieckszerlegung der (z, y)-Ebene ist, mod 2 x betrachtet, 
eine Zerlegung von T in endlich viele Dreiecke 4. Jedes dieser Dreiecke A 
wird durch F(P) affin auf ein eigentliches Dreieck A’ der komplexen 
Ebene abgebildet. Wir nennen 4 positiv oder negativ, je nachdem 4 
und 4’ denselben oder entgegengesetzten Umlaufssinn haben. 

Wir betrachten jetzt fiir eine Kurve « die Umlaufszahlen g, und g, 
des Bildes «’ von « um a und b. Sind diese Umlaufszahlen beide gleich 
Null, so ist y = a eine mégliche Wahl fiir y; sonst sei etwa g, + 0. Dann 
betrachten wir in der komplexen Ebene eine orientierte Halbgerade L 
mit a als Endpunkt, welche nicht durch b hindurchgeht und ferner keinen 
Eckpunkt eines Dreiecks A’ trifft. Wenn dann ein Dreieck A’ von L 
getroffen wird, dann hat es mit L eine gewisse Strecke s’ gemeinsam, 
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deren Endpunkte auf zwei Seiten von A’ liegen; diese Strecke s’ ver- 
sehen wir mit derselben oder der entgegengesetzten Orientierung wie L, 
je nachdem 4 positiv oder negativ ist; mit s bezeichnen wir diejenige 
orientierte Strecke in 4, welche bei der Abbildung in s’ iibergeht. Samt- 
liche Strecken s auf T, die man auf diese Weise erhilt, setzen sich dann 
offenbar zu einer geschlossenen orientierten Kurve zusammen, die wir 
mit y bezeichnen; daB die Menge dieser Strecken nicht leer ist, folgt 
daraus, daB «’ wegen g, + 0 notwendig Punkte mit LZ gemeinsam hat. 
Das Bild y’ dieser Kurve y liegt auf Z und ihre Umlaufszahlen um a 
und 6} sind deshalb gleich Null; wenn wir also zeigen kénnen, daB y sich 
nicht auf T in einen Punkt zusammenziehen laBt, dann ist der Beweis 
zu Ende gefiihrt. 

Hierzu betrachten wir auf T eine Kurve «, welche durch Reduktion 
der (z, y)-Ebene mod 2” aus einem positiv orientierten Geradenstiick 
%Sr<4,+22, y = y, entsteht, wobei wir y, so wihlen, da8 « weder 
durch einen Eckpunkt eines Dreiecks 4 noch durch einen Endpunkt einer 
der Strecken s hindurchgeht. Dann sind alle gemeinsamen Punkte von « 
und y eigentliche Schnittpunkte, und diese Schnittpunkte liegen im Innern 
der Dreiecke 4. Entsprechend sind alle gemeinsamen Punkte des Bildes «’ 
von « und der Halbgeraden L eigentliche Schnittpunkte. Diese Schnitt- 
punkte zaihlen wir positiv oder negativ, je nachdem L von rechts oder 
links tiberkreuzt wird; dann ist die Anzahl der so gezihiten Schnittpunkte 
gleich der Umlaufszahl von «’ um a, also gleich g,. Diese Anzahl von Schnitt- 
punkten ist aber gleich der Anzahl der Schnittpunkte von « und y, wenn 
man die Schnittpunkte positiv oder negativ zaihlt, je nachdem y von rechts 
oder links iiberkreuzt wird. Dies ergibt sich aus der gewahlten Orientierung 
der Strecken s. Also ist auch die letztere Anzahl gleich g,. Da nun 
J. + 0, folgt, daB y sich nicht auf T in einen Punkt zusammenziehen laBt. 


3. Wir kénnen jetzt die den Siatzen 1 und 2 entsprechenden Sitze 
fiir Bohlsche Funktionen beweisen. Unter einer Bohlschen Funktion f (t) 
versteht man bekanntlich eine Funktion der Form 


f(t) = F(B,t,..., Bat), 


wo F(z,,...,%,) stetig und nach jeder Variablen z, periodisch mit der 
Periode 2% ist und die Zahlen f,,...,8, linear unabhaingig sind. Aus 
dem Kroneckerschen Approximationssatz geht hervor, daB die abgeschlossene 
Hiille des Wertevorrats von f(t) gleich dem Wertevorrat von F(z,, ..., 2p) 
ist, d. h. die Werte a, fiir welche die untere Grenze von o0,(t) = | f(t) —a| 
positiv ist, sind genau diejenigen Werte, die von F(z,,...,2,) nicht an- 
genommen werden. Weiter bemerken wir, daB man eine vorgegebene 
Bohlsche Funktion /(t) stets in der angegebenen Form mit Hilfe einer 






362 B. Jessen. 


Funktion F (z,,..., ,) darstellen kann, so daB der Modul M, der Fourier- 
exponenten von /(t) aus allen Linearkombinationen 


9:8, +.--+9nBn 


mit ganzen Koeffizienten g, besteht*). (Im allgemeinen kann man nur 
behaupten, daB M, in dem Modul dieser Zahlen enthalten ist.) Ersetzt 
man also in den Sitzen 4 und 5 jedes z, durch £,t, so ergeben sich un- 
mittelbar Sitze fiir Bohlsche Funktionen. Aus Satz 4 ergibt sich der 
folgende Satz: 


Satz 6. Es sei f(t) eine Bohlsche Funktion und a ein Wert derart, 
daB die untere Grenze des absoluten Betrages 0, (t) = |f(t)—a| positiv ist. 
Dann lat sich das Argument ¢, (t) = arg (f(t) — a) in der Form 


Pa (t) = t+ Ya (¢) 


schreiben, wo c, eine reelle Konstante und y,(t) ebenfalls eine Bohlsche 
Funktion ist. Ferner enthilt der Modul M, der Fourierexponenten von f{ (t) 
sowohl die Konstante c, als auch den Modul M,, der Fourierexponenten 
von wy, (t). 

Aus Satz 5 ergibt sich, daB die Menge C, der Siakularkonstanten 
einer Bohlschen Funktion aus lauter ganzen Vielfachen einer festen Zahl 
besteht. Indem wir noch daran erinnern, da8 die Null unter den Sakular- 
konstanten vorkommt, kénnen wir auf Grund eines friiheren Beispiels 
sofort die fiir Bohlsche Funktionen auftretenden Mengen C, vollstandig 
charakterisieren. Wir erhalten den folgenden Satz: 


Satz 7. Eine reelle Zahlenmenge C ist dann und nur dann die Menge C, 
der Sdkularkonstanten einer Bohlschen Funktion {(t), wenn sie die Null 
enthalt und aus lauter ganzen Vielfachen einer festen Zahl besteht. Es gibt 
dann immer periodische Funktionen f(t), fiir welche C, = C ist. 


4. Der Ubergang zu beliebigen fastperiodischen Funktionen ist sehr 
einfach. Wir benutzen den Satz, daB jede fastperiodische Funktion gleich- 
maBig durch Bohlsche Funktionen approximiert werden kann, und zwar 
so, daB die Moduln der Fourierexponenten der approximierenden Funktionen 
in dem Modul der Fourierexponenten der vorgegebenen Funktion enthalten 
sind. Es sei f(t) fastperiodisch und a ein Wert, derart, daB 


oa(t) = |f(t}-a|=z>k>0 


fir alle ¢«. Wir wahlen zu einem vorgegebenen positiven «(< k) eine 
Bohische Funktion /* (¢), derart, daB | f (t) — /* (t)| < « fiir alle ¢ und auBer- 
dem M,- in M, enthalten ist. Dann ist 07 (t) = |/*(t) -a| >[k—e fiir 


®) Dabei wird von dem trivialen Fall abgesehen, wo f(/) konstant ist. 
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alle ¢, und ferner gilt fiir die Argumente gq, (t) = arg(f(t)— a) und 
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pa (t) = arg ({* (t) — a) bei passender Normierung 

| pa (t) — a (t)| << aresin | (< 4): 
Nun gilt pf (t) = cft+ yi(t), wo ypd(t) eine Bohlsche Funktion ist. 
Dabei muB wegen | gy, (t) — pa (t)| < 3 die Konstante c? von der spe- 


ziellen Wahl von /*(t) unabhangig sein. Bezeichnen wir sie mit c, und 
setzen wy, (t)=c,t + y,(t), so gilt also | y, (t) — pr (t)| Sarecsin = woraus 
folgt, da « beliebig klein gewablt werden kann, daB y,(t) fastperiodisch 
ist. Ferner ist c, = c in M;,-, also in M, enthalten, und M,, ist in M, 
enthalten, da jede Zahl von M,, fiir ein hinreichend kleines ¢ in My*, 
also in M,- enthalten ist. Hiermit ist Satz 1 bewiesen. 

Zum Beweis des Satzes 2 bemerken wir zunichst, daB nach dem 
eben Bewiesenen jede Zah] aus C, fiir ein hinreichend kleines ¢ in Cy 
enthalten ist. Da jedes C,- aus lauter ganzen Vielfachen einer festen Zahl 
besteht, folgt hieraus, daB C, aus lauter rationalen Vielfachen einer festen 
Zahl besteht, womit nach einem friiheren Beispiel Satz 2 bewiesen ist. 


In der vorliegenden Arbeit habe ich mich auf das Studium der zu 
einer fastperiodischen Funktion gehérigen Sakularkonstanten beschrinkt; 
dazu geniigte es, die durchschnittlichen Umlaufszahlen der Funktion um 
verschiedene Punkte zu betrachten, wihrend die genauere Beschreibung 
der Aufeinanderfolge dieser Umlaufe fiir die behandelte Aufgabe nicht 
notwendig war. In einer gemeinsamen Arbeit, die in den Mitteilungen 
der Danischen Akademie erscheinen wird, werden W. Fenchel und ich 
diese allgemeinere Fragestellung behandeln. 
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Sur les démonstrations arithmétiques dans la théorie 
du corps de classes. 


Von 


C. Chevalley in Paris und H. Nehrkorn in Hamburg. 


Introduction. 

M. Hasse, poursuivant une idée profonde émise par Mlle Noether, 
suivant laquelle les théories de l’arithmétique et de l’algébre dans les 
corps commutatifs peuvent étre déduites des théories analogues, plus 
simples, relatives aux systémes non-commutatifs, a montré') comment on 
pouvait tirer la loi de réciprocité, et, par la, toute la théorie du corps 
de classes, de la théorie des algébres, et notamment du théoréme fon- 
damental de |’«intégrabilité p-adique» du fait, pour une algébre, de se 
décomposer complétement. 

M. Hasse, a partir de ce théoréme, montre que toute algébre U 
simple dont le centre est un corps fini de nombres algébriques, posséde 
un corps de décomposition relativement cyclique et circulaire par rapport 
& son centre, dont le discriminant est premier 4 celui de l’algébre. Ce 
théoréme entraine 4 son tour la démonstration de la formule de la somme 
relative aux invariants définis par M. Hasse: 

(1) z (=) =0 (mod 1) 

formule de laquelle on déduit l’affirmation essentielle de la loi de réci- 
procité de Artin: si K est une extension relativement abélienne de k, 
a étant un idéal de & premier au discriminant relatif de K, le symbole 


(AE) ne dépend que de la classe de congruence de a (mod fx, ,), ot fx, ; 


est le conducteur de K par rapport a k. 

On passe ensuite de la & la loi de réciprocité compléte (donc a la 
théorie du corps de classes) en montrant 1. que l’application a > (=*) 
est une application sur le groupe de Galois tout entier de K/k, 2. que 
c’est une application isomorphe du groupe des classes d’idéaux (mod H), 
ot H est le groupe attaché & K dans k (groupe des idéaux de k congrus 
(mod fx,x) & des normes d’idéaux de K premiers 4 fy,; ce groupe a été 
appelé par l’un de nous groupe de Takagi). Ce passage se fait, dans le 


1) Voir Hasse [2]. 
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mémoire dont nous parlons, en employant les moyens transcendants de 
la théorie du corps de classes. Dans une note sur épreuves, M. Hasse 
indique que l’un de nous a montré que le passage 1. peut se faire par 
voie arithmétique. 

Nous montrons ici qu'il en est de méme du passage 2., et, pour 
cela, nous faisons remarquer que, dés que |]’on est en possession de la 
partie de la loi de réciprocité indiquée plus haut, on peut, en suivant 
la méthode indiquée par J. Herbrand et Chevalley, démontrer le théoréme 
d’existence de la théorie du corps de classes, au moins dans le cas ot 
le corps de base contient certaines racines de l’unité. On peut ensuite 
déduire le théoréme réciproque du théoréme d’existence. 

Ii résulte de l& que toute la théorie du corps de classes et des 
algébres simples par rapport aux corps de nombres algébriques se déduit 
arithmétiquement de la formule (1). I) serait interessant de savoir si on 
ne pourrait pas la déduire du fait de l’existence d’un corps de décompo- 
sition circulaire quelconque, car, dans ce cas, on serait ramené & démontrer 
qu’il n’existe aucune algébre 4 division non commutative par rapport au 
corps de toutes les racines de l’unité. Or cette proposition, qui est 
actuellement démontrable 4 partir de la théorie du corps de classes, 
conduit, en se référant aux idées de MM. Artin et Tsen*), & poser la 
question de savoir si le corps de toutes les racines de l’unité ne serait 
pas quasi-algébriquement fermé, question qui reste pour le moment ouverte. 


Nous introduisons dans ce paragraphe quelques notions et notations 
qui seront employées dans tout le cours de l'article. 

k désignera un corps fini de nombres algébriques, et K une extension 
relativement abélienne finie de k. 

1. On appelle growpe de Artin associé a K dans k le growpe des idéaux 
a de k premiers au discriminant relatif de K et pour lesquels le symbole 
de Artin (=*) est égal a 1. 

Ce groupe sera désigné par Hx ,. 

2. m étant un module de k (c’est-a-dire un produit d’idéaux premiers 
finis ou infinis), on appelle groupe de Takagi associé 4 K dans k (mod m) 
le groupe des idéaux de k qui sont congrus (mod m) a4 des normes relatives 
Vidéauz de K premiers a m. 

Ce groupe sera désigné par Ai: ,. 

p étant un idéal premier, nous appellerons reste normique (mod p™) 
un nombre « de k tel que, pour chaque n> 0, a soit congru (mod p") 


*) Voir Chevalley [2] et Tsen [1]. 
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& la norme relative d’un nombre + 0 de K (si p est un idéal premier 
infini, on pose p* = p). On sait qu'il existe un exposant n> 0 tel 
que tout nombre de k= 1(modp"?) soit reste normique de K (mod p*) 
(la congruence « = 1 (mod p®) signifiant que « est premier & p). m, étant 
choisi le plus petit possible de maniére 4 satisfaire 4 cette condition, 
p"? est appelé le p-conducteur de K. Le produit des p-conducteurs pour 
tous les idéaux premiers est un module de k qu’on appele le conducteur 
de K par rapport a k et qu’on désigne par fy, ;. 

Comme notre but principal ici est de faire la part de ce qui est 
démontrable par des moyens purement arithmétiques, nous rapellerons 
quelques faits qui se démontrent sans employer les moyens transcendants: 

1. Si KR’ K, ona Hy, > Hy,. Si K’ est une autre extension 
abélienne de k, Hy x, est la partie commune 4 Hy, eta Hy ,. Sik’ 
est une extension finie quelconque de k, les idéaux de Hy,» premiers 
au discriminant relatif de K par rapport & k sont ceux dont les normes 
par rapport 4 k sont dans Hy ,°). 

2. Pour chaque substitution S du groupe de Galois de K/k, il existe 
un idéal a de k premier & un module m quelconque donné 4 |’avance et 
=I), 


tel que S = (= 


Cette proposition est la conséquence presque immédiate de la suivante: 
si (K:k) est un nombre premier J, il est impossible que tous les idéaux 
premiers de k premiers & m se décomposent complétement dans K ‘*). 
Ce fait a été déduit par l’un de nous de |'«inégalité arithmétique» de 
la théorie du corps de classes®). Mais quand on ne vise qu’a démontrer 
la proposition particuliére énoncée, on peut donner & la démonstration 
générale une forme un peu plus courte, quoiqu’identique quant au fond. 
Supposons en effet que (K:k) = 1 et que tous les idéaux premiers de k 
premiers 4 m se décomposent complétement dans K. Si k, est une ex- 
tension de k étrangére 4 K par rapport & k, tous les idéaux premiers 
premiers & m de k, se décomposent totalement dans Kk,. On peut donc 
supposer que k contient les racines primitives l-iémes de l'unité et est 


t 
complétement imaginaire. Soit alors K = k(Va). Soient p,, p., ..., Pr 
les diviseurs premiers de m et p, un idéal premier ne divisant pas m. 
Soit N un exposant tel que tout nombre de k=1 (mod p>) (i = 0,1,..., A) 
soit puissance l-iéme exacte dans k,,, et soit y un nombre qui n’est pas 


’) Voir Chevalley (1, p. 426) ou Hasse (1, Teil II, I, § 4). 
*) Voir Chevalley (1, p. 427 et p. 442). 
5) Voir Chevalley (1, p. 442). 
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puissance /-iéme exakte dans k,,. Determinons un nombre f de k satis- 


faisant aux congruences 
8B = 1 (mod p*) (¢ =1,2,...,4) B=y (modp%). 


t 
Alors k, =k(Vaf) est étranger & K, car p, est complétement dé- 
composé dans K et ne l’est pas dans k,. D’autre part, si $, est un 
facteur premier de p,; dans k,, (i = 1, 2,..., 4), le polynome z'—« se dé- 
compose en facteurs linéaires dans (k,)g, et par suite $, se décompose 
complétement dans k, K: tous les idéaux wna de k, se décomposent 
complétement dans K k,. 

Nous pouvons done supposer directement que m= (1). Dans ces 
conditions tout idéal de k est norme relative d’un idéal de K. Désignons 
par a Jes idéaux de k, par & ceux de K, par A les nombres + 0 de K, 
par E les unités de K. Les idéaux de K de norme relative (1) sont 
les U'—*, S désignant un générateur du groupe de Galois. D’ou 

(W:W!-S(A)) = (a:[N(A)])*). 
[W: (A)] 


Mais, le premier membre s’écrit ————>— 
(ur * (A): (AD) 


et ’homomorphie & — Y!—* 


donne 

-$(A\- _ [U:(A)) 
ou on désigne par D les idéaux tels que D'~* soit principal (idéaux des 
classes ambiges). D’ou 


[a:(N(A))] = [D:(A)] = [D:a(A)] [a(A):(A)] = [D:a(A)][a: [a, (A)]] 
[[a, (A)] :(N (A))] = [D:a(A)). 


Les nombres A tels que (A) = U sont ceux dont la puissance 1 — S est 
une unité. Désignons-les par 4. Le premier membre vaut 
[(4):(N(A))] = [4:N(A) EB] = (4:0 B)[« B:N (A) BE] 

= (H: E'~*‘)[« BE: N(A) £) 
en désignant par H les unités de K de norme relative 1. Le second 
membre de (1) s’écrit [D'-*:(A)'~— 4%]. Or les D!-* sont les idéaux (0), 
© désignant les nombres de K dont les normes relatives sont des unités. 
Donec 





[D:a(A)] = (0: A'-SE) = [N (0): N(B)] 
et nous arrivons a |’égalité 

[N (PO): N(B)] = (A: E'— 8) [a B: N (A) E). 
Or, au moyen du théoréme de Herbrand sur les unités et du lemme de 
Herbrand (dont le premier peut ici s’énoncer et se démontrer plus simp- 


6) Nous écrivons N(.. 





-) pour désigner la norme de K & k. 
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lement que dans le cas général parceque k est complétement imaginaire), 
on démontre que 

(H : E'—-S) = I[e: N(EB)] = l[e: N (O)| [N (0): N (B)) 
ce qui conduit & une contradiction. 

3. Il résulte de 2. que le groupe des idéaux de Hy, premiers & un 
module m est d’indice (K:k) dans le groupe des idéaux de k premiers 
au discriminant relatif de K et 4 m. On en déduit un théoréme d’uni- 
cité: si K’ est une autre extension abélienne de k, et si les idéaux de 
Hy, et de Hy, premiers 4 un certain module m sont les mémes, on a 
K = K’. En effet, en vertu de 1., on doit alors avoir 

(K K’: K) = (KK’: K’) = 1. 

4. Si un idéal a de ) est premier 4 un module m, il appartient 
a H%... En effet, on peut evidemment supposer que m est multiple 
de fx.,. Soit a = (a)Nx (HM) ob «a =1(modfy ,) et ot UW est un idéal 
de K premier 4 fy... Si p est un idéal premier divisant m mais non fy. ;, 
et si f est Je degré relatif d’un facteur premier [ de p dans K, p inter- 
vient dans («) avec un exposant multiple de f. Il résulte de la que a 
est reste normique (modm)’): «=N,,(A)(modm) et a=N,x,(A4%) 
(mod m). L’idéal A&W est d’ailleurs premier & m, ce qui prouve notre 
proposition. 

Done les divers groupes H%, relatifs aux modules m multiples de 
fx,. sont des groupes de congruence «égaux». 

Inversement, si un groupe de congruence H est défini modulo m et 


si H est «égals a a=? H est le groupe HY ,. En effet, soit a un 


idéal de H, et soit n un module multiple de m et de fx.y, tel que les 


idéaux premiers & n de H et de Hs} soient les mémes. II existe dans 


H un idéal a’ =a(modm) et premier 4 n. Cet idéal est premier 4 n 
et est dans A's, il est dans a et a fortiori dans a i] en est de 
méme de a qui lui est congru (modm). Réciproquement, si a est un 
idéal de H.,, a est congru (modm) & la norme relative d’un idéal % 
de K premier 4 m; il existe un idéal WM de K congru & U (modm) et 


premier dn. Nyx ,(U') est dans hae et est premier & n; donc cet 


idéal est dans H et il en est de méme de a qui lui est congru (mod m). 


7) En effet, Kx est une extension cyclique non ramifiée de ky de degré f, 
done corps de classes pour le groupe des nombres de k dont |’exposant est divisible 
par / (Chevalley 1, p. 423). « étant reste normique (mod p~) pour tous les facteurs 
premiers p de m est reste normique (mod m). 
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Nous dirons que K est corps de classes sur k quand Hy , sera «égal» 
a Ae}. Si alors H est un groupe de congruence quelconque «égal» 


4 Hs. nous dirons aussi que K est corps de classes sur k pour H. 


II. Conséquences de la formule de la somme. 


Nous supposerons 4 partir de maintenant démontré le fait suivant*): 


8S. Si o est une algébre simple de centre k, = omme 2o & 
tous les invariants de v0 est =0 (mod 1). 


M. Hasse a montré*) que la proposition 8. permet de démontrer 
arithmétiquement que: si K est relativement cyclique par rapport 4 k, 
le groupe Hy, est un groupe de congruence définissable (mod fy. ;). 
Comme ce groupe contient les normes relatives des idéaux de K premiers 
& fx,x il contient le groupe Hes. On étend tout de suite cette pro- 
position aux sur-corps sdidtanens abéliens K quelconques: si K est 
composé des corps relativement cycliques K,, K,,..., Kn, Hx, est 
l'intersection des groupes Hx, ,, et ey est contenu dans tous les 
groupes = qui sont eux-mémes contenus dans les Hy,,. Donec Ae} 
est contenu dans Hy ,. 


Il résulte de l& que, pour montrer que K est corps de classes sur k, 
il suffit de montrer que, pour un module m convenable multiple de fx,;, 
Hy... est d’indice <(K:k). En effet, H%, est contenu dans le groupe 
des idéaux premiers 4 m de Hx, qui est d’indice (K : k). 

Nous pouvons alors démontrer le théoréme suivant: 

Théoréme 1. Soit K> K’>k. Considérons les trois propositions: 
a) K est corps de classes sur K’, b) K’ est corps de classes sur k; c) K 
est corps de classes sur k. a) et b) entratnent c). cc) entratne b). 

1. Supposons a) et b). Soit a un idéal de Hy,. Done a est 
contenu dans HIE tw), on a 
(1) a = Nx, (&) (mod fx, x) 
ou & est un idéal de K’ premier & fy... Ona 


(5) = (x) = (BH) = 


*) Voir Hasse (2, 6. 54). 
*) Voir Hasse (2, 6.71). 


ol 
10) a est contenu dans H,, ,, done dans i. et est premier 4 f, ,- 
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et, par suite, WcHAg ~ = il . Donec 
(2) W=Nexe (A) (mod fx, ;) 
ot YW est un idéal de K premier a fx, ,. 


La comparaison de (1) et de (2) montre que a est dans We. ce 
qui démontre c). 

2. Supposons c). Si A est le groupe des idéaux de K premiers a fx, x, 
la correspoudance a + (=) définit une isomorphie de A/H,x,, avec le 
groupe de Galois de K/k. Pour chaque élément S du groupe de Galois 
de K/K’, il existe un idéal Us; de K' premier & fx,, tel que 


8 = ("E) = (wate) 


Or, Nye (Us) CAE. Il résulte de 14 que H,-, est un sous-groupe 


d’indice > (K: K’) dans me, et par suite, que ce dernier groupe est 
d’indice <n dans A, ce qui démontre que K’ est corps de classes sur k. 

De méme on pent démontrer le 

Lemme 1. Si K est corps de classes sur k pour le groupe H, et si 
H’ est un groupe contenant H, K contient un corps K' qui est corps de 
classes sur k pour H’. 

Supposons H défini (mod m) et soit A le groupe des idéaux de k 


premiers 4 m. La correspondance a > (~*) définit une isomorphie de 


A/H avec le groupe de Galois de K/k. Les éléments de ce groupe qui 
correspondent & des classes (mod H) formées d’éléments de H’ forment 
un sous-groupe g. Soit K’ le corps des nombres de XK invariants par les 
opérations de g. Les idéaux premiers & m de Hx, sont ceux de H’. 
Par suite K’ est corps de classes sur k pour H’. 


Ill, Démonstration du théoréme réciproque. 


Lemme 2. Si H est un growpe de congruence d'indice n dans un 
corps k qui contient les racines primitives n-iémes de Vunité, il existe un 
sur-corps K relativement abélien de k qui est corps de classes sur k pour 
le groupe H. 

En effet, on démontre™) qu’il existe dans & deux modules m,, m, 
premiers entre eux, deux groupes de congruence H,, H, et deux sur-corps 
relativement abéliens K,, K, tels que 1. H; soit défini (mod m,)(t = 1, 2), 
2. H contienne H,, 3. chaque idéal de H, soit congru (modm,) 4 un 


1) Voir Chevalley (1, p. 468). 
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idéal de la forme f,a’, a, étant premier & m,, f, n’étant divisible que 
par des facteurs premiers de m,, 4. les idéaux premiers ne divisant pas 
m, soient non-ramifiés dans K,; les idéaux premiers divisant m, soient 
complétement décomposés dans K,, 5. qu’on ait les propriétés analogues 
& 3. et 4. obtenues en permutant les indices 1 et 2, 6. que, A, et A, 
désignant les groupes des idéaux de k premiers & m,, m,, on ait 
(A,:H,)(A,: H,) = (K,:k) (K,:h), 
7. que fix, x divise m, (¢ = 1, 2). 


I] résulte de 3., 4., 5., 7. que Ay contient H,; (¢ = 1, 2). Comme, 
d’autre part, ce groupe est contenu dans H K;, k» SOD indice est > (K;: k). 
En vertu de 6., cet indice doit alors étre égal & (K;,:k), donc K, est 
corps de classes sur k pour H,. En vertu du Lemme 1, K, contient un 
corps K qui est corps de classes sur k pour le groupe H. 

Théoréme. Sit K est un sur-corps relativement abélien de k, K est 
corps de classes sur k. 

Nous démontrerons ce théoréme par récurrence sur (K:k). Il est 
trivial pour (K:k) = 1. Supposons-le démontré pour toutes les exten- 
sions de degré relatif <n, et soit (K:k) =n. Soit ¢ une racine primi- 
tive n-iéme de l’unité, et soit k, = k(f). Done (k,:k) divise p(n) qui 
est <n, et k, est corps de classes sur k. Soit Kk,=K,. Done 
(K,:k,) divise n. Par suite il y a un corps Kf qui est corps de classes 
sur k, pour le groupe Hx ,,,. Done les groupes Hx x, Hx*x, sont 
des groupes de congruence «égaux», et par suite KT = K, (voir § 1, 3). 

K, est abélien par rapport &-k; de plus K, est corps de classes 
sur k, et k, est corps de classes sur k. Donec (Théoréme 1), K, 
est corps de classes sur k; K, étant contenu dans K,, est aussi corps 
de classes sur k (Lemme 1). 
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In den letzten Jahren war man in der Theorie der algebraischen 
Zahlkérper hauptsichlich bestrebt, die Satze der Klassenkérpertheorie auf 
die relativ-galoisschen Kérper zu iibertragen. Die Darstellungstheorie der 
endlichen Gruppen und hyperkomplexen Systeme konnte in den Unter- 
suchungen von E. Artin, H. Hasse und E. Noether zur Behandlung von 
in dieser Richtung liegenden zahlentheoretischen Problemen herangezogen 
werden. Diese abstrakt algebraische Methode (gemeint ist das Hyper- 
komplexe) erméglichte zuerst neue Formulierungen bekannter Tatsachen 
iiber relativ-zyklische Kérper. Sie ist aber so stark und tiefgehend, 
daB sich die neuen ,,Deutungen“ auf allgemeinere Zahlkérper als die 
relativ-zyklischen — also weitergehend als die reine Formulierung! — 
tibertragen lassen. Es sei nur an den Satz vom _ verallgemeinerten 
Hauptgeschlecht von E.Noether') und an das Hassesche Zerlegungs- 
gesetz*) erinnert. Hasses neues Zerlegungsgesetz relativ-galoisscher Kérper 
— Charakterisierung des Zerlegungstypus eines Primideals p in k& in 
einem galoisschen Oberkérper K — heift: ,,Der Relativgrad / der Prim- 
teiler in K eines nicht in der Relativdiskriminante von K aufgehenden 
Primideals von k ist gleich dem friihesten Exponenten, fiir den Aj ~ ky 
wird fiir alle Algebren A aus der K zugeordneten Gruppe &“. (Dabei 


*) Diese Arbeit wurde von der philosoph. Fakultét der Universitat Marburg 
als Dissertation angenommen. 

1) E. Noether, Der Hauptgeschlechtesatz far relativ-galoissche Zahlkérper. 
Math. Annalen 108 (1933). 

*) R. Brauer, H. Hasse und E. Noether, Beweis eines Hauptsatzes in der 
Theorie der Algebren. Journ. f. Math. 167 (1932), S. 403. 
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ist R die Gruppe der beziiglich k als Zentrum normalen Algebren, die 
von K zerfallt werden.) Es ist bhervorzuheben, daB bei den Beweisen 
der obigen Siatze die algebraische Strukturtheorie der normalen einfachen 
Algebren im Vordergrund der Betrachtungen steht. Dabei bleibt die 
feinere arithmetische Strukturtheorte (Idealtheorie im GroBen) in den Algebren 
ganz unberiicksichtigt, es ist vielmehr nur das Verzweigungsverhalten der 
Algebren wesentlich, und dafiir braucht man nur lokale arithmetische 
Betrachtungen, nicht die Idealtheorie im GroBen. Man kann sich nun 
die Frage stellen: Lassen sich algebraische und arithmetische Fragen der 
Zahlkérpertheorie mit Hilfe der bekannten Idealtheorie hyperkomplezer Zahi- 
systeme behandeln? 

In diesem bisher fast unbearbeiteten Gebiete kann von einer glatten 
abgeschlossenen Theorie noch nicht die Rede sein. H. Hasse, E. Noether 
und ©. Chevalley haben zuerst bewuBt die Beziehungen zwischen den 
Idealen von maximal kommutativen Teilkérpern und einbettenden Algebren 
studiert*)*)*)*). Die dortigen Untersuchungen sollen hier verallgemeinert 
und weitergefiihrt werden. 

Nach E. Noether‘) werden die sogenannten Gebiete eingefiihrt: In 
einer normalen einfachen Algebra werden alle die Maximalordnungen in 
ein Gebiet zusammengefaBt, die mit einem maximal kommutativen Teil- 
kérper gleichen Durchschnitt haben und an den Verzweigungsstellen der 
Algebra iibereinstimmen. AuBerdem soll eine Ordnung eines maximal 
kommutativen Teilkérpers optimal eingebettet heiBen, wenn sie sich als 
genauer Durchschnitt einer Maximalordnung der Algebra mit dem Kérper 
darstellen 148t. Mit diesen Begriffsbildungen kann man fiir Kérper von 
Primzahlgrad folgende Siitze beweisen (§ 1): Optimal einbettbar sind alle 
und nur die Ordnungen, deren Fiihrer zur Diskriminante der Algebra 
prim ist, oder: Die Durchschnitte der Gebiete mit einem maximal kommu- 
tativen Teilkérper erschépfen im Falle einer normalen Algebra von Prim- 
zahlgrad genau alle diejenigen Ordnungen eines maximal kommutativen 
Teilkérpers, deren Fiihrer zur Diskriminante der Algebra prim ist. Be- 
riicksichtigt man, da% nach E. Noether*) fiir Matrixalgebren alle Ord- 
nungen durch die Gebietseinteilungen erschépft werden, so gelangt man 


scientifiques et industrielles 109, Volumes publiés 4 la mémoire de Jacques Her- 
brand. Paris, Hermann, 1934. 

*) E. Noether, Zerfallende verschrankte Produkte und ihre Maximalordnungen. 
Die gleiche Sammlung wie *) 148 (1934). 

5) C. Chevalley, Sur certains idéaux d’une algébre simple. Abh. Math. Sem. 
Hamburg 10 (1934). 

6) Schon E. Steinitz und I. Schur haben in ihren Arbeiten in den Math. 
Annalen 71/72 (1912) in anderer Form ahnliche Fragen behandelt. 


Mathematische Annalen. 111. 25 














374 O. Schilling. 


zu folgendem Ergebnis: Eine normale einfache Algebra von ungeradem 
Primzahlgrad ist dann und nur dann voll zerfallend, wenn jede Ordnung 
jedes Zerfillungskérpers in eine Mazximalordnung optimal einbetibar ist. 


Die Beziehungen zwischen den Idealen aus Ordnungen ©’ eines 
maximal kommutativen Teilkérpers und den Idealen der Maximal- 
ordnungen IY der einbettenden Algebra werden durch folgenden fiir die 
Hauptordnungen bei Chevalley, Hasse und E. Noether bewiesenen Satz 
geregelt: Enthalt die Rechtsordnung eines zum Fiihrer foy.9 und der 
Diskriminante der Algebra primen Linksideals 2 der 0’-optimalen Maximal- 
ordpung die Ordnung ©’ optimal, so ist das Ideal das Erweiterungsideal 
eines reguliren Ideals aus ©’. Dieser Satz spielt eine wichtige Rolle. 
Dazu kommen noch Aussagen iiber Normen: Die Norm eines zur Dis- 
kriminante der Algebra und zum Fiihrer primen Ordnungsideals ist gleich 
der reduzierten Norm des Erweiterungsideals nach einer die Ordnung 
optimal enthaltenden Maximalordnung. AuBerdem kann man in einem 
galoisschen Oberkérper (fast alle) voll zerfallenden Primideale durch einen 
Satz iiber Erweiterungsideale elementar hyperkomplex charakterisieren: 
Dann und nur dann zerfallt p in K vollsténdig, wenn in einer der endlich 
vielen Zerlegungen von p in der Algebra eine Komponente auftritt, die 
Erweiterungsideal aus K ist (§ 2). 


Fiir Matrixalgebren kann man noch feinere Aussagen machen (§ 3). 
C. Chevalley’) hat folgenden wichtigen Satz bewiesen: Zwei Linksideale 
einer Matrixalgebra sind dann und nur dann Aquivalent, wenn ihre re- 
duzierten Normen im Zentrum zur gleichen Idealklasse gehéren. Mit 
diesem Satz und dem Satz iiber Erweiterungsideale kann man die ,,ver- 
allgemeinerten Hauptgeschlechtssitze beweisen: Die Idealklassen des ver- 
allgemeinerten Hauptgeschlechts nach fo.9 werden durch diejenigen Ideal- 
klassen erschépft, die Ideale enthalten, deren Erweiterungsideale Hauptideale 
in einer D’-optimalen Mazimalordnung der Algebra werden. Dabei versteht 
man unter ,,veraligemeinertem Hauptgeschlecht‘‘ diejenige Untergruppe 
der absoluten Idealklassengruppe mod fp.¢ in ©’, deren Klassen Ideale 
mit Hauptidealnormen im Zentrum enthalten*). AuBerdem kann man 
zeigen: Die Hauptgebiete aller maximal kommutativen Teilkérper einer 
Matrizalgebra erschépfen die Gesamtheit aller Maximalordnungen®), oder: 


7) In einer bisher unpublizierten Arbeit iiber Arithmetik in Matrixalgebren, 
die ich einsehen durfte. Vgl. auch I. Schur, Math. Annalen 72 (1912). 

*) Fir die Hauptordnung wurde dieser Satz zuerst von C. Chevalley bewiesen. 
Wir geben hier einen einfacheren, fiir beliebige Ordnungen giiltigen Beweis. 

*) Die Umkehrung, da8 jede Hauptordnung in einer Maximalordnung liegt, 
ist klar. Vgl. H. Hasse *). Die obige Fragestellung bei E. Noether ‘*). 
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Jedes Ideal ist Erweiterungsideal eines Ideals aus einem passenden 
maximal kommutativen Teilkérper. 

Die von E. Noether vorgeschlagene Gebietseinteilung der Maximal- 
ordnungen einer Algebra erméglicht — in teilweiser Beantwortung einer 
dort aufgeworfenen Fragestellung — den Beweis eines Trennungssatzes 
der verschiedenen galoisschen Zerfillungskérper durch die zugehdérigen 
Gebiete. Im Sinne der Strukturtheorie, d. h., wenn man von verschiedenen 
isomorphen Darstellungen absieht, gelangt man zu folgendem Satze: Ver- 
schiedene galoissche Zerfillungskérper erzeugen verschiedene Gebietseinteilungen. 

Zum Beweise dieses Satzes miissen die Satze iiber Erweiterungsideale 
und ein analytischer Dichtigkeitssatz — oder sein arithmetisches Aqui- 
valent [siehe unten Anm. **)] — herangezogen werden (§ 4). 

Zum SchluB (§ 5) wird der Zusammenhang zwischen den stark ambigen 
Idealen eines galoisschen Kérpers mit Einbettungsfragen des verschrankten 
Gruppenringes untersucht. Unter dem verschrinkten Gruppenring versteht 
man bei dem Faktorensystem 1 den Ring Q= YOus. Dabei be- 
deuten © die Hauptordnung des Kérpers und us die den Elementen der 
Gruppe zugeordneten Operatoren. Die Rechengesetze sind die des ver- 
schrinkten Produktes. Dann entsprechen die stark ambigen Ideale modulo 
den Idealen des Grundkérpers eineindeutig denjenigen Mazximalordnungen, 
die den verschrinkten Gruppenring enthalten. AnschlieBend werden die 
gleichen Fragen fiir zyklische Kérper vom Primzahlgrad / bei beliebigem 
Faktorensystem untersucht. Dabei mu8 man aber voraussetzen, daB das 
Faktorensystem « (u' = «) ganz ist, da sonst 2 nicht mehr Integritiits- 
bereich im iiblichen Sinne ist. (Fiir echt gebrochenes « ist 2? + Q, 
«a? ¢ Q.) Wir erhalten das gleiche Ergebnis wie im voll zerfallenden 
Falle, nur tritt die Beschrankung auf zur Diskriminante der Algebra 
prime Ideale hinzu. 

Die meisten Ergebnisse dieser Arbeit bleiben auch fiir algebraische 
Funktionenkérper einer Variablen richtig. 

Herrn H. Hasse und Fri. E. Noether méchte ich meinen Dank fiir 
die Ratschlage und Hinweise bei der Abfassung dieser Arbeit aussprechen. 
Meinem Freunde C. Chevalley bin ich fiir die Einsichtnahme in eine 
bishier unpublizierte Arbeit sehr verbunden. 


§ 1. 
Optimale Einbettbarkeit. 
Vorbereitende Bemerkungen und Zusammenstellung bekannter 
Tatsachen aus der Zahlentheorie. 
K sei eine endliche algebraische Erweiterung des Zahlkérpers k. Es 
werden Ordnungen ©’ aus K betrachtet, © sei die Hauptordnung aus K, 
25* 
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o die Hauptordnung aus k. Sei fov.¢ der Fiihrer von ©’ beziiglich © 
(gr. gem. Teiler der Ideale aus ©’, die noch in © Ideale sind), p die 
endlichen Primstellen von k. Dann sind D, Ordnungen des halbeinfachen 
Systems K,'ky. In Ky, ist O, die Hauptordnung. Dahbei verstehen wir 
unter ©, das Modulprodukt ©’ o,. Wie im GroBen kann man nun 
einen Fiihrer fo,.o, von D, beziiglich ©, definieren. Nach dem Modul- 
satz von E. Noether’*) ist dann fo,.o, 9 K = f8.o, wobei 8.0 den 
Beitrag der p-Teiler BP; zu for. bezeichnet (pO = pi ek p"). Daher 
ist in der iiblichen Schreibweise fo:.¢ = I] fo, : O,- Man hat also 


(fo'.0, P) = 1 <> fo; Dp = 1 <> O) = Op. 


Bei den folgenden Uberlegungen werden die ,,regularen“, d.h. die zum 
Fiihrer primen Ideale von Ordnungen betrachtet. Fiir sie gilt bekannt- 
lich die bekannte Dedekindsche Idealtheorie. Sei (p, for.5) = 1. Dann 


ist O, = O, > 0,; wenn pO = PB"... Pir, so ist pO’ = Pi... P's 
mit $; = YP, O’ Primideal in ©’. Und es kann nicht vorkommen, da 
verschiedenen regularen ©’-Idealen gleiche Erweiterungsideale in © ent- 
sprechen, wie man durch Zusammensetzen der einzelnen Stellen erkennt. 
Wir haben also eindeutige multiplikative Zuordnung zwischen den regularen 
Idealen von D und ©’. Die Norm von reguliren 0’-Idealen im GroSen 
erkliren wir durch Zusammensetzung der Beitrige an den einzelnen Stellen 
von k. Im Kleinen ist Noy, U, das aus der Determinante der Ubergangs- 


substitution von ©, nach YW, in o, abgeleitete Hauptideal. (Dies ist 
eine invariante Bildung wegen der Giiltigkeit der Siatze der Elementar- 
teilertheorie im Modul ©, beziiglich des Hauptidealringes oy.) Natiirlich 
gilt aus diesen Griinden auch der Normenproduktsatz: 


No 4,3, = Noy U,- No %,. 


Sei A eine einfache normale Algebra mit dem Zentrum k, K ein be- 
liebiger maxima] kommutativer Teilkérper von A. Weiterhin D’ Ordnungen 
aus K, M Maximalordnungen aus A. Wir geben dann folgende 

Definition: Eine Ordnung 0’ aus K heife dann und nur dann 
optimal in A einbettbar, wenn sich in A mindestens eine Mazximalordnung M 
finden laBt, die mit K genau die vorgegebene Ordnung 0’ als Durchschnitt 
ergibt. (Also keine echte Oberordnung von 0’!) 


Dann gilt der 

Satz: Ist A = D Divisionsalgebra von Primzahlgrad, so ist eine Ord- 
nung 0’ eines belichigen maximal kommutativen Teilkérpers von D dann und nur 
dann optimal einbelthar, wenn der Fiihrer der Ordnung OD’ prim zur Dis- 
kriminante von D ist. 
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Beweis: Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten. 

a) Wenn ©’ optimal eingebettet ist, so ist der Fiihrer fov.o prim 
zur Diskriminante der Divisionsalgebra D. 

Wenn ©’ optimal eingebettet ist, so ist die Ordnung an allen Stellen 
optimal eingebettet und umgekehrt: MN K = O’<> M,N K, = O, fiir 
alle p. Das folgt aus dem Noetherschen Modulsatz’’). Ist nun p ein 
Diskriminantenteiler von D, so gilt M, = O,, da wegen des Primzahl- 
grads von D dann D, = D? Divisionsalgebra ist und nach einem Satz von 
Hasse") nur eine einzige Maximalordnung IM, enthilt, die dann not- 
wendig die Hauptordnung ©, von K, enthilt. Genauer M, Ky = Oy. 
Mit obigem zusammen folgt D, = 0), d. h. fo. : 0, = 1, also ist nach 
der Vorbemerkung f$’.5 = 1. Das ergibt die Behauptung. 


b) Ist der Fiihrer fo'.9 prim zur Diskriminante von D, so ist 0’ 
optimal einbettbar. 


Zum Beweise teilen wir die Primstellen aus k in zwei Klassen ein: 


1. Die p, sind Teiler der Norm des Fiihrers, also nach Voraussetzung 
keine Diskriminantenteiler von D. 

2. Die p, sind prim zu Nfp.o. 

Wir konstruieren uns nun ein zulissiges Komponentensystem von 
Maximalordnungen M, im Kleinen, dies fiihrt bei Durchschnittsbildung zu 
einer Maximalordnung M im GroBen. Ein ,,zulissiges“ System von Maximal- 
ordnungen im Kleinen wollen wir eine Menge von Maximalordnungen {Mp} 
(p durchiaufe alle Primideale von k) nennen, wenn ihr Durchschnitt [M,] 
wirklich eine Maximalordnung M im GroBen ist. Eine absolute notwendige 
und hinreichende Zulissigkeitsbedingung ist schwer anzugeben. Geht man 
aber von einer festen Maximalordnung M mit den Komponenten M, aus, 
so ergibt sich aus den Brandtschen Satzen"*), daB ein System |M,} dann 
und nur dann zulassig ist, wenn fast iiberall M, = M, ist. Wir wahlen nun 
die Ausgangsmaximalordnung M als eine beliebige Maximalordnung, die © 
optimal enthalt. Nach Hasse’*) ist das immer méglich. Dann wihlen 
wit die Komponenten IN, folgendermaLen: M,, irgendeine Maximalordnung 
von D,,, die 5, optimal enthalt. Eine soleche kann nach E. Noether"*) 
mittels komplementirer Basen konstruiert werden, weil Dy, nach Voraus- 


10) E. Noether, Zerfallende verschrankte Produkte und ihre Maximalordnungen. 
§ 2. Hilfssatz: ,,Jeder Modul ist durch seine Komponenten bestimmt™. 

11) H. Hasse, Uber (7 -adische Schiefkérper und ihre Bedeutung fir die Arith- 
metik hyperkomplexer Zahlsysteme. Math. Annalen if'4 (1934) Satz 31. 

12) Vgl. Anm. 1"), § 8. 
18) Vgl. Anm. 8). 
14) Vgl. Anm. ‘). 
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setzung volle Matrixalgebra ist. SchlieBlich setzen wir Mp, = My,. Die 
hierdurch festgelegte Maximalordnung M = [M,,, My,] enthalt nun nach 
Konstruktion ©’ optimal. Dazu geniigt es nach der schon oben fest- 
gestellten Tatsache, MN K = 0’ <>M, 1K, = O, fiir alle p, zu zeigen, 
daB jeweils O, in M, optimal eingebettet ist. Dies ist nach Konstruktion 
der Fall fir die p,; fiir die p, ist ©, = ©,, und also nach Konstruktion 
M,N K, = M,N K, = O, = Oy. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wenn fo:.o nicht prim zur Diskriminante von D ist, so gibt es eine 
und pur eine Ordnung O* zwischen 0’ und D, DO’ © OF CD, die optimal 
in M eingebettet ist, nimlich MMA. Durch die Vorgabe des Fiihrers fo+. 
ist ©* im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt (Gegenbeispiele findet 
man leicht), wohl aber nach dem Noetherschen Modulsatz durch die Kompo- 
nenten M,1K, = Of, von denen nur diejenigen von 0, verschieden 
sind, fiir die p gemeinsamer Teiler von fo:.5 und der Diskriminante von D 
ist. Die Ordnung ©* ist die friiheste Ordnung, deren Fiihrer ein zur 
Diskriminante von D primer Teiler von fp’. ist. 

Es ist zweckmdfig, den oben bewiesenen Satz auch in der von 
E. Noether"*) eingefiihrten Sprache zu formulieren. Wir erinnern kurz an 
die dortige 

Definition: Sei A eine einfache normale Algebra iiber dem Zentrum k 
und K ein beliebiger maximal kommutativer Teilkérper. In ein Gebiet 
nach K werden immer alle solchen Maximalordnungen aus A gerechnet, die 
denselben Durchschnitt mit K haben und auferdem an den Verzweigungs- 
stellen von A dieselben p-adischen Komponenten besitzen. Ist der Durch- 
schnitt mit K die Hauptordnung, so handelt es sich um ein Hauplgebiet. 

Dann heiSt unser Satz: Ist A = D Divisionsalgebra vom Primzahl- 
grade, so ergeben die Durchschnitte der Gebiete mit dem fest ausgewahlten 
maximal kommutativen Teilkérper K die Gesamtheit derjenigen Ordnungen 
in K, deren Fiihrer zu den Verzweigungsstellen von D prim sind. 


Wenn man nun den von E. Noether'*) bewiesenen Satz (fiir Matrix- 
algebren A erschépft die Gesamtheit der Durchschnitte aller Gebiete die 
Gesamtheit aller Ordnungen des betreffenden Teilkérpers) heranzieht, so 
gelangt man zu einer neuen Formulierung des Hauptsatzes der Algebren- 
theorie: 

Satz: Wenn in einer normalen Algebra A von ungeradem Primzahl- 
grade iiber ihrem Zentrum jede Ordnung jedes maximal kommutativen Teil- 
kérpers mindestens einmal optimal eingebettet ist, so zerfillt die Algebra A 
vollstindig, und umgekehrt. 


1%) Vgl. Anm. *), § 2, Satz 4. 
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Beweis: Wir nehmen an, daB A = D Divisionsalgebra wire. Dann 
liegt ein Widerspruch vor, da man stets Ordnungen konstruieren kann, 
die nicht optimal einbettbar sind. Wegen der Voraussetzung des un- 
geraden Grades treten sicher endliche Verzweigungsstellen der Algebra auf. 
Man nehme nun eine Ordnung irgendeines maximal kommutativen Teil- 
kérpers, deren Fiihrer mii den Verzweigungsstellen der Algebra gemeinsame 
Teiler hat***). Die Umkehrung des Satzes ist schon vorweg festgestellt. 


Bemerkungen: Der Satz gilt, wie der Beweis erkennen lat, auch 
fiir beliebige normale Divisionsalgebren, die voll verzweigt sind. (p == $" 
fiir die Verzweigungsstellen.) 

Der Inhalt dieses Paragraphen gilt unverindert fiir Funktionenkérper 
einer Variablen mit endlichem Konstantenkérper. 


§ 2. 
Sitze iiber Erweiterungsideale. 

Sei A eine normale einfache Algebra mit dem Zentrum k, M eine 
beliebige Maximalordnung aus A, K ein beliebiger maximal kommutativer 
Teilkérper von A. 

Ist zunichst MM K = O die Hauptordnung von K, so haben H. Hasse, 
E. Noether und C. Chevalley '*) die Frage beantwortet, wann ein I-Links- 
ideal 2 von A sich als Erweiterungsideal eines D-Ideals aus A darstellen 
laBt: 2 = M-1. Sie haben gezeigt, daB dies sicher der Fall ist, wenn L 
prim zur Diskriminante > von A ist und auch die Rechtsordnung M 
von £2 die Hauptordnung D von K enthiilt. 

Ist jetzt allgemeiner IK = ©’ eine beliebige Ordnung von KA, so 
gilt ein entsprechender Satz, bei dem nur die Menge der betrachteten 
Linksideale 2 weiter eingeschrinkt ist. 

Satz: Ist D’ optimal in M enthalten und ist & ein zur Diskriminante d 
von A und zum Fiihrer fo.9 primes WM-Linksideal, dessen Rechtsordnung M 
ebenfalls 9’ optimal enthdlt, so ist 2 Erweiterungsideal eines reguliren 
©’-Ideals 1, also 2 = MI, (1, foo) = 1. 

Beweis: Wir teilen die Primstellen von k in zwei Klassen ein: 

1. p, die Nichtteiler von N fo::> und Dd. 

2. p, die Teiler von N fp:> oder Dd. 

Nach Voraussetzung enthalt das Linksideal 2 nur Teiler p,. Nach 
Hasse *) ist 2), Erweiterungsideal eines reguliéren Ordnungsideals |,, aus D,,, 


15a) Geeignete Potenzen jedes Primideals kénnen als Fiihrer auftreten, vgl. z. B. 
die Anmerkung in der Dedekindschen Diskriminantenarbeit, Ges. Werke Bd. I, 8S. 373, 
oder die Erlauterungen am SchluB. 
16) Vgl. Anm. 5), *), 5). 
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denn es ist ja Ay,,~1 und D), = O,,. An den Stellen p, ist 2, = Mp, 
nach Voraussetzung. Zusammensetzung nach den Stellen ergibt: 

L = Wy, N...NLy, = My, bp, 1... M,N... = MI, 
wobei [ = 05,1),9...05,... ist. Nach Konstruktion ist | ein regulires 
Ideal aus ©’. 

Fiir Divisionsalgebren A = D von Primzahlgrad kann man den Satz 
iiber die Erweiterungsideale analog wie im Spezialfall 0’ = © bei Hasse 
und Chevalley**) verscharfen: 

Satz: Ist D’ optimal in M enthalten und ist L ein M-Linksideal 
prim zu fov:9, dessen Rechtsordnung M ebenfalls OD’ optimal enthilt, so ist 
2 = 3M, wo 3 ein zweiseitiges Ideal wnd | ein regulires O'-Ideal ist. 

Beweis: Aus & trennen wir die zu d nicht primen Komponenten 

- die hier zweiseitige M-Ideale sind — ab. Sie seien in 3 zusammen- 
gefaBt. Das Linksideal 3-'2 = 2* ist dann prim zu d. Es hat die 
gleiche Rechtsordnung M wie &. Nach dem vorigen Satze ist dann 
2* = MI, wobei | ein regulires O’-Ideal ist. Daraus ergibt sich 2 = 3M. 
Ist speziell A = S =k, eine vollstindige Matrixalgebra, so liefert der 
erste Satz: 

Satz: Enthdlt die Rechtsordnung eines Linksideals einer D’-optimalen 
Mazimalordnung die Ordnung ©’ optimal und ist das Ideal prim zum 
Fiihrer der Ordnung, so ist das Linksideal ein Erweiterungsideal eines regu- 
liren D'-Ideals. 

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen den Normen eines 
Ideals a aus einer Hauptordnung © und seines Erweiterungsideals Ma 
in A. Hierfiir gilt: 

Satz: Ist M >= O und a ein zu d primes O-Ideal, so ist Noa = Ning Ma. 

Beweis: Nach dem bekannten Vorbild von Hasse gehen wir zu den 
einzelnen Stellen p aus & iiber und setzen dann zur Norm im Grofen 
zusammen. Wegen der Voraussetzung geniigt es, die zu D primen Stellen p 
zu betrachten. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir an- 
nehmen, daB die p-adische Maximalordnung WM, in der Form J op,c,, 
vorliegt (c,;, ein System von Matrizeneinheiten). Es ist DO, = (m,,..., n)oy 
ein Hauptidealring. In ihm werden Ideale a, = a, D, vom Hoéchstrang n 
betrachtet, diese besitzen, da 0, Hauptidealring ist, eine 0,-Basis w,,.. ., w, 
und es gilt: ap = (a, ..., On)oy = (@,,---» @n)o, 4p, WO Ay eine regulire 
n-reihige Matrix iiber o, ist. Diese Matrix A, kann als Element von 
M, = L opc;, gedeutet werden. AuBerdem gilt, da ©, Hauptidealring 
ist, ap (w,,..-; ®n)oy = ee no» == (w,, ..., n)oy Ap; ay - A, ist eine 
isomorphe Darstellung von D, durch Matrizen in M,. Wir identifizieren 
nun O, mit dieser Darstellung: O, ©M,, dann ist M,ay = M,A,. Hier- 
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aus liest man aber sofort die Behauptung ab. Denn bekanntlich ist 
Niet My Ap = Nyog My Ap = 0p-|Apy|, wahrend andererseits nach der Norm- 
definition in Zahlkérpern No, a, = 09-| Ap| ist. 

Die Annahme, da8 schon M, mit dem vollen Matrizenring Mj = Z oyc,, 
zusammenfallt, ist in der Tat keine Einschriinkung. Ist nimlich allgemein 
M,—b;'MFb, mit regulirem 6, aus Ay, so schlieBt man folgendermaBen: 
Es sei entsprechend transformiert Dy = 65' Of by, also MF 2 OF. Man hat 

My ay = My Op ay = by" (My OF by ay by") by, 
also Ng My ap = Nya My OF by ay b5'. Nach dem ersten Teil des Beweises 
ist dies weiter 

= Nog Of by ay by’ = Nog by (bp' Op bpay) bp’ = Nos by - Op ay +b," 

= No, Dp 4 = No, 4p. 


Bemerkung: Der Satz gilt auch fiir die reguliiren Ideale einer be- 
liebigen Ordnung ©’, denn fiir sie ist O, = ©, fiir alle nicht in N fpv:5 
aufgehenden p. 

AuBerdem gilt der Normenproduktsatz: 

Satz: Nya Mbe = Nya Mb- Ng Mc, wenn WM die Rechtsordnung 
zu Mb bedeutet. 

Beweis: Es wirdN,,, Mbc = Nbc = Nb-Ne = N,yWMbN,.g Mc. 
Denn es ist, wie aus dem oben angegebenen Beweise hervorgeht, fiir 
Maximalordnunger. M und ®’, die O optimal enthalten, 

Niog Ma = Nig Mia = Na. 

Der Satz iiber Erweiterungsideale und ihre Normen wird in den 
folgenden Paragraphen eine wichtige Rolle spielen. 

Wir wollen nun noch eine Charakterisierung der voli zerfallenden 
Primideale fiir galoissche Kérper geben. Es sei der maximal kommutative 
Teilkérper K der normalen einfachen Algebra A galoissch beziiglich des 
Zentrums k und M, © wie vorher. Dann gilt fiir die Zerlegung der 
Primideale p aus k in K: Op = (P,... P,)* mit NP; = p’, efg =n. 
Hier sollen nur Primideale p betrachtet werden, die prim zur Dis- 
kriminante »} der Algebra A und prim zur Diskriminante des Kérpers K 
beziiglich & sind. Also ist immer e = 1 und fg =n. Dann gilt der 

Satz: Dann und nur dann zerfalli p in O vollstdndig (f = 1, g = n), 
wenn in einer der endlich vielen méglichen Zerlegungen Mp = Pf, ... By 
in einseitige unzerlegbare Ideale von A ein einseitiges Ideal $, vorkommt, 
dessen Rechtsordnung M, die Hauptordnung OD optimal enthiilt. 

Beweis: 1. Es sei Op = $,... B,. Dann ist 
Mp = MP, -M, P, ... Mi. P,. 
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Dabei ist M > O nach Voraussetzung und M, > O, weil M, als Rechts- 
ordnung von MP, die Elemente aus © enthalten muB. So fortfahrend 
ergibt sich, daB das Produkt der M,_,P; ein eigentliches ist und daB 
die Faktoren ganze Ideale sind. Auf Grund der oben bewiesenen Norm- 
tatsachen folgt dann weiter, daB die gefundene Produktdarstellung von 
Mp eine der nach Hasse") vorhandenen Zerlegungen von Mp in ein 
eigentliches Produkt von unzerlegbaren Idealen ist. 

2. Umgekehrt sei Mp = MP,-M, P, ... M,_, P, mit MIC, 
M, = D eine eigentliche Produktdarstellung mit unzerlegbaren Faktoren. 
Wegen der Voraussetzung ist dann IP, M, ein Erweiterungsideal aus © : 
mP, = Ma. Das Ideal a ist ganz. Nach dem Normensatz ist aber 
p = Nia MP, = Nig Ma = Na. Also ist a ein Primideal ersten Grades 
von K, d. h. aber f = 1. 

Zum Schlu8 wollen wir einen kurzen AbriB der Theorie der Er- 
weiterungsdivisoren in einer normalen einfachen Algebra iiber einem 
Funktionenkérper einer Variablen geben. Dann kann man sinngemai 
auch die Satze dieses Paragraphen auf Funktionenkérper iibertragen. Es 
sei k ein algebraischer Funktionenkérper einer Variablen mit beliebigem 
vollkommenen Konstantenkérper P, A sei eine normale einfache Algebra 
iiber k, K ein maximal kommutativer Teilkérper von A. Wir zeichnen 
nun in & ein transzendentes Element z aus und betrachten die Ideal- 
theorie in k, K und A beziiglich der Hauptordnung P[z]. Es mégen p 
die beziiglich «x endlichen Primstellen und py,..., p; die beziiglich z 
unendlichen Primstellen aus k sein. Jedes Ideal & und jede Maximal- 
ordnung YW aus A sind dann durch die zugehérigen p-adischen 
Komponenten eindeutig bestimmt: UY = [U,,...] und M = [Mh, ...] 
{vgl. Anm.*')}. Die Idealtheorie ist nach Hasse durch die Idealtheorie an 
den einzelnen Stellen bestimmt. Zwei Ideale unterscheiden sich nur in 
endlich vielen Komponenten. 

Nach E. Witt’’) erklaren wir die Divisoren aus A durch folgende 


Definition: Ein Schema (a, ils Ux, — U0] heiBe ein Divisor 
1 r 


aus A, wenn es aus einem Ideal [U,, ...] (beziiglich x) durch Hinzuftigen 
von endlich vielen Komponenten an den Stellen py,..., p; entsteht. 

Die Einsdivisoren € sind dann Schemata, die nur Maximalordnungen 
als Komponenten haben. Das Produkt von zwei Divisoren & und B 
werde durch Multiplikation der Komponenten gebildet. Ein Produkt 
heiBe eigentlich, wenn die Komponentenideale die eigentliche Multiplikation 


17) E. Witt, Riemann-Rochscher Satz und Z-Funktion im Hyperkomplexen. 
Math. Annalen 110 (1934). 
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zulassen. Die Divisoren von A bilden dann ein Gruppoid, das nicht von 
der Auswahl des transzendenten Elementes x abhingt. Die Differenten D, 
der Komponenten 9, eines Einsdivisors € bestimmen einen zweiseitigen 
€-Divisor D, den Differentendivisor von €. Nun sei J der Einsdivisor 
von &K. Wir nennen einen Einsdivisor € von A eine Erweiterung von /, 
wenn die Komponenten von 7 als Mengen in den Komponenten von € 
liegen. Den Erweiterungsdivisor €a eines Divisors a = [a,,...] aus K 
mit einem Erweiterungsdivisor € = [M,, ...] von J erkliren wir durck 
das Schema [M,ay,...]. Dann gelten folgende Verallgemeinerungen der 
Satze iiber Erweiterungsideale, die dann die Grundlage fiir weitere Be- 
trachtungen bilden: 

Satz 1: Es existieren stets Einsdivisoren € in A, die Erweiterungs- 
divisoren von I sind. 

Satz 2: Ist der Rechtseinsdwisor €* eines zum Differentendivisor D 
von € primen €-Linksdivisors 2 Erweiterungsdivisor des Einsdivisors I, so 
ist L Erwetterungsdivisor eines Divisors | aus K, d. h. 2 = €1. 

Satz 3: Bet Dwwisionsalgebren von Primzahlgrad kann die Voraus- 
setzung, daB 2 prim zum Differentendivisor D ist, fortfallen. 2 ist dann 
in der Form & = 3 €1 darstellbar, wo 3 ein zweiseitiger €-Divisor ist. 

Beweis zu den Satzen 1,2,3: Man gehe zu den Stellen iiber und 
gehe nach dem Vorbild von Hasse*) vor. 


§ 3. 
Arithmetische Untersuchungen iiber Matrixalgebren. 

Zu feineren Aussagen iiber arithmetische Beziehungen zwischen maximal 
kommutativen Teilkérpern und Algebren gelangt man, wenn man sich 
auf Matrixalgebren beschrinkt. Hier kann man, weil die bisher im 
Kleinen gebrauchte Methode der Einbettung von Ordnungen in Maximal- 
ordnungen aufs Grobe iibertragbar ist, die Verhiltnisse iiberschauen. 

C. Chevalley hat in einer bisher unveréffentlichten Arbeit die Haupt- 
ergebnisse dieser Theorie entwickelt. 

Sei S = k, die vollsténdige Matrixalgebra n-ten Grades iiber dem 
Zentrum k und o die Hauptordnung von k. Dann gilt nach C. Chevalley: 

Satz 1: Die Klassenzahl von GS ist gleich der Klassenzahl von k. 
Hierbei heiBen zwei Linksideale 2,, 2, aus einer Maximalordnung M 
von S fiquivalent, wenn 2, = 2,A mit regulirem A aus © ist. 

Satz 2: Zwei M-Linksideale 2, und L, sind dann und nur dann 
dquivalent, wenn Nya 2, und Nig 2, in der gleichen Idealklasse von k 
liegen. 

Satz 3: Die Typenzahl der Mazimalordnungen in S ist gleich 
(a: a" (a)). 
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Bekanntlich sagt man von zwei Maximalordnungen IM, und M,, sie 
gehéren zum gleichen Typus, wenn sie durch einen inneren Automorphis- 
mus des Systems S auseinander hervorgehen: IM, = A~' WM, A. 

Wir werden besonders von Satz 2 ausgehend einige neue Ergebnisse 
herleiten. Dabei ist zu bemerken, daB sie fiir beliebige maximal kommuta- 
tive Teilkérper von S gelten. 

Zum besseren Verstandnis geben wir zuniichst eine kurze Darstellung 
der Definitionen und Beweise zu den drei Chevallevschen Satzen. 

Definition: M heift Linearformenmodul vom Range n beziiglich 
der Hauptcrdnung 0 des Kérpers k, wenn 1. die Koeffizienten der Linear- 
formen aus M Elemente aus k mit beschrainkten Nennern sind, 2. mit zwei 
Linearformen y, und y, aus M auch alle Linearkombinationen a, y, + 4, Y, 
mit a,, a, aus 0 zu M gehéren, und 3. unter den Linearformen von M 
genau n linear unabhingige vorkommen. 


Definition: Unter dem Determinantenteiler des Linearjormenmoduls M 
verstehen wir den gr. gem. Idealteiler a aus den Determinanten, die durch 
Untereinanderschreiben der Koeffizienten von je n Linearjormen aus M 
entstehen. 

Nach E. Steinitz™) gilt dann der 

Satz: In jedem Linearformenmodul M vom Range n beziiglich o 
lassen sich n Elemente y; derart finden, dag sich M in der Form 


M = oy, +0y,4+..-+09Yn—14+9Yn  (direkte Summe) 


darstellen lat. Dabei ist a ein Ideal aus k und M hat den Determinanten- 
teiler a. 


Definition: Zwei Linearformenmoduln M,, M, heiben dquivalent 
im engeren Sinne (M, ~ M,), wenn sie als o-Moduln modulisomorph sind. 

Man erhalt, wie man sich nach dem Steinitzschen Satze durch Er- 
weiterung des Operatorenbereichs 0 zum Quotientenkérper & leicht tiber- 
legt, den allgemeinsten o-modulisomorphen Modul zu einem Linearformen- 
modul von n Unbestimmten, wenn man diese Unbestimmten einer (in /)} 
umkehrbaren linearen Transformation A unterwirft. 

Man zeigt leicht'’), da&B die absolute Idealklasse a des Determinanten- 
teilers a von M die charakteristische Invariante der Klasse zu M im 
engeren Sinne aquivalenter Moduln ist. 

Hieraus folgt unmittelbar der 


Satz: Die Klassenzahl der im engeren Sinne dquivalenten Moduln 
beliebigen Ranges n ist gleich der absoluten Klassenzahl von k. 


18) E. Steinitz, Math. Annalen 71/72 (1912). 
'%) I. Schur, Math. Annalen 72 (1912). 
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Definition: Zwei Moduln M,, M, heiBen dquivalent im weiteren 
Sinne, wenn ein o-Ideal b existiert, so dap M, 0-modulisomorph zu 
b-M, ist. 

Wenn M,, M, die invarianten Klassen 4,, G@, haben, so ist nach 
I. Schur") a, = b"4,, also: 

Satz: Die Anzahi der Klassen von im weiteren Sinne dquivalenten 
Moduln vom Range n ist gleich dem Index (a:a"(«)) der n-ten Potenzen 
der absoluten Idealklassen in der absoluten Klassengruppe von k. 

Fiir die Linksideale einer Maximalordnung von GS fiihrt man bekannt- 
lich die folgenden zwei Aquivalenzbegriffe ein: 1. Zwei Linksideale &, 
und &, heiBen aquivalent im engeren Sinne, wenn ein regulires Element 
A in & existiert, so daB &, = L.A ist, und 2. Zwei Linksideale &, 
und &, heiBen aquivalent im weiteren Sinne, wenn ein zweiseitiges Ideal a 
und ein reguliéres Element A in & existieren, so daB 2, = aL, A ist. 

Nun sei £ ein Linksideal aus der Maximalordnung M; ohne Einschrankung 
kann angenommen werden, da8 WY ein vollstindiges System von Matrizen- 
einheiten c,;, (i, k = 1,..., ) enthalt. , 

Zwischen den Linksidealen 2 von M und den n-gliedrigen o-Moduln 
besteht folgender Zusammenhang: 

a) Die Gesamtheit der Zeilen aller Elemente des Ideals & bildet einen 
o-Modul Me, den dem Ideal & zugeordneten Modul. 

Wir zeigen, daB die Menge Mg ein o-Modul ist: 

1. Die Koeffizienten jeder Zeile (als Linearform gedeutet) sind be- 
schrankt. 

2. Mit zwei Zeilen y, = (a,,..., %), Ys = (B,,..., Ba) gehért 


a, y, + 4, y, 2u Mg, denn enthalt 2 die Matrizen (* , < **) und (° - r , mm, 


a, +56, £8,, ie 
0 
3. Da & regulires Ideal ist, kommen genau » linear unabhingige 
Zeilen in Me vor. 


a 
so liegt auch ( * in &. 


b) Schreibt man je n Zeilen eines 0-Moduls M wuntereinander, so ent- 
steht ein M-Linksideal 2, das dem Modul M zugeordnete Ideal, und es ist 
My = M. 

Wir zeigen, daB die Matrizenmenge £2 ein M-Linksidea! ist: 

l. Es ist of Ck 

2. Fiir die Matrizeneinheiten c;,, gilt ¢,, 2c 2. WegenM = J oc,, folgt 
also ML CL und sogar ML = L, denn M enthilt die Einheitsmatrix. 

3. Die Nenner der Matrizenelemente von & sind beschrinkt, da es 
die Nenner der Koeffizienten von M sind. 

Nach Konstruktion ist Me = M klar. 
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AuBerdem wird Meg = My-2, denn My ist der Modul aller 
n-gliedrigen Zeilen aus M. Ferner ist My-2 © Me, da M Linksordnung 
von 2 ist, und sogar My- 2 = Mg, da die Einheitszeilen in My liegen. 

Aus den obigen Definitionen und Bemerkungen folgt sofort: 

1. Wenn 2’ = LA, so ist My = My-L’ = My-2LA = My-A, 
also Mg zu My im engeren Sinne aquivalent. Umgekehrt: 

2. Wenn Mg zu Mg aquivalent im engeren Sinne ist, so erhilt man 
nach einer friiheren Bemerkung Mg: = Mg-A, also My-2’ = My- LA. 
Dann wird also 2’ = LA. 

Wir kénnen diese Tatsachen in der kurzen Formel 

L’ ~ 2 <> My ~ My 


zusammenfassen. Hieraus folgt aber nach den zuvor aufgestellten Tat- 
sachen iiber Modulklassen sofort der 


Satz 1: Die Anzahl der Idealklassen von M im engeren Sinne ist 
gleich der Anzahl der im engeren Sinne dquivalenten 0-Moduln vom Range n, 
also gleich der absoluten Klassenzahl von k. 

AuBerdem kénnen wir die Invariante des einem Ideal 2 zugeordneten 
Moduls Mg sofort explizit bestimmen. Sie ist nach Definition der gr. 
gem. Idealteiler der Determinanten des Elementes aus &. also gleich 
Ng 2, wie man durch Zuriickgehen auf die einzelnen Primstellen einsieht. 
Hiernach ist einer Idealklasse aus WM im engeren Sinne eineindeutig die 
absolute Idealklasse der reduzierten Norm eines beliebigen Ideals aus der 
Klasse zugeordnet. (Die absolute Idealklasse wird bei der Zuordnung 
sogar vollstindig erschépft. Denn jedes ihrer Ideale « N,.q 2 erscheint 
als Invariante des Linksideals 2 A, da jedes « + 0 aus k sich als N,.g A 
mit regulirem Element A aus S darstellen laBt.) Also: 

Satz 2: Zwei Linksideale 2, und 2, aus M sind dann und nur 
dann dquivalent im engeren Sinne, wenn ihre reduzierten Normen nach k 
zur gleichen absoluten Idealklasse gehéren. 

Satz 3: Die Anzahl der Idealklassen von M im weiteren Sinne ist 
gleich dem Index (a:a"(«)). Also: Die Typenzahl der Mazximalordnungen 
aus S ist gleich (a: a"(a)). 

Denn zwei Maximalordnungen M und L-'ML sind vom gleichen 
Typus, wenn das Linksideal 2 = aMA zur Hauptklasse im weiteren 
Sinne gehért. 

Wir gehen nun zu neuen Fragestellungen iiber, die wir mit Hilfe 
von Satz 1, 2, 3 behandeln kénnen. 


I. In einer Matrizalgebra S = k,, ist cin zweiseitiges Ideal Ma dann 
und nur dann Hauptideal MA, wenn a" ~ 1 (k). 
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Beweis: Fir die Zugehérigkeit von M und Ma zur gleichen Klasse 
ist nach Satz 2 notwendig und hinreichend, daB 


Niwa M = 1 ~ Nig Ma = a". 


II. Mége k& die absolute Klassenzahl h + 1 haben. Wir betrachten 
die Algebra G=&,. In ihr ist der absolute Klassenkérper K, zu k 
eingebettet. Daraus folgt eine Deutung des Hawptidealsatzes der Klassen- 
kérpertheorie. 

Nach dem eben unter I. Bewiesenen gilt fiir alle Ideale a aus k 
wegen nm = h: Ma = MA, denn a*~1(k). Nun enthalte M speziell 
die Hauptordnung ©, des absoluten Klassenkérpers K,. Dann ist 
A-'MA = M, also auch O,-optimal, denn Ma ist ein zweiseitiges 
Ideal. Wenn wir A von links mit einer Einheit E aus 9% so normieren 
kénnen, daB A’=EA in K, liegt, so wird MO,a=MA = MEA 
= MOA, also O,a = OA’. 

Umgekehrt ist nach dem Hauptidealsatze D,a = 0, A” mit A” in K,. 
Dann wird MO,a = Ma = MO,A” = MA”, d.h. E”A = A”, E” eine 
passende Einheit aus I. Wir kénnen also den Hauptidealsatz so deuten: 
In der Zerlequng Ma = MA aft sich fiir beliebige Ideale a aus k das 
Element A stets so normieren, daB es nach K,, fallt. 

III. K sei jetzt ein ganz beliebiger maximal kommutativer Teilkérper 
des Systems S = k,, ©’ eine beliebige Ordnung aus K, fo. ihr Fiihrer. 
Dann bilden die reguliren Ideale nach ©’, deren Norm beziiglich k ein 
Hauptideal ist, ein multiplikativ abgeschlossenes System. Nimmt man 
noch die Elemente « aus K hinzu (wobei stets 0’« ein regulires Ideal 
sein soll), so gelangt man, wenn wir a ~ b nennen, falls a = ba ist, zu 
einer Klassengruppe. 


Definition: Die Klassengruppe der Klassen aus ©’, deren Norm 
beziiglich k Hauptideal ist, heiBe ,,verallgemeinertes Hauptgeschlecht nach 
foro". 

Wegen des multiplikativen Isomorphismus zwischen den reguliren 
Idealen aus ©’ und © ist dieses verallgemeinerte Hauptgeschlecht nichts 
anderes als das gewéhnliche Hauptgeschlecht, als Klassengruppe mod fo. 
erklart. Zur Deutung der Gruppe ist es aber zweckmiBig, sich auf 0’ 
zu beziehen. Es gilt: 


Satz: Die Klassen des verallgemeinerten Hauptgeschlechtes. nach fo. 
stimmen iiberein mit denjenigen Idealklassen nach ©’, die Ideale enthalten, 
deren Erweiterungsideale mit einer D’-optimalen Mazximalordnung M aus S 
ein einseitiges Hauptideal in M erzeugen. Fiir MN K = O’ gilt: 

No a~1 (kt) <> Ma = MA. 
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Beweis: Mit Hilfe des Normensatzes (S. 380) und des Satzes 2 
kann leicht der Beweis erbracht werden. Sei also 9 K = O’ optimal. 
Notwendig und hinreichend, daB Ma = MA fiir regulires a aus ©’ wird, 
ist die Zugehérigkeit von IW und Ma zur gleichen Klasse im engeren 
Sinne. Nach Satz 2 von Chevalley heiBt das: 

1 = Nig M~ Noa MA ~ Now Ma = No a, d.h. No a~m 1 (k). 

Bemerkung: Fiir die Hauptordnung wurde ein etwas anderer 
komplizierterer Beweis dieser Tatsache von ©. Chevalley gegeben. 

IV. Die Hauptordnung © eines beliebigen maximal kommutativen 
Teilkérpers einer beliebigen normalen einfachen Algebra A kann stets in 
mindestens eine Maximalordnung von A eingebettet werden. [Vgl. Anm.”*).] 
Umgekehrt kann man nun fragen, ob in jeder beliebigen Maximalordnung 
die Hauptordnung eines passenden maximal kommutativen Teilkérpers 
eingebettet ist. 

Fiir Matrixalgebren kann diese Frage bejahend beantwortet werden. 
Fiir nicht voll zerfallende Algebren wird ein Beispiel angegeben, wo dies 
ebenfalls der Fall ist. Ob es stets der Fall ist, bleibt offen. 

Satz: In jeder Maximalordnung M von S = k,, ist mindestens fiir 
einen passenden maximal kommutativen Teilkérper K die zugehérige Haupt- 
ordnung D enthalten. 

Beweis: Wir gehen von einer festen Maximalordnung M = J oc;, 
aus (c;, ein festes System von n’ Matrizeneinheiten). In M liegen 
ringisomorphe Bilder © simtlicher Hauptordnungen © der maximal 
kommutativen Teilkérper K. Um dies einzusehen, gehen wir zu den 


Stellen p iiber. Dann existiert eine 0,-Basis Gr”, «ce Ge” VR D,, d. h. 
jedes Element «€, laBt sich in der Form « = Laj;w;” mit a,€o, 
darstellen. Schreiben wir die Basis als Zeile, so wird 

a(w;”, ..., a”) = (a, ..., a) A, 


wobei A in 2 0,¢;, = M, liegt. Oder 

D, (w;”, cee w,’) = (w;”, cee w,?) 5); 
d. h. aber O, > D, ©M,. Dies giit fiir alle Stellen. Jetzt gehen wir 
von » linear unabbingigen Elementen ,,...,@, von © aus, die eine 


Unterordnung * erzeugen. Mit Ausnahme endlich vieler Stellen p*, den 
Teilern von fo-.o, kénnen diese ,; als Basis von D, genommen werden. 
Daraus folgt, daB der Durchschnitt aller D, gleich dem Durchschnitt 
jener endlich vielen Ordnungen 9,-, die den Fiihrerteilern entsprechen, 


mit einem Erweiterungsring ©’ von O* wird. ©’ kénnen wir an den 


Ausnahmestellen als die Hauptordnung von K,y- und an den iibrigen 





ee er 














Hyperkomplexe Zahlsysteme und algebraische Zahlkérper. 389 


Stellen als D, wahlen. Dann ist der Durchschnitt aller 5, sicher vom 
Rang n. Nun bezeichne D die Hauptordnung von K ~ K. Dann sind 
die 5, wirklich die Komponenten von 5. Wire namlich 5,N...c 5, 
so miiBte D mindestens eine Komponente besitzen, die D, echt enthilt. 
Da aber die 5, Hauptordnungen an den Stellen sind, so fiihrt 5,9... cD 


nach Hasse [vgl. Anm."'), 8. 527/528] zu einem Widerspruch’***), Nach 
dem Modulsatz von E. Noether gilt also im GroSen 

DH =H,N...S£MpN... = Loy 0p N... = LloyN...) oy = Loc, = M, 
und © ist isomorph zu ©. In der speziellen Maximalordnung M liegt 
demnach stets ein ringisomorphes Bild D der vorgegebenen Hauptordnung ©. 
Dann ist der Quotientenkérper K zu D ein zu K isomorpher maximal 
kommutativer Teilkérper von ©. Wir haben also festgestellt: Bei ge- 
gegebener Maximalordnung IM und gegebenem Kérper K existiert stets 
ein zu K isomorpher Kérper K derart, daB die Hauptordnung D von K 
in M liegt. 

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir an den Beweis des Satzes selbst 
gehen. 

Fall 1: Wenn (n, h) = 1 ist (wobei A die absolute Klassenzahl 
von k bedeutet), so wird (a:a"(«)) = (a:a) =1, d. h. die Typenzahl 
von G ist gleich Eins. Wir greifen nun eine Maximalordnung M heraus, 
die eine gegebene Hauptordnung © eines maximal kommutativen Teil- 
kérpers K enthalt. Jede weitere Maximalordnung M’ ist dann in der 
Form MM’ = £-'MP gegeben. In ihr liegt die Hauptordnung f-'Of 
von B-'K 8B. 

Fall 2: Fiir beliebiges n mit (n,h) + 1 konstruieren wir fiir jeden 
Typus von Maximalordnungen aus S einen passenden Kérper K. Sicherlich 
ist (a:(«)) > (a:a"(a)), d. h. die Klassenzahl der Linksideale jeder 
Maximalordnung M ist gréBer als die Typenzah] der Maximalordnungen. 
Wir haben die Aufgabe sicher gelést, wenn wir in jeder Klasse im 
engeren Sinne von Linksidealen ein Erweiterungsideal aus einem passenden 
maximal kommutativen Teilkérper angeben kénnen. Denn dann liefern 
die Rechtsordnungen dieser Erweiterungsideale simtliche Typen von 
Maximalordnungen, und alle enthalten nach dem Satze aus § 2 jeweils 
die Hauptordnung eines passenden maximal kommutativen Teilkérpers. 
Fiir diese Konstruktion sei MM eine feste Maximalordnung aus S. Wir 
wihlen ferner in jeder absoluten Idealklasse von k ein Primideal p aus 


19a) Fri. Noether machte mich. freundlicherweise darauf aufmerksam, daB ich 
vergessen hatte zu zeigen, daf die D, wirklich die Komponenten von 9 sind. 
Mathematische Annalen. 111. 26 
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und bestimmen zu p einen Oberkérper &(p) vom Grade n beziiglich k, 
in dem p voll zerfallt, p= f,...%,. Dann ist NP, =p. Dieses 
Verfahren wenden wir auf die simtlichen absoluten Idealklassen von & 
an. Wir erhalten so A Kérper &(p,),..., R(p,). Nun bestimmen wir 
gemi8 der Vorbemerkung ein zu R(p,) isomorphes Bild K(p,) in S 
derart, da8 M die Hauptordnungen der K(p,) enthilt. Dann mége 
MP, ..., MP ein beliebiges System von Erweiterungsidealen zu den 
in K(p,) voll zerfallenden p; sein. Diese h Repriisentanten gehéren ver- 
schiedenen Klassen von M an. Wire nimlich MPO~MP” in GS, so 
ergiibe das nach Satz 2 von Chevalley die Aquivalenzen 


Noa MPO = Nay PO = Pi ~ Need MPO = New PY = p; 


in k, obgleich p; und p; fiir 1 + j verschiedenen absoluten Idealklassen 
angehéren sollten. Diese Erweiterungsideale IP liefern nach Satz 1 
von Chevalley Reprisentanten aller Klassen im engeren Sinne von Links- 
idealen. Damit ist der Beweis nach dem schon Bemerkten gefiihrt. 


Die Existenz der Hilfskérper K (p,) folgt aus einem rein arithmetisch 
beweisbaren Satz von H. Hasse *°): ,,Es sei k ein beliebiger algebraischer Zahl- 
kérper, ferner seien p,;(t = 1, ..., s) irgendwelche s verschiedene Primideale 
aus k und sei zu jedem dieser p, ein System (e;,, f;,) (k = 1, ...,7,) von 7; 


Paaren natiirlicher Zahlen gegeben, die nur der Bedingung geniigen. dab 


v; 


alle s Summen J ¢,,/;, ein und denselben Wert n haben. Dann existieren 
k=1 
unendlich viele algebraische Kérper AK iiber k, in denen fiir die p,; Zer- 
legungen der Form p; = [7 . $,, vom Relativgrade f;, (i = 1,..., 8) 
k= 
in Primidealpotenzen bestehen.“ Hiernach existieren speziell unendlich 
viele Kérper K vom Grade n iiber k, in denen h beliebige Reprisentanten 
der absoluten Idealklassengruppe von k voll zerfallen. Je einer dieser 
Kérper reicht fiir unsere Konstruktion aus. Im allgemeinen werden das 
nicht galoissche Kérper sein. Enthalt aber k die n-ten Einheitswurzeln, 


so kommen wir mit elementar angebbaren Kummerschen Kérpern k (Va) 
aus. Dabei bedeutet «, ein beliebiges fiir p, hyperprimires Element aus k. 
Aber auch bei beliebigem Grundkérper kann man mit zyklischen Kérpern 
auskommen. Doch braucht man dazu transzendente Hilfsmittel. Z. B. 
geniigt der von W. Grunwald bewiesene Existenzsatz *'). 


20) H. Hasse, Zwei Existenztheoreme iiber algebraische Zahlkérper. Math. 
Annalen 95 (1925). 

21) W. Grunwald, Ein algebraisches Existenztheorem fiir algebraische Zahl- 
kérper. Journ. f. Math. 169 (1933). 
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In der Terminologie von E. Noether kann man den obigen Satz so 
aussprechen: Zerfillt die normale einfache Algebr. A, so erschépfen die 
Hauptgebiete der maximal kommutativen reatile simtliche Mazimalord- 
nungen von A. 

Zum Schlusse geben wir noch ein Dalegld : einer nicht voll zer- 
fallenden normalen einfachen Algebra A, fiir die der bewiesene Satz 
auch gilt: Grundkérper k = P®, Zerfaillungskérper zur Konstruktion sei 
der GauBsche Zahlkérper K =k (i), i? = —1. Wir betrachten das 
verschrinkte Produkt von K mit seiner Gruppe mit dem Faktoren- 
system -— 23, Die erzeugenden Relationen dieses Quaternionenkérpers 
Q =(—1, — 2%) sind ® = —1, vw = — 23, uw-'iu = —i. Es gibt 
genau drei Typen von Maximalordnungen*). Da die Maximalordnungen 
endliche Moduln beziiglich des Hauptidealringes J" sind, geniigt die Angabe 
von 3 Basissystemen: 








fiir M, die Elemente: 1, @,=1%, o, = te, o, = ia 2. 
l+u Si+inu 
” M, ” ” - &= = 24, & = 5) R &3 iii Saeed 
agl Lh oie ALS 4+5i+iu 
” M, ” ” l, UP — 47%, UD a > ——— "3 = ore ame . 


Man sieht sofort, da8 in jedem der Reprisentanten Hauptordnungen liegen. 
In M, etwa die Hauptordnung von K, in M, die Hauptordnung von 


k(¥ — 23) = k(e,), in M, die Hauptordnung von k(V—1) = k(n). Dabei 
pM den sagubidign Zerfallungskérpern die Darstellungen von Q 
als verschrinktes Produkt: (—1. — 23) ~ (—23, —1) ~ (— 3, 2), wie 
man sich leicht durch Vergleich der zugehérigen Normenrestsymbole iiber- 
legt. Fiir diesen speziellen Quaternionenkérper erschépfen die Hauptgebiete 
ebenfalls simtliche Maximalordnungen. 

Bemerkung: Die Ergebnisse dieses Paragraphen bleiben auch richtig 
fiir Funktionenkérper einer Variablen mit endlichem Konstantenkérper. 
Wir miissen nur ein transzendentes Element x auszeichnen und die Ganz- 
heit in k, K, S darauf beziehen. Dann ergeben sich natiirlich Klassen- 
zahlen, die von der Auswahl von 2 abhingen. 


§ 4. 
Ein Trennungssatz, 
Wir betrachten die Menge aller Maximalordnungen einer normalen 
einfachen Algebra A, die die Hauptordnung © eines maximal kommu- 
tativen Teilkérpers K enthalten. Wie schon in §1 erklart, zerfallt diese 


22) K. Hey, Dissertation Hamburg 1929, Analytische Zahlentheorie in Systemen 
hyperkomplexer Zahlen. — Hier findet sich die Kl hibestim mung. 


26* 
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Menge in Gebiete Go, die Hauptgebiete zu K, indem immer alle diejenigen 
Maximalordnungen der Menge in ein Gp gerechnet werden, die an den 
endlichen Verzweigungsstellen von A gleiche Komponenten haben. 
[E. Noether, vgl. Anm.‘).] Es gibt im allgemeinen unendlich viele Haupt- 
gebiete. Eine Divisionsalgebra D von Primzahlgrad hat jedoch fiir jedes K 
nur ein Hauptgebiet, da die )p-adischen Grenzmengen von D Divisions- 
algebren im Kleinen sind, also nur je eine Maximalordnung besitzen. 
Ebenso haben die voll zerfallenden Algebren S fiir jedes K nur ein Haupt- 
gebiet, weil keine Verzweigungsstellen  existieren. 

Sei M eine Maximalordnung aus A, die O enthilt, M ein O-Ideal 
und M* die Rechtsordnung zum Wt-Linksideal MU. Ist dabei A ein zur 
Diskriminante von A primes 0-Ideal, so gehért M@“ zum gleichen Haupt- 
gebiet wie M. Wegen (U, /7 Pp) = 1 ist fiir alle Stellen p erfiillt: (M YM); = Ms , 
also (M*); = M,. 

Wir beweisen zunichst den folgenden 

Satz: Seien K, und K, zwei galoissche maximal kommutative Teil- 
kérper der normalen einfachen Algebra A. Wenn ein Hauptgebiet Go, zu 
K, mit enmem Hauptgebiet Go, zu K, tibereinstimmt, Go, = Go,, 80 ist 
K, ~ K,, wnd daher K, = s~' K, 8 mit regulirem s aus A. 

Beweis: Wir betrachten die Maximalordnungen der zusammen- 
fallenden Hauptgebiete Gp, und Gp,, die also an den Verzweigungsstellen 
der Algebra gleiche Komponenten haben. Sei M eine solche Maximal- 
ordnung. Dann ist jedenfalls M> O,, M2O,. Sei ferner B ein zur 
Diskriminante von A primes M-Linksideal, dessen Rechtsordnung M*® > O, 
ist; nach dem Satz iiber Erweiterungsideale aus § 2 ist dann 8 = MB™ mit 
einem ©,-Ideal 8”. Nach obiger Vorbemerkung gehért auch M®” zu 
Go,, d.h. auch zu Gp,, enthilt somit 0,; daher ist auch 8 = MB 
mit einem ©,-Ideal 8®. Hieraus folgt nach dem Normensatz aus § 2 
die Normenrelation NV, 8 = N, 8” = N,8®, wo N,, N, die Normen 
von K, bzw. K, nach k bedeuten. 

Nun sei p® ein beliebiges zur Diskriminante der Algebra A primes 
Primideal aus k, das in K, voll zerfallt: p? = PY... PY”). Wir nehmen 
fiir obiges 8 das Erweiterungsideal MP. Nach dem eben Gezeigten 
gilt also MP = MB) mit einem ganzen O,-Ideal B®. Jetzt wenden 
wir den Normensatz an: N,.g MP" = NV, MB = N, BX = N, PO = p®, 
Wir haben also einem Primideal ersten Grades $" aus K, ein Ideal B® 


23) Nach dem allgemeinen Zerfallungskérperkriterium von Hasse (Math. 
Annalen 107) sind die Verzweigungsstellen einer Algebra stets von den in einem 
galoisschen Zerfallungskérper von A voll zerfallenden Primidealen verschieden. Wir 
brauchen aber hier diese feine Aussage nicht, da es bei dem maBgebenden analy- 
tischen SchluB auf endlich viele Ausnahmestellen nicht ankommt. 
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mit der Norm p” aus K, zugeordnet. Wegen der Ganzheit muB B® 
auch ein Primideal ersten Grades $® sein, d. h. p™ zerfallt auch in K, 
voll. Ebenso zeigt man, daB ein in XK, voll zerfallendes zur Diskriminante 
von A primes p® auch in K, voll zerfillt. Demnach stimmen die Mengen 
der in K, und K, voll zerfallenden Primideale aus k iiberein: {p™} = {p®}, 
bis auf endlich viele Ausnahmen, wenn man Anm. *) nicht gebraucht. 
Hieraus schlieBen wir aber sofort, daS K, und K, abstrakt isomorph sein 
miissen. Denn nach dem Kronecker-Bauerschen Satz **) ist der Typus 
eines relativ-galoisschen Oberkérpers K/k eindeutig charakterisiert durch 
die Menge der Primideale aus k, die in K voll zerfallen. Aus K, ~ K, 
folgt dann bekanntlich, daB innerhalb A eine Relation K, = s~' K, s mit 
passendem regulirem Elemente s aus A besteht. 
Wir zeigen jetzt schiarfer: 











Satz: Unter den gleichen Voraussetzungen gilt sogar K, = K,. 

Beweis: Weil jedenfalls K, = s~' K, s, also DO, = s~'©, 8 ist, haben 
wir nach Voraussetzung eine Gebietsgleichheit G, = G-1,,. Sei M eine 
beliebige Maximalordnung aus Gp. Dann ist sicher M@ > O, MD s—' Os. 

Wegen BOD B-!=0 fiir beliebige Elemente B aus K gilt auch 
. BMB-!>0. Fir zur Diskriminante von A prime B gehért nach der 
| Vorbemerkung auf Seite 392 auch BIR B-* zum selben Hauptgebiet Go 
wie M. Also hat man auch BM B-! D> s—! Os und somit MD (s B)—' Ms B). 
Wir werden dann die Behauptung s~'Ds = © in der Weise beweisen, 
daB wir unter der Annahme s~'Os + © ein Element B aus K konstru- 
ieren, fiir das (s B)-'O(s B) nicht in M enthalten ist, im Widerspruch 

zu der eben gemachten Feststellung. 

Zur Konstruktion von B sei p ein zur Diskriminante von A primes 
in K voll zerfallendes Primideal von k. Wir diirfen ohne Einschrankung 
annehmen, daB bei der Matrizendarstellung Mt, = J c,;, 0p gilt: Dp = Lc, ; 0p. 
Ist das niimlich fiir eine Maximalordnung M, aus Gp noch nicht erfiillt, 
so wihlen wir M so, daB M, = M, , fiir alle q + p wird und M, = Le; , op, 
wo die ¢,, ein solches Matrizeneinheitensystem sind, daB c,, =e, die 
Idempotente der direkten Summendarstellung K, = Le, ky, also Dy = Z e; Op 
sind. Nach einem Satze von C.Chevalley**) existieren solche c,,. Das 
so konstruierte M liegt in der Tat auch in Gp. Denn die Abinderung 
von M, betrifft nur eine Nichtverzweigungsstelle p von A, und es ist 


24) H. Hasse, Bericht itiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der 
Theorie der algebraischen Zahlkérper. Sonderdruck aus dem Jahresbericht der 
DMV, 1930, Teil II, S. 139—141. — Fir einen rein arithmetischen Beweis vgl. Deuring, 
Journ f. Math. 173 (1935). ; 

*5) C. Chevalley, Sur certains idéaux d’une algébre simple. Abh. Math. Sem. 
Hamburg. 10 (1934). 
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auch MDO, weil ja M,—M,,g2 0, nach Wahl von M, und 
M, = Le,, 0) 2 Lc,;, 0p = Oy ist. Angenommen es sei s~'Ds + O, dann 
ist fiir jede endliche Primstelle p von k auch s~'O,s+ Dy, denn aus 
s~'D,s =D, folgte s-*K,s = Ky und daraus durch Durchschnitts- 
bildung mit A weiter s~'Ks = K, also s-'? Ds = O. 


Insbesondere fiir die oben betrachtete in K voll zerfallende Stelle p 
folgt aus der festgestellten Tatsache s~!O,s + Oy), daB in s~'D,s min- 
destens ein Element a,» existiert, das als Matrix a = 2 «,,¢,, mindestens 


Lad 
eine Koordinate a,, + 9 mit i + k hat; denn sonst lagen alle a) aus 
s-'D,s in Ky, also in Dy. Sei ap, ein solches Element. Wir transfor- 
mieren es mit einer geniigend hohen Potenz 2‘ des Primelementes 


My = Cyt... Hee pt oe + Cans 


das der k-ten Komponente c¢,, 0, von D, entspricht, bilden also 2, a kp ne, 
Dabei geht insbesondere x,, in p~*a,, iiber. Fiir hinreichend hohes 
N gehért daher 2>*a)2‘ nicht mehr zu M,. Dasselbe gilt fiir jeden 


Transformator ¢, 7, wo é¢ Einheit aus Oy, ist. 


i? 

Nun bestimmen wir in K ein Element B*, dessen p-adische Kompo- 
nente von der Form ¢, 2; ist. Dazu wahlen wir in der reziproken Ideal- 
klasse zu Bj ein O-Ideal A, das zu p prim ist. Wir setzen dann B*¥ = pi YW. 
Dann wird in der Tat B} = e,2:. Wir haben somit ein Element B* 
angegeben, so daB (s B*)~' O, (s B*)4 M,, also auch (s B*)—' O(s B*) GM. 
Unser Satz besagt, daB verschiedenen maximal kommutativen galoisschen 
Zerfillungskirpern einer normalen einfachen Algebra verschiedene Haupt- 
gebiete entsprechen und umgekehrt. 


Bemerkung: Auch fiir algebraische Funktionenkérper einer Variablen 
mit endlichem Konstantenkérper gilt der Trennungssatz. Dabei ist unter 
einem Hauptgebiet die Gesamtheit aller Einsdivisoren (vgl. §2) zu ver- 
stehen, die Erweiterungsdivisoren des Einsdivisors des maximal kommu- 
tativen Teilkérpers sind und die an den Verzweigungsstellen iibereinstimmen. 
Der Beweis verliuft in allen Einzelheiten wie oben, denn die Idealtheorie 
im Kleinen bleibt erhalten, ebenso gilt der Kronecker-Bauersche Satz **). 


*6) Wenn man die Klassenkérpertheorie dieser Funktionenkérper kennt, so 
gelten auch alle Aussagen iiber relativ-galoissche Funktionenkérper in sinngemaéBer 
Ubertragung aus der Zahlentheorie. Vgl. F. K. Schmidt, Zur Zahlentheorie in Kérpern 
der Charakteristik p. Sitzungsber. der phys.-mediz. Sozietéat zu Erlangen 58/59 (1927); 
E. Witt, Riemann-Rochscher Satz und Z-Funktion im Hyperkomplexen. Math. 
Annalen 110 (1934); H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen Funktionenkérper, ins- 
besondere bei endlichem Konstantenkérper. Journ. f. Math. 172 (1934); E. Witt, 
Der Existenzsatz fiir abelsche Funktionenkérper. Journ. f. Math. 173 (1935). 

















Hyperkomplexe Zahlsysteme und algebraische Zahlkérper. 


§ 5. 
Der verschrinkte Gruppenring. 
Wir geben zunichst einige allgemeine Vorbemerkungen. 


A sei eine normale einfache Aigebra iiber dem Zentrum k, K ein 
beliebiger maximal kommutativer Teilkérper von A, M eine Maximalordnung 
von A, die die Hauptordnung © von K enthiilt. 

Satz: Dann und nur dann haben die Erweiterungsideale MU und 
MB zweier zur Diskriminante von A primen O-Ideale die gleiche Rechts- 
ordnung M™* = M®, wenn UB-! = c ein Ideal des Zentrums k ist. 

Beweis: 1. Sei M* = M®*®, dann ist das Produkt MW-(MB)-* ein 
eigentliches Produkt. Also wird MUA-(MB)—' = MAB" M = McM. 
Da nach Voraussetzung & und B prim zur Diskriminante von A sind, 
so ist das zweiseitige W-Ideal cM auch prim zur Diskriminante, also 
Erweiterungsideal eines Zentrumsideals ¢. Dann wird aber UB~' = c. 

2. Si UB-'=c. Es ist MU-M™* = MA und MB-MF = MB. 
Wegen UA = Be ist auch MU = MBc = Mc B, dh. M™ = M*®. 

Wir wollen nun annehmen, daB A = D eine Divisionsalgebra von 
Primzahlgrad ist. Dann kénnen wir noch mehr aussagen. 

Satz: Sind die Ideale U und B prim zu denjenigen Verzweigungs- 
stellen der Divisionsalgebra D, die nicht gleichzeitig Verzweigungsstellen des 
maximal kommutativen Teilkérpers K sind, so folgt aus M* = M® die 
Aquivalenz UB-! = F, wo F sich aus k-Idealen und gemeinsamen Teilern 
der Diskriminante der Algebra und des Kérpers zusammensetzt, und um- 
gekehrt. 

Beweis: 1. Sei M™ = M®. Wie oben wird MAB-'M = MFM. 
Wegen der Voraussetzung iiber M und B entsteht das zweiseitige Ideal M F 
als Erweiterungsideal eines K-Ideals, das aus gemeinsamen Diskriminanten- 
teilern und k-Idealen zusammengesetzt ist. Denn die den Diskriminanten 
von K und PD gemeinsamen Primteiler p sind von der Form Mp = (M P)!, 
wo Dp = P', d.h. das zweiseitige M-Ideal MP zu p ist Erweiterungs- 
ideal des Primteilers % von p in K. 

2. Sei UM = BF. Dann schlieBt man wie im vorigen Beweise. 

Nun sei K/k relativ-galoissch vom Grade n, © die zugehérige Gruppe. 
Wir betrachten den Matrizenring S = k,,, d. h. das verschriinkte Produkt 
von K mit seiner Gruppe © bei Faktorensystem 1. Sei © die Haupt- 
ordnung von K, us die Operatoren zu ©: uy’ K us = K* elementweise. 
Unter 2 wollen wir den verschrinkten Gruppenring D x G6 = YOus 


s 


verstehen, wobei uz = 1 normiert ist. Dann ist Q bestimmt in einer 
Maximalordnung M enthalten. Denn sei M’ eine beliebige Maximalordnung 
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von S, so bilde man das Modulprodukt MQ. Dies ist ein M’-Links- 
ideal. Seine Rechtsordnung M enthalt den Ring Q, weil Q* — Q. 

Satz: Den verschiedenen stark ambigen Idealen U aus D modulo den 
Idealen des Zentrums entsprechen eineindeutig die verschiedenen Mazximal- 
ordnungen IW’, die den verschrinkten Gruppenring Q enthalten, nimlich als 
Rechtsordnungen M™* der MA. 

Stark ambig heiBen Ideale, fiir die US = A fiir alle S €G gilt. 

Beweis: Wir haben zu zeigen: 

1 MD Q. 

2. Aus M’ > Q folgt M’ = M*. 

3. M* = MP <> A = Be. 

Der dritte Punkt ist im ersten Satz dieses Paragraphen bereits fest- 
gestellt; S ist hier voll zerfallend, so daB die Diskriminante von S gleich 1 ist. 

Zu 1. Es sei U = US fiir alle S ¢ G. Dann ist MA = MAS = Mus’ Aus 
= Mus-us' Aus = MA-us. Die Rechtsordnung M* von MW enthalt 
D, auBerdem liegt wegen MA — MAus auch us in M*. Daher liegt 
auch Q= J Ous in M*. 

Ss 


Zu 2. Sei umgekehrt M’ > Q vorausgesetzt. Dann betrachten wir 
das Modulprodukt M®’. Dieses M-Linksideal hat die Rechtsordnung M’, 
die nach Voraussetzung insbesondere D enthilt. Es ist also nach dem Satz 
iiber Erweiterungsideale erzeugbar als Erweiterungsideal eines D-Ideals U: 
MM’ = MA. Ferner enthilt M’ nach Voraussetzung auch die us. 
Daher wird MUA = MAus = Mus: us’ Aus = MAS, dh. A = AS fiir 
jedes SEG. Also ist WU stark ambig. 

Fiir nicht voll zerfallende Algebren kann man, wenn speziell K/k 
zyklisch von Primzahlgrad 1 ist, folgende Uberlegungen anstellen. Sie fiihren 
im wesentlichen zum AusschluB der Verzweigungsstellen der Algebra. 

Sei D = (a, K, 8) eine zyklische Divisionsalgebra vom Primzahlgrade / 
mit u'—=a, a ganz in k. Wenn « nicht von vornherein ganz ist, so 
kann es stets in trivialer Weise ganz gemacht werden. AuBSerdem sei 
wieder Q ='s'o u’ der verschrinkte Gruppenring. 


v=0 
Satz: Den stark ambigen Idealen modulo den Idealen des Zentrums 
und den gemeinsamen Verzweigungsstellen der Divisionsalgebra und des 
zyklischen maximal kommutativen Teilkérpers entsprechen eineindeutig die 
verschiedenen Mazimalordnungen von D, die den verschrinkten Gruppen- 





ring Q enthalten. 


Beweis: Da8 die Beziehung zwischen den M* und den A modulo 
den gemeinsamen Verzweigungsstellen von D und K und den Idealen des 
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Zentrums k eineindeutig ist, war bereits in dem zweiten Satz dieses Para- 
graphen festgestellt. 


I. Wir zeigen zunichst 9" > Q fiir stark ambige U. Da sich jedes 
stark ambige Ideal in unserem Falle modulo den Idealen des Grundkérpers aus 
stark ambigen Primidealen % zusammensetzt, kann der Beweis fiir jeden 
Differententeiler $ von K/k allein gefiihrt werden. Der Fall eines be- 
liebigen stark ambigen Ideals ergibt sich dann durch Zusammensetzung. 


1. Sei p ein Diskriminantenteiler von D und K. Dann ist das Ideal 
MP (p = P' in K) ein zweiseitiges Ideal, dh. MF =MDQ. Wir 
werden also auf keine neue Maximalordnung gefiihrt. Dem entspricht, 
da8 im Satz die stark ambigen Ideale auch modulo den gemeinsamen 
Verzweigungsstellen zu rechnen sind. 


2. Wir betrachten nun Primideale p, die in der Diskriminante von K 
aufgehen, aber nicht in der Diskriminante von D. Dann ist D, ~ 1, also 
das verschrinkte Produkt (a, Ky/ky, S)~1. D.h. aber « = NA, mit 
A, aus K,. Da p in Ky voll verzweigt ist, ist sogar notwendig A, ganz. 
Wir normieren nun das Faktorensystem « an der Stelle p zu 1, indem 
wir fiir « den neuen Operator »» = vA; einfiihren. Dann wird v) = 1. 
Dies v, liegt in M, und ist Einheit. Das kann man so einsehen: Man 
betrachte das Ideal M,v,, seine Rechtsordnung ist v;'WMpvy. Sie ent- 
halt wegen vp‘ O,v, = O, die Hauptordnung O,. Da p kein Verzweigungs- 
teiler der Algebra ist, wird nach Hasse*) M,v, = M, By, mit By € Ky. 
Nun betrachten wir die reduzierten Normen: Nyog Mp vp = 0p Nroa Vp 
= Nya My, Bp = N B,-0,. Da an der Stelle p das Element v, eine I-te 
Einheitswurzel ist, so existiert in D, eine Maximalordnung M,, die die 
Hauptordnung des Kérpers der /-ten Einheitswurzeln enthalt. M, ent- 
halt also speziell v, als Einheit, und es wird Ny. Mp vp = Nea My = Op. 
Folglich wird auch N(B,) = 0). Nun gilt Hilberts Satz 90°’) fiir be- 
liebige abstrakte zyklische Kérper. Also wird hier speziell (By) = ($*)'~* 
= ($°)? = O,, weil P = PS. Hieraus folgt M, vp = M, Bp = M, Op = My, 
also ist auch vp in M, ganz und Einheit. Hiermit ist gezeigt, daB aus 
M, > FO,-w" folgt M, > FO, v;, v) = 1. Die Umkehrung ist klar, da 
A, ein ganzes Element ist. 

Um nun M*® > Q zu beweisen, gehen wir zu den einzelnen Stellen 
iiber. Fir die q+p wird M, = MF > LQ, da (MP), = M, und MIL 
nach Voraussetzung. Fiir die Stelle p geniigt nach dem eben Festgestellten 
der Nachweis, daB ZO, vp in MP liegt. Wir betrachten das Ideal M, P 
= M,7 = M, xs = M,-vp' avy = Mya vy. Hieraus folgt, daB auch v» 


27) D. Hilbert, Gesammelte Abhandlungen, Bd. I, S. 149. 








398 0. Schilling, Hyperkomplexe Zahlsysteme und algebraische Zahlkérper. 


in der Rechtsordnung M® von M,-P eine Einheit ist. Wegen M} >O, 
wird also M? > FO, v}, erst recht M? D> YO,u’. D.h.aberM* DTOuw' = Q. 

Jedem Differententeiler $3 von A, der prim zur Diskriminante von D 
ist, entspricht also eine Maximalordnung W* = P-' MP, die Q enthalt. 

3. Ist U = PQ... ein beliebiges Produkt von stark ambigen Prim- 
idealen, so folgt M* > Q, d.h. A-'MA > L durch schrittweise Anwendung 
des Bewiesenen auf $, Q,.... 

II. Aus M > Q folgt M = M". 

Sei M22, WM’ DQ. Wir betrachten MM’. Fiir die Diskrimi- 
nantenteiler p von D ist M, = M, und daher (MM), = M,; denn 
(MM), = MM’ o, = Mo, M' op = MM, = M,. D.h. aber (MM, p) = 1. 
Fiir die Nichtverzweigungsstellen q von D gilt mit einem Ideal XA, aus Ky: 
(MM )q = Ma Aq = Mg vg! Aq = Me vg! Aq Vq Mg = My Ay, doh. Ay = AQ: 
Denn fiir die Stellen q ist nach Hasse *) (§M’), Erweiterungsideal aus 
K,, und vg, vy’ sind als lokal normierte Operatoren Einheiten in M, 
und 9,, wie man dhnlich wie unter 1. zeigen kann. Zusammensetzung 
der Stellen p und q ergibt im Grofen ein Erweiterungsideal eines stark 
ambigen Ideals aus K, das keine Verzweigungsstellen von D enthilt. 

Zum Schlusse soll noch das eimfachste Beispiel angegeben werden, in 
dem sich die Beschrankung der stark ambigen Ideale modulo den ge- 
meinsamen Verzweigungsstelien auswirkt: 

Sei k = P der rationale Zahlkérper, K = k(i) der GauBsche Zahl- 
kérper, Q = k(iu), uv? = —1 der gewdhnliche Quaternionenkérper. 
Dann stimmen die endlichen Verzweigungsstellen von K und Q iiberein, 
sie sind beide gleich 2. Die Hauptordnung D = J [i] von K liegt in 
der Maximalordnung M = (1, i, ad ae Es gibt nur eine 
Maximalordnung, nimlich M, die Q = [1, 1, u, tu} 40 enthalt. Durch Aus- 
rechnen iiberzeugt man sich leicht, daB kein Element é in Q existiert, 
fiir das -'ME D> Q, denn Q hat bekanntlich die Typenzahl 1. 


(Eingegangen am 5. 12. 1934.) 




















Einige Sitze iiber p-adische Potenzreihen 
mit Anwendung auf gewisse exponentielle Gleichungen. 
Von 


Th. Skolem in Bergen (Norwegen). 





In dieser Abhandlung sollen einige Satze bewiesen werden iiber 
Potenzreihen, deren Koeffizienten Zahlen des Kérpers K (p) sind. Dabei 
ist K ein algebraischer Zahlkérper und p ein Primideal daraus. Die 
Siitze beziehen sich auf die Nullstellenmannigfaltigkeiten in K(p) von 
Systemen dieser p-adischen Potenzreihen und auf das Verschwinden ihrer 
Funktionaldeterminanten auf ‘enen Nullstellenmannigfaltigkeiten. Ich will 
aber darauf aufmerksam machen, da diese Arbeit so voraussetzungslos 
geschrieben ist wie nur méglich. Die hier aufgestellten Sitze iiber die 
Nullstellen dieser Potenzreihen werden namlich vollstandig bewiesen, ohne 
irgendwelche sonst bewiesenen Satze dieser Art als bekannt vorauszusetzen. 
Vorliegende Abhandlung kann deshalb verstanden werden ohne Kenntnisse 
in der Idealtheorie und Eliminationstheorie der Potenzreihen. 

Nachher mache ich einige Anwendungen hiervon auf gewisse exponentielle 
Gleichungen, woraus interessante Folgerungen iiber einige diophantische 
Gleichungen ableitbar sind. Die betrachteten exponentiellen Gleichungen 
haben die Cestalt 

Saar; ...a1 = 0(p), 

wo die a; gegebene Zahlen aus K(p) sind, «,,,...,, Zahlen eines 
in K enthaltenen Kérpers K, und m;,..., a4 (¢ = 2,3,...) die dazu 
beziehungsweise konjugierten Zahlen des konjugierten, auch in K ent- 
haltenen, Kérpers K;. Die Méglichkeit der Ableitung von Sitzen 
iiber diophantische Gleichungen beruht darauf, daB viele diophantische 
Gleichungen mittels der Dirichletschen Einheitstheorie als exponentielle 
Gleicbungen der erwinnten Form oder Systeme von solchen geschrieben 
werden kénnen. 

In dieser Art beweise ich im folgenden, dab jede Gleichung der 
Form 

az" +a,2"—-'y+...+4a,y°= 56 


nur endlich viele Lésungen in ganzen Zahlen z und y hat, wenn die 
Gleichung ; 


a, +a,@-'+...+a,=0 
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irreduzibel ist und nicht nur reelle Wurzeln hat"). AuBerdem beweise ich, 
daB jede Gleichung der Form 

N(az+By+yz2) =a, 
wo a, 8,y drei linear unabhingige ganze Zahlen sind in einem Kérper 
fiinften Grades derart, da unter allen konjugierten dazu nur ein reeller 
vorkommt, und N die Norm bedeutet, nur endlich viele ganzzahlige 
Lésungen z, y, z hat’). 

Der Ring der Potenzreihen von z,, z,,..., 2, mit Koeffizienten aus 
K(p), die ein endliches Konvergenzgebiet haben, d.h. die konvergieren, 
wenn alle z; = p* sind fiir ein gewisses c, soll [, heiBen. 

Satzl. Ist P(z,,...,%m+.1) etm solehes Element von §,,,,, dap 
P(0,...,0, Zm41) nicht identisch Null ist, so gibt es ElementeQ und R 
von By, derart, daB die Identitéit 


P = QR(p) 
gilt, wobei Q ein Polynom ist in hezug auf t_+,, etwa 
l 
Q = J Btn: 


wihrend B,(0,...,0) eine p-adische Einheit ist und R(0, ..., 0) + O(p)*). 


Beweis. Es sei 
P= a A, (z,, +o ey Deu) Ten +1 
r=0 
Nach der Voraussetzung sind nicht alle A,(0,...,0) = 0. AuBerdem ist 


Y A, (0, ...,0) 243 


r=0 
konvergent fiir alle z,,,, <= p*. Es sei die Zahl x aus K genau durch p 
teilbar. Setzt man fiir i = 1, 2,...,m-+ 1 jedes 2, = 2° y,, so konver- 
giert P, wenn alle y, S 1 sind. Speziell konvergiert 


B A, (0, ..., 9) ymaas 
r=0 
wo 


A,.(0,...,0) = 2°" A, (0, ..., 0) 


ist, fiir alle y,., <1. Dann ist lim A} (0,..., 0) = 0, und infolgedessen 
haben die A, ein p-adisches Maximum fiir einen oder mehrere Werte 


1) Dies ist ein ziemlich groBer Teil eines bekannten Satzes von A. Thue. 

2) Dieser Satz ist wohl kaum auf Grund der Thue-Siegelschen Satze be- 
weisbar. 

5) Dem Wortlaute nach ist dies der sogenannte WeierstraBsche Vorbereitungs- 
satz; vgl. z. B. W. Riickert, Math. Annalen 107, 8.262. Die Bestimmung des 
Polynoms Q ist aber hier eine andere als in den iiblichen Beweisen dieses Satzes. 
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von r. Es sei | der gréBte Wert von r, fiir den dies Maximum eintritt. 
Es sei A;(0,...,0)~p". Setzt man dann fiir i = 1,2,...,m jedes 
y¥: = 2"2,, so wird P eine nach Potenzprodukten von 2z,, ...,2m,Ym+1 
fortschreitende Reihe, die fiir alle z; S p~" und y,+4, S 1 konvergiert. 
Zugleich wird, wenn vy hinreichend groB gewahlt ist, jedes Potenzprodukt, 
worin mindestens ein Faktor z,,..., 2, auftritt, einen Koeffizienten er- 
halten, der < p* ist. 
Dann kann ich schreiben 


P = ot" (4, (Ym +1) + af, (z,, ee eg Zm > Ym +1) + a f, (2,, eee Zms Ym +1) + °  * 
wobei die Koeffizienten hier alle p-adisch ganz sind, und der Koeffizient 
von Yn +1 in f,, der héchsten Potenz von y+, darin, eine p-adische 


Einheit ist. Dann kann man solche Polynome /, und g,; mit ganzen 
p-adischen Koeffizienten finden, daB eine Identitaét der Form 


(1) a-"P = (f+ af, +af,+...)(l+29,+ 29+...) (p) 


stattfindet, wiihrend zugleich alle /, von kleinerem Grade in Ym+i als f, 
sind. Man erkennt namlich, wenn man die geforderte Gleichung (1) in 
die unendliche Reihe von Kongruenzen nach steigenden Potenzen von p 
auflést, daB man die /, allmahlich findet als Reste der Division mod p 
von friiher gefundenen Polynomen durch /,, wihrend die g, die dabei 
auftretenden unvollstandigen Quotienten sind. Setzt man nun 


fot af, + mf, t... = Q = Bot Bi ymiit-..+ Brymer, 
a“(1+29,+2°9,+...) = R, 
so sind Q und R p-adische Potenzreihen in z,,..., 2m, Y¥m+1, die jeden- 


falls konvergieren, wenn alle z,; und y¥,4, S 1 sind. AuBerdem ist 

B, (0, ...,0) ~ p-* A; (0, ..., 0) 
eine p-adische Einheit und R(0,...,0) +0, nimlich ~ p*. Werden 
wieder in Q und R die urspriinglichen Variablen 2, eingefiihrt, so gehen sie in 
Reihen iiber, die fiir alle z,,...,2, S p°+” und 2,4, < p* konvergieren. 
Der Satz ist hierdurch vollstindig bewiesen. 

Der Kiirze halber nenne ich im folgenden eine Menge von unendlich 
vielen p-adischen Wertsystemen (z,, 7,,...), die den Anfangspunkt (0, 0,.. .) 
als Haufungsstelle haben, eine h-Menge. 

Satz 2. Es seien P,, P,,..., P, p-adische Potenzreihen in 2,,..., 2m +1, 
die fiir alle x, S p% konvergieren und also Elemente von By, sind. Es 
sei M eine h-Menge gemeinsamer Nullstellen der P;. Dann gibt es Ele- 
mente Q;,8;, R;; von Py+i(¢ = 1, 2,...,m; 7 = 1,2,...,) derart, dag 
die Identititen 


(2) SP) = ZARG(P), G=1,2--4m, 
=1 
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gelten, wobei alle Q; = 0 und alle S; + 0 sind fiir eine h-Untermenge M, 
von M. 

Anmerkung. Herr B.L.v.d. Waerden hat mir mitgeteilt, dab 
Satz 2 vom Standpunkte der allgemeinen Ideal- und Eliminationstheorie 
aus betrachtet eigentlich folgendes bedeutet: Da der Anfangspunkt 
(0, ..., 0) nicht isolierter Punkt der Nullstellenmannigfaltigkeit M ist, so enthilt 
diese eine mindestens eindimensionale Teilmannigfaltigkeit M,. Eine solche 
kann durch héchstens m unabhiangige Gleichungen Q, = 0,...,Q,, = 0 
als Partialschnitt derart dargestellt werden, daB das Ideal (Q,, ...,Q,,) 
eine nicht-eingebettete Primirkomponente besitzt, welche prim ist und 
zur Mannigfaltigkeit M, gehdrt. 

Ich bin aber zu dem Satze dadurch gefiihrt worden, daB ich zuerst 
den Fall m = 1 betrachtete. In diesem Falle fand ich sehr leicht, daB8 
wenn zwei oder mehrere Polynome — ich betrachtete zuerst Polynome — 
von 2, und 2,, P,,..., P,, unendlich viele gemeinsame Nullstellen haben, 
ein gemeinsamer Teiler Q vorhanden sein mu, d.h. man hat P; = QR, 
(¢ = 1, 2,...) umd die gemeinsamen Nullstellen mit eventuell endlich 
vielen Ausnahmen der P, sind die Nullstellen von Q. Dann lag der 
Gedanke nahe, daB fiir m= 2 die P,; in der Form Q, R,, + Q: Ris 
ausdriickbar sein miiSten usw., und wegen des Satzes 1 miissen die 
Potenzreihen sich analog verhalten. Allerdings konnte ich nicht mehr 
beweisen, daB die P, selbst so ausdriickbar waren, sondern erst gewisse 
Produkte S, P,. 

Beweis. Der Satz ist richtig fiir m = 0, weil die P,; dann identisch 
= 0 sein miissen. Ich nehme deshaJb seine Giiltigkeit fiir m Variablen 
an und beweise sie fiir m+ 1 Variablen. Dabei nehme ich zverst an, 
daB die P, blo®B Polynome sind in bezug auf z,,,,. Danach beweise ich, 
daB der Satz auch giiltig bleibt, wenn die P,; beliebige Elemente von 
Bn +1 sind. 

Um den Satz fiir die Polynome P; von z,,, zu beweisen, benutze 
ich wieder vollstandige Induktion und zwar in bezug auf die Summe der 
Grade a, von P,. Der Satz ist ja richtig, wenn s a, = 0 ist, so daB 

i=1 
die P, Potenzreihen in z,,..., Z, sind; denn nach der Voraussetzung gibt 
es ja dann Elemente Q;, S;, Ri; (i = 1, 2,...,.m—1; 7 = 1,2,..., n) 
von $,, derart, daB die Identitaten gelten 


8;P;= Px? R;; (Pp) (j = 1, 2,..., #), 


wobei alle Q; = 0 und alle S; + 0 sind fiir eine h-Untermenge von M. 
Ich nehme deshalb an, daB der Satz wahr ist fiir kleinere Werte von 
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2 2; als g, und betrachte Polynome P; von z,,,, mit der Gradsumme g. 


i=1 
Ich setze 

P; = Ajo t+ Aur 2mgit... + Ac, n, Batt v- 
Es ist klar, daB der Satz gilt, wenn bloB ein 2; > 0 ist, etwa 2,. Denn 
da P,,..., P, nur die Variablen z,,..., 2, enthalten, so gibt es nach 
der Annahme fiir 1 = 2,3,...,m und j = 2,3,...,n Elemente Q;, S; 
und R,; von $,, derart, daB die Identitaten 


S; P; = 2 O Rij(>), j = 2,...,%, 

gelten, und dabei alle Q; = 0 und S; + 0 sind fiir eine h-Untermenge 
von M. Setzt man dann Q, = P,, 8S, = 1, R,, = 1 und alle R;; = 0, 
wo i=1,j7> 1 oder i >1, j = 1, so hat man die Identitaten (2) und 
alle Q; = 0 und S; + 0 fiir dieselbe h-Untermenge von M. Es bleibt 
also nur der Fall, wo mindestens zwei Indizes i vorhanden sind derart, 
daB 2; > 0 ist. 

Erstens kann es dann sein, da fiir einen solchen Index a die Potenz- 


reihe Aqz, = 0 ist fiir eine h-Untermenge M von M. Dann setze ich 


(3) P, = Pe—Agetuti, Pat: = Aa,n,- 
Fiir die Polynome 
ee, ay OF ee ee 
ist die Gradsumme dann < 9; denn P, ,, ist ja vom Grade 0, und P, 
hat héchstens den Grad 2,— 1. AuBerdem ist M eine h-Menge gemein- 


samer Nullstellen aller dieser Polynome. Also gibt es nach der Annahme 
Elemente 


Q;,8;, Rj (¢ = 1,2,....m;7 = 1,2,....@—la+l,...,n+]) 


i 


und 8, Ri. 
derart, daB die Identitaéten gelten 
8, P, = Q, &ii+ | oe | = Q, Bie + --. + Qa, Raa; --- 


Sania Pa41 =Q: Rintit--- + Qm Rmnsis 
wobei alle Q; = 0 und alle S; und S, + 0 sind fiir eine h-Untermenge M, 
von M. Aus (3) folgt aber 
8S, Po =Q: Ria t---+QmRmas 


wenn allgemein 
Sa+1 Rie t+5.Rintitet: = Ri und S8,,,5,=S, 
gesetzt ist. Da M, h-Untermenge von M ist, so hat man wieder (2). 
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Zweitens hat man den Fall, daB fiir alle i, fiir welche 2, > 0 ist, 
A;«, + 9 ist fiir alle Elemente von M derart, daB alle xz, = p® sind. 
Es sei M die h-Untermenge von M, die alle Elemente davon enthilt, fiir 
welche alle z, < p® sind. Jetzt wihle ich zwei Indizes a und 6b derart, 
da8 x, >2 > 0. Weiter setze ich 

%q—™ 


(4) P, = Ap, m, Pa — Aa, nq Po tm+i . 
Dann ist die Gradsumme wieder < o fiir die Polynome 

Pei.<% Pe—ss Pas Pastis sss P, 
AuBerdem sind diese alle = 0 fiir die Elemente der h-Menge M. Also 
gibt es nach der Annahme Elemente S,, ..., S,—;, i ey 
Q, und R,; fir i=1,....m und j = 1,...,a—1,a+1,...,m und 
endlich R,, (i = 1, 2,...,m) von P,.+, derart, daB 


8, P, = Q Bis +---+Qn Reis ---5ePe = Q, Riot... +Qn Ree; tee 
S, Py = Q: Riv +...4+Q., Rao, .--- 8, Pe =Q,R,.+ + +Q,, Ras, 
wobei die Q,; = 0 und 


a a & eee | alle + 0 


sind fiir eine h-Untermenge M, von M. Nun bekommt man aber 
nach (4) 


8, S, Ao, =, P, =Q, (Sp R,.+8, Aga, %e+1 Bis) tees 


+ Qm (Sp Runa + S, Aaa, ties” Rav); 
und setzt man 


8,8, Ap, x, = S,, S, Rio + 8, Aa, 2, a." Rip = Ria; 


so bekommt man wieder die Identitaéten der Form (2), wobei alle Q, = 0 
und S; + 0 sind fiir alle Elemente von M,. Hierdurch ist die Allgemein- 
giiltigkeit des Satzes bewiesen fiir Polynome von z,,,, mit Koeffizienten, 
die Elemente von §,, sind. 

Danach sollen Potenzreihen P,,...,P, im 2,,..-; Zm41 betrachtet 
werden. Es ist klar, daB man von identisch verschwindenden Reihen 
absehen kann, d.h. ich kann annehmen, daB kein P,; identisch ver- 
schwindet. Erstens kann es sein, daB jedes P, (0,...,0, 2m4,) nicht 
identisch verschwindet. Dann kann man nach Satz 1 fiir jedes « ein 
Polynom P, von z»,,, mit Koeffizienten, die Elemente von §,, sind, 
und eine Potenzreihe K, finden derart, daB P; = P,K, identisch (p) ist 
und K, (0,...,0) + 0, so daB immer K,(z,,..., 2m) + 0 ist, wenn alle 
z, Sp sind. Es sei M eine h-Menge gemeinsamer Nullstellen der P, 
und M ihre A-Untermenge, die alle Elemente von M _ enthialt, fir 
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welche alle z; < ps sind. Dann ist offenbar M eine h-Menge gemeinsamer 
Nullstellen aller P;. Deshalb gibt es nach dem eben bewiesenen Ele- 
mente Q;,S; und R,; von $,,,, derart, daB die Identitaéten 


SP; = 5 QBs») (j = 1, 2, ..., 9) 


gelten, wobei alle Q; = 0 und S; + 0 fiir eine h-Untermenge M, von M. 
Setzt man dann R,;; = R; ; K;, so bekommt man wieder die Identitiaten (2), 
und die Q; sind = 0 und die S; + 0 fiir die h-Untermenge M, von M. 

Um die Allgemeingiiltigkeit des Satzes zu zeigen, geniigt es deshalb 
durch eine Variablentransformation, welche den Punkt (0, ..., 0) invariant 
laBt, zu bewerkstelligen, daB wenn y,,..., ¥m4 1 die neuen Variablen 
sind, nicht alle P,(0,...,0, ym+,) identisch = 0 sind. In der Tat kann 
man dies schon mittels einer linearen homogenen Transformation machen, 
wie ich jetzt zeigen will. 

Wie schon bemerkt, ist ll P, nicht identisch = 0. Infolgedessen gibt 

i=1 

es Wertsysteme der Variablen derart, daB alle P; + 0 werden; es sei 
O,, +++) @m4 , ein solches. Da alle P;(0,..., 0) = 0 sind, so ist mindestens 
ein «, + 0, und da es auf die Numerierung der Variablen nicht ankommt, 
kann ich a,,, + 0 annehmen. Setzt man dann 


hm +12, — Oy Lmea = Yrs -- +s Mmt1 2m — Sm Fmt = Ym» Smei = Yas, 
so gehen die P, in Potenzreihen P; der neuen Variablen y,,..., ¥m+. 
iiber, wihrend eine h-Menge M’ gemeinsamer Nullstellen existiert. AuBer- 
dem ist kein P;(0,...,0,y, 41) identisch = 0; denn es ist ja 
P; (0, ...5 0, na) = Py (a, .. -) mts)  O. 

Hierdurch ist Satz 2 vollstiindig bewiesen. 

Satz 3. Fiir jedes Element (2,,..., Zm+1) der im Satz 2 erwiihnten 
Untermenge M,, von M, worin alle Q; = 0 und S; + 0 sind, ist die Funk- 
tionaldeterminante 


a(P™, ..., Pmt) 
O(z,, sag 


= 0, 





m+1) 
wo P®,..., P+” beliebige m+ 1 der Potenzreihen P, sind. 

Anmerkung: DaB® die Funktionaldeterminante = 0 sein mu in 
einem nichtisolierten Punkte 2 der Nullstellenmannigfaltigkeit des Ideals 
(P®,..., P™+), erkennt man fuBerst leicht so: Ist 


a(P™, cede p+) 


O(z,, a) 





so haben offenbar die Tangentialhyperebenen der Hyperflichen P“ = 0 in x 
nur den Punkt 2 gemein, der deshalb eine isolierte gemeinsame Null- 
Mathematische Annalen. itl. 27 
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stelle sein mu8. Da der Anfangspunkt (0, ...,0) eine Haufungsstelle der 
gemeinsamen Nullstellen der P ist, so folgt hieraus sofort, daB die 
Funktionaldeterminante = 0 ist fiir (0,...,0). Fiir die iibrigen Punkte 
in M, folgt dasselbe in dieser Weise aber erst, wenn man zeigt, daB auch 
diese Punkte nicht isoliert sind. Setzt man iibrigens den Satz als be- 
kannt voraus, daB die Nullstellenmannigfaltigkeit der P® einen mindestens 
eindimensionalen Bestandteil enthalten muB, und da8 die Punkte eines 
solchen Teiles alle nichtisoliert sind, so folgt allerdings, daB die Funk- 
tionaldeterminante = 0 sein mu in allen Punkten dieser Teilmannig- 
faltigkeit. Statt derartiges vorauszusetzen (vgl. die Bemerkung in der 
Einleitung) gebe ich hier den folgenden Beweis des Satzes 3. 

Beweis. Die Potenzreihen P;,Q;, R;;,S; im Satz 2 haben einen 
gemeinsamen Konvergenzbereich um den Nullpunkt. Aus den Gleichungen 


S8;P; = YQ Ri; (Pp) (j = 1, 2,..., ) 
i=1 
folgen dann in jedem Punkte des gemeinschaftlichen Konvergenzbereiches, 
der zu der h-Menge M, gehért, die Gleichungen 
8 0 P; P 199; _ oP; 
(5) J Ax, a on a ; 
(j = 1, 2, ..., #). 


Aus m-+-1 beliebig gewahiten der Gleichungen (5) folgt aber in bekannter 
Weise, daB die Determinante 


jar 
Ox 


4? 


AQ; 
Oz ‘ Ri; (p) 


ae 








i el 


i] 
pol 








= 0(p) (i, h = 1,2,...,m+ 1) 


ist. Hierdurch ist Satz 3 bewiesen. 

Nun ist jede solche Funktionaldeterminante wieder ein Element von 
$n+:- Da sie alle ebenso wie die gegebenen P; eine h-Menge gemein- 
samer Nullstellen haben, so gilt dies also auch wieder fiir alle diese 
Reihen mit den Reihen zusammengenommen, welche als Funktional- 
determinanten daraus ableitbar sind usw. endlich oft wiederholt. Also 
gilt folgender Satz: 

Satz 4. Haben die Reihen P,,..., P, eine h-Menge gemeinsamer 
Nullstellen, so gilt dies auch (vielleicht nicht gerade fiir dieselbe h-Menge, 
sondern blo8 fiir eine h-Untermenge davon) fiir alle Reihen P,, ..., Py, 
die aus P,,..., P, abgeleitet werden kinnen durch endlich oft wiederholte 
Bildung von Funktionaldeterminanten der Form 

oUF, ...4 Ft 


O(z,, sawn il 





m+1) 


Unter einer zu (a,,...,@m4,) gehérigen h-Menge verstehe ich eine 
Menge von unendlich vielen Punkten (z,, . . ., Zm 41), fiir welche (a,, . . ., @m +1) 


= 





eS ee 
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eine Haufungsstelle ist. Es ist dann klar, daB Satz 4 giiltig bleibt, wenn 
man allgemein statt h-Menge sagt: h-Menge in bezug auf (a,, ..., dm 4+;). 
Denn man kann die Transformation 
ya = % (¢ = 1,2,...,.m+1) 
machen. 
Jetzt sollen einige Anwendungen der bisher bewiesenen Sitze gemacht 
werden. In diesen Anwendungen soll K ein algebraischer Zahikérper 
sein, der die Kérper K,,..., K,, enthalt, wobei der Grad von K, > m 


ist, und K,,..., K,, alle konjugiert zu K, sind. Es sollen «,,,..., %, 
immer ¢ Zahlen aus K, bedeuten, wahrend die dazu konjugierten Zahlen 
aus K, als a,;,..., a, bezeichnet werden. 


Satz 5. Es seien die m—1 linear unabhingigen p-adischen Glei- 

chungen 

Sa? = 0), &=air...a A=1,2,...,.m—1, 

i=1 
gegeben, wobei die a” Zahlen des Kérpers K(p) sind und p ein Primideal- 
faktor in K der natiirlichen Primzahl p, die prim ist zu N (a; %,1 .-. 0&1), 
N = Norm. Gibt es mindestens zwei ganzzahlige Liésungen z,, .., 2, 80 
muB ein Potenzprodukt 


i & U} 
yi Aog- ~~ Kee 


mit ganzen Exponenten l,,...,1,, die nicht alle 0 sind, fiir alle i denselben 
Wert haben. Kommen alle &;(i = 1,2,...,m) wirklich vor, und ist K, 
vom Grade m, so muB dieser Wert rational sein. 
Beweis. Die m—1 Gleichungen kénnen bei passender Numerierung 

in bezug auf é,,..., &,, aufgelést werden, so daB man bekommt: 

1 = b €, (pr), ¢ = 2,3,...,m, 
wo 6, + 0(p) sein mu8, nimlich eine p-adische Kinheit, da ja die & prim 
zu p sind. Hat man nun zwei verschiedene Lésungen 

G5 & GR &, in 
oder mit anderen Worten 


1 


, ’ ’ ” ” ” ” 
2) ee zy 2 ———_— 2 x —. 
a... af = bat... Or ee a = bars: a! (p), t= 2,3,...,m, 
so bekommt man 
rT — U ~ 
(6) Of rns Hl = Hite OID), $a 3, 3, ..., 
wenn 
a’ ” = | , =] 
2 — DZ Hh eee HM SH 


gesetzt werden. Da aber die beiden Seiten der Gleichungen (6) Zahlen 
aus K sind, so folgt aus ihrer Gleichheit nach p, da8 sie gleich sind im 
gewohnlichen Sinne. Daraus folgt, daB der gemeinsame Wert aller 
27* 
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" Pye at rational sein muB, falls £,, ..., &, eine volle Reihe konjugierter 


Zahlen sind. Der Satz ist hierdurch bewiesen. 

Man erkennt iibrigens, daB, wenn die Gleichungen (6) stattfinden, 
unendlich viele ganzzahlige Lésungen existieren, falls es iiberhaupt solche 
gibt; denn ist z,, ..., a eine solche, so ist auch z,+J/,u, ..., %+hu 
eine solche -fiir beliebige ganze w. 


Satz 6. Es seien bloB m — 2 linear unabhdangige Gleichungen 


a 


m . 
(7) x as” &; = 0(p), A =1,2,...,m — 2, 
t=1 
yegeben, wobei m— 2 >t ist. Gibt es unendlich viele ganzzahlige Lésungen 
Zi, ++; %, 80 gibt es Potenzprodukte 


i i i 
1 2 t 
ee Be 


L, «++ ganz und nicht alle 0, die zu einem echten Unterkérper von K, 
gehdren. 

Beweis. Es geniigt, den Satz in dem Falle zu beweisen. daB in 
jeder Hyperebene mit rationalen Koeffizienten des (z,, ..., 2;)-Raumes 
nur endlich viele Lésungen z,, ..., 4 vorkommen. Gibt es nimlich un- 
endlich viele, die alle der Gleichung 


Ay 2, +hgaet... thm =h, etwa h, + 0, 
geniigen, so kann ich setzen 
Lg = hy yo-+ 2,-2.5 %=—hyt+n, alle r, >0 und < hy, 


wodurch 


t, = — hy, —hyy, — .-. +h, 


wo 





Sin ae -hgtzs—.-. +h 
h, . 
also ganz sein mu8 fiir gewisse r,. Dadurch erhilt man 
mw 4 — 
— (A) —he hy Va —hy hy  - =(4) ( Ah To "% 
Xa; (a, 70,7 )?--- (a, a7)" = 0, a =a @, 


i 1g Sy oe 
i=1 


Es gibt nur endlich viele mégliche Systeme dieser Form nach den Werten 
von f,,..., %-  Infolgedessen mus mindestens eines dieser Systeme un- 
endlich viele ganzzahlige Lésungen y,, ..., y haben. Nimmt man also 
an, da® der Satz schon fiir die kleinere Variablenzahl t — 1 bewiesen ist, 
so wei man, da8 ganze Exponenten l,,...,1,, nicht alle 0, existieren 
derart, daB 


—he hy jle —hy hy le 
(a, 1 a,",) vee (a), %, ) 
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zu einem echten Unterkérper von K, gebért, d. h. 


a 2 Ig—--.—hylt ayn om a, ‘1 

gehoért dazu. Offenbar ist der Satz dadurch sofort fiir die jetzige 
Variablenzahl ¢ bewiesen. Also kann ich annehmen, daB fiir beliebige 
Wah! der rationalen Koeffizienten h,, ..., h,, h, so daB sie nicht alle 0 
sind, nur endlich viele (eventuell keine) der Lésungen z,,..., 2, die 
Gleichung h, 7, + ... + hya, = h befriedigen. 

Weiter geniigt es, den Satz in dem Falle zu beweisen, da8 alle 
a;; = 1 (mod p) bzw. (mod 4) sind. Denn sonst gibt es jedenfalls ganze 
positive Exponenten e,; derart, daB alle afm 1 (mod p) sind, und durch 
die Aufspaltung mittels der Gleichungen 

Ly Yr tis eee De =H Ye + 


von 5 a” — = 0(p) in endlich viele Gleichungssysteme 


i=1 


Zap =O), EF = (N.C N",  GP = aay... ay} 
sieht man ein, daB es geniigt, die Richtigkeit des Satzes fiir jedes dieser 
letzten Gleichungssysteme zu beweisen. Also kann ich annehmen, daB 
schon in den gegebenen Gleichungen alle «,; = 1 (mod p) sind. 

Nun kann ich allgemein annehmen, daB die Gleichungen gelten 
(l bedeutet den p-adischen Logarithmus) 

%,; mS tr+tsi ¥ *te = 9 7. ‘ 

— = eg OE teed “Ys rbT-() (s = 1, 2, ..., 7; § = 1, 3,..., m), 
wobei die 4 Zahlen des Kérpers K(p) sind, wihrend es nicht méglich 
ist, dieselben Gleichungen fiir s = 1, 2,...,7 und r+ 1 oder r+ 2 usw. 
aufzustellen; es mag natiirlich auch sein, daB r = 0 ist. Dann ist also 


Xe; — he ea i\"#1/% 4 9, ¢\ "#2 Hy j\"*t—F 
“Ht oe ()"@, 


#1 al ae P| a ae %ey 





und wird dies in die gegebenen Gleichungen eingesetzt, so bekommt man 
das System 


(8) 2 a BY Bet «++ Bi/, = 9 @), 


i= 


wo 


Cy = 11% ee Her Se + Ores Cs = ™.2%, + woe Ht Mee Te + Lr4ay ees 


Cres = M,t-r% teow t Nr,t—2 Br + i 


und 


Bi = Or+ iis Bai = Gre ais vers Be— +, = Gi. 
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Zuerst werde ich zeigen, daB aus den unendlich vielen Lésungen 
Z,,«-+, % von (7) auch unendlich viele verschiedene Lésungen ¢,, ..., 0;_, 
von (8) entstehen miissen. Nehmen wir das Gegenteil an. Dann miiBte 
r > 0 sein, und unendlich viele Lésungen z,, ..., z, miiBten zu demselben 
Wertsystem ¢,, ...,¢,—, AnlaB geben. Nunseien 2\”, ..., 2? far j = 1,2,... 
solche Lésungen. Dann bekiime man 
(9) malay? — af+) ... + naa” — ay) + a — Fh, = O(p), 

s=1,2,...,t—f; j =2,3,.... 

Zuerst ist es nicht médglich, daB z. B. 29 — 2 = 0 sein kénnte fir 
alle 7; denn dann befriedigten ja alle Lésungen a, ..., a eine Gleichung 
mit rationalen Koeffizienten. Es sei deshalb j, ein solcher Index, etwa 
der kleinste, daB z¥? — x) + 0 ist. Dann ist es weiter nicht méglich, 
daB die Determinante 

a — 2 at) — oD is 

ad — 2) ap — 
sein kénnte fiir alle Indizes j; denn wire das der Fall, so befriedigten ja 
alle Lésungen z¥’, ..., 2)” wieder eine Gleichung mit rationalen Koeffi- 
zienten, namlich 

(2) — 2) (2D — 2) = (2) — 2) (2 — 2), 

Deshalb sei j, ein solcher Index, daB 

av mast x) ay = 2 

aij) — of tia) — 
ist. Augenscheinlich gibt es dann wieder ein solches j,, daB die analoge 
3-reihige Determinante + 0 ist usw. Nach r Schritten gelangt man zu 
dem Ergebnis, daB es Indizes j,, ..., 7, gibt derart, daB die Determinante 


(Gp a) Gp 4) (ip a) 
a” —-@ G&’ —& +--+ &' —-& 


7) _ aide) _ “ je 
ist. Schreibt man nun die Gleichungen (9) fiir j;, j2,...,j- und dazu 
noch ein beliebiges 7 auf, wobei man s z. B. = 1 setzt, so bekommt man 
durch Elimination von 7;,;, 2,1, ---» %r1 Offenbar 


(i) (1) Gp (1) Gp 
zy -— @ Ze — Ze ee & -.) ow Ze 





Pe ws 2e 6. ba 8 Oe ee a t Oo SR OO oe ES Oe oS Re 
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so daB die unendlich vielen Wertsysteme x, ..., a wieder eine Glei- 
chung mit rationalen Koeffizienten, nicht alle 0, befriedigen wiirden. 

Hierdurch ist also bewiesen, daB die unendlich vielen Lésungen 
Z,,--., % auch zu unendlich vielen Wertsystemen ¢,,..., ¢,_, Anlaf 
geben miissen. Da alle ¢; p-adisch S max(m,,,, ..., Mr,1—r, 1) sind, 80 
miissen Hiufungsstellen fiir die Lésungen ¢,, ..., ¢;_, von (8) existieren. 
Ist c,, ..., @—, eime solche, so bilden also die Lésungen eine zu diesem 
Punkte gehérige h-Menge M im friiher erklirten Sinne. Da die linken 
Seiten unserer Gleichungen jetzt p-adische und also auch p-adische Potenz- 
reihenentwicklungen haben, die fiir alle ganzen p-adischen Werte der z 
konvergieren — denn alle «;; waren ja =1 mod p bzw. mod 4 —, so 
gibt es deshalb nach Satz 4 eine A-Untermenge von M derart, da8 fir 
alle ihre Elemente nicht nur die Gleichungen (8) stattfinden, sondern 
auch die in bezug auf ¢,, ..., ¢,_, gebildeten Funktionaldeterminanten 
= 0(p) sind. Die Gleichungen (8) kann ich bei passender Numerierung 
in bezug auf &,, ..., &, auflésen, so daB ich bekomme 


(10) Gi = & — A &, — Ajo F. = O(p) (¢ = 3, 4,..., m). 
Sollte es fiir ein i eintreten, daB etwa a;, = 0(p) wird, so ist die Sache 
bald erledigt*). Denn sind 2, ..., 2 und x2, ..., a zwei verschie- 
dene der Lésungen 2,, ..., 2, so bekommt man, wenn man die £ wieder 
mit Hilfe der «,; schreibt, 


t I l t I t 
1 2 ¢ o 1 2 t 
HS cee at Member her Whe St 


wobei l, = 2} — z\”, so daB die 1; ganz und nicht alle 0 sind. Dann 


gehért also ant 7 a, ‘ gu einem echten Unterkérper von K,. Deshalb 
kann ich weiter annehmen, daB alle a;, und a;, + 0(p) sind. Infolge- 
dessen kann ich die &, wo i + 1, 7, auch durch é,, &; ausdriicken, was 
unten benutzt wird. Mittels einer kleinen Rechnung findet man, da8 
fiir diejenigen Werte der &, fiir welche die Gleichungen (10) erfiillt sind, 
die Funktionaldeterminanten 

9 (94> Gj Inv +++) 

9 (1, So» Oss - ++) 





in der Form 


B Bi; 
a ele a;,&,l 7 1 4 aye Gel Pu ~T 


Di, ;, h,... = ye 


atlas + ays byl 2 r {ay Glo + aja bilo 








*) Eigentlich folgt in diesem Falle die Richtigkeit des Satzes 6 aus Satz 5. 
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geschrieben werden kénnen. Die Indizes i, j, h, ... kommen dabei in 
der Anzahl t—r vor. Wir haben also auch die Gleichungen 
(11) Dy, j, 2, ... = 9(P). 
Der Koeffizient von &~" in Dy j,x,... ist aj, @j,@,1.-. dy, j,n,.... WO 
Bre y Pas 
B11 ee elt 
(12) 4, j,»,... = y Poe Pay 
Ba, 1 ' 
Es ist nicht méglich, daB diese Determinante d, ;,,.. = O(p) ist fiir alle 


Wahlen von i, j, h, ... sowohl fiir (10) wie fiir die analogen Gleichungen, 
die man erhalt, wenn alle durch §, und é, bzw. &, und &,,... bzw. 
£, und £,, ausgedriickt werden. Denn wiire das der Fall, so kénnte man 
Zahlen t,, ..., ™%—, finden, die nicht alle 0 sind derart, daB die Glei- 
chungen 


By, B, 
1,5 t+ eee + tr—rbe 


= 0n 

alle stattfinden. Dann wire aber die Zahl r Seite 409 nicht maximal, 
wie vorausgesetzt. Ich kann deshalb annehmen, daB d, ;,.. + O(p) ist 
in (12). 

Dann ist die Gleichung (11) nicht identisch erfillt in bezug auf &,/é,. 
Infolgedessen hat sie in bezug auf £,/&, nur endlich viele Lésungen im 
Kérper K(p). Gibt es keine solche Lésung, so ist der hier betrachtete 
Fall unendlich vieler Lésungen ¢,, ..., ¢;—- von (8) tiberhaupt nicht 
méglich. Sonst mu8 das Gleichungssystem, das aus den Gleichungen (10) 
und einer Gleichung der Form 


&, = bé, 
besteht, wo 6 eine Wurzel von D, ;,,,...(€,/&) = 0 ist, unendlich viele 
ganzzahlige Lésungen z,, ..., 2 haben. Da aber dies System aus m — 1 
unabhangigen linearen Gleichungen in den & besteht, so folgt aus Satz 5, 
daB es ganze rationale Exponenten /,, ..., /,, nicht alle Null, gibt derart, 
da8 fiir alle + 


t t i 
1 at t 


Big 99 Sa 


t 
_ 1 
el «ee 


ae 
ist. Hierdurch ist Satz 6 vollstaindig bewiesen. 

Anmerkung zu Satz 6. Man erkennt leicht, wenn man den Be- 
weis des Satzes 6 durchliest, dab, wenn K, vom Grade m ist, und in (10) 
und allen dazu analogen Gleichungen alle Koeffizienten + 0(p) sind, oder 
mit anderen Worten wenn zwischen drei beliebigen der & eine lineare 
homogene Gleichung besteht, deren Koeffizienten alle + 0(p) sind, un- 
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endlich viele ganzzahlige Lésungen z,, ..., a nur dann existieren kénnen, 


wenn fiir gewisse ganze Zahlen /,,...,1,, die nicht alle = 0 sind, 
l 


a. 8 wee he eine rationale Zahl ist. 


Satz 7. Eine Gleichung der Form 


(13) fn(z, y) =a, fm homogen vom Grade m, 


wobei a und die Koeffizienten in fy, ganz rational sind, wihrend das Poly- 
nom {», irreduzibel ist, und f,,(t, 1) = 0 nicht ausschlieBlich reelle Wurzeln 
hat, besiizt nur endlich viele ganzzahlige Lésungen x, y. 

Beweis. Es sei 

fm (x, y) = Goa" + ...+ 4,4". 

Wird a, = 2, gesetzt, so bekommt man 
(14) ay +a,2"~'y+... +a aay" =a, ‘a= b. 
Es sei #, eine Wurzel der Gleichung 
(15) Oo" +.4,0"°-'4+...+ af ‘a, =0. 


Dann geht (14) iiber in 

N(x, — 8, y) = b. 
Nun sei x, ..., 9 ein vollstaindiges System nicht-assoziierter Zahlen 
mit der Norm 6 in dem von #, herriihrenden Kérper k(#,). Dann hat 


map also 
= by —_ x, &,, 


wo ~, eine der Zahlen x, ..., x ist und §&, eine Einheit. Bilden 
€,,..-, & ein System von Grundeinheiten in &(0,), so ist 


&=+e7...e™ 


n > 


da wir von dem trivialen Fall absehen kénnen, wo alle Wurzeln von (15) 
imaginar sind, so da8 in k(#,) keine anderen Einheitswurzeln als + 1 
vorkommen. Sind #,, #,, ... die Wurzeln von (15), und ebenso é,, £,, ... 
die zu &, konjugierten Einheiten aus den Kérpern k(#,), k(0,),..., 30 
hat man weiter 


z,—O,y = *,6,, 2, — O,y = x, &,, .... 
Aus den 3 Gleichungen 
a, — Ay =%, 6, a, — Oy = %5&;, L,— Ory = *nEn 
bekommt man aber 


(16) , (8, — O,) 4; + (O, — 8) 4 E; + (8, — Bm, &, = 0. 
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Da alle #, verschieden sind, so sind hier immer alle Koeffizienten + 0. 
Da nicht alle #@, reell sind, so ist n < m — 2. Aus der Anmerkung zu 
Satz 6 folgt deshalb, da8 nur endlich viele ganzzahlige Lésungen der 


Gleichungen (16) in z,,...,2, und also nur endlich viele Lésungen 
von (13) in ganzen Zahlen z und y existieren kénnen, da nimlich 
el} a gin nur fiir U =lL=...= | = 0 einen rationalen Wert annimmt. 


Hierdurch ist Satz 7 bewiesen. 
Satz 8. Ein System von m— 3 linear-unabhingigen Gleichungen 


(17) Fi a”, = 0 (p) 


mit Koeffizienten aus K(p) sei gegeben und m>5. Dabei ist hier 
&, = af BY, indem a, und B, zwei ganze Zahlen aus K, sind und a, B, die 
dazu konjugierten aus K;. Gibt es unendlich viele ganzzahlige Lésungen (zx, y), 
so gibt es ganze Exponenten |, und l,, nicht beide 0, derart, dap «! B? zu 
einem echten Unterkérper von K, gehért. 

Beweis. Wie friiher geniigt es anzunehmen, daB a, = §, = 1 
(mod p) bzw. (mod 4) ist, wenn Np = =p ist. Natiirlich kann ich auch 
annehmen, da8 die Logarithmen bi 1%, i+, alle + 0 sind; denn 
sonst ware ja nichts zu beweisen. 


Man kann (17) in bezug auf m— 3 der & auflésen. Bei passender 
Numerierung kann man annehmen, da8 die dabei erhaltenen Gleichungen 
sind: 


(18) &; = aj, &, + aya &, + a;36,(p), t = 4, 5,..., m. 


Wenn fiir irgendein i zwei der Koeffizienten a,,, a;2, a; = 0 sind, so 
ist die Richtigkeit des Satzes 8 sofort klar nach Satz 5. Tritt es fiir 
zwei Indizes i und j ein, daB a,, und a;, = 0 sind, wo h = 1, 2 oder 3 
ist, so ist die Richtigkeit klar nach Satz 6; denn man bekommt ja dann 
zwei Gleichungen in vier der , und es gibt bloB zwei unbekannte 
Exponenten. Also kann ich annehmen, daB a,;, = 0 bzw. aj, = 0 bzw. 
a;,; = 0 héchstens fiir einen Index i, bzw. i, bzw. i, eintritt, waihrend 
zugleich 7,, 1,, %, verschieden sind. 

Nach Satz 4 miissen nun, wenn unendlich viele ganzzahlige 
Lésungen (z, y) vorhanden sind, fiir unendlich viele darunter auch die 
Gleichungen 


erfiillt sein, wobei 


f= §&—ay, é, —_ Ao §, _ a,3§, 
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gesetzt ist. Nun wird, wenn f; = 0 beriicksichtigt wird, 


of; i 

dz = ai,8,1* + ays byl a tenth 
of, B, 

Fy = Fil + aisbel st + ays Bol 

of; 

x = at Seal std 
af, 


Ty = Fil s+ ayabed OE + ayaby 
und deshalb wird 


Hj = raya (l 1H 11S =!) § t+ (air a(t +30 1%) 


B by "Pa 

+ a ay, (12004 — 17802 *))é, banner rt) es 
+ (oer ays ( 2152 — 151 5) 4 ayy ays (1208104 13)) &, 8, 
+ (ain ays (1158 — 150 3) + ays aye (12054 — 104155), 6, 
+ en yy (U2 0 — 16 1) ap, 


Zuerst ist die Méglichkeit denkbar, daB alle g;; = 0(p) identisch 
in &,, &, &, erfiillt sind. Dann hat man fiir alle Paare i,j aus der 
Reihe 4, 5, .. 


i. ft — 


(19) ere =0, IAI 1414 =0, 
% By B; - 


Das ist ate ersichtlich, wenn alle a;, und a;, +0 sind, Aber die 
Gleichungen (19) bleiben auch sonst giiltig. Nimmt man erstens fiir ein 
Indexpaar i,j an, daB a;, = 0, die iibrigen fiinf a dagegen + 0, so be- 
kommt man, wenn g;; identisch = 0 (p) ist, 

B; B; B; B; 1% 


Fhe Se Pp af he Oe a =x 
(20) Ista =o, IAtH 1 IS <0, 
a 0 By Be 
l ttt ths =0, | aR Lb = 0(p). 


Die zweite und die dritte Gleichung in (19) kommen also schon in (20) 
vor. Subtrahiert man die zweite Gleichung in (20) von der ersten darin, 
so bekommt man 


bh 
7 gts =O, 


113 
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woraus 
yt 8 1% 9, 
% py Ba % 
was in Verbindung mit der ersten Gleichung in (20) die erste Gleichung 
in (19) gibt. 
Nimmt man zweitens an, daB a;, = aj. = 0 ist, die iibrigen vier a 
dagegen + 0, so - man 


= 3. ; 
(21) ppes_ phi Ho, tn tite 
a, By Py m4 % Py By my 
2, _ Bp. B.. 2 a. B. 
t—-[~-—-I-Il~=0, l-l—— a J = (p). 
a , Bs : B, %3 : %3 7 7s ti )(P) 


Aus der dritten und vierten Gleichung in as ‘iinet man durch 
ahnliche Schliisse wie eben, - 
11 —t? 1-3 
@ py By = 
stattfindet. Aber dann gilt nach dem eben bewiesenen auch die erste 
Gleichung in (19). Also bleiben die Gleichungen (19) stets giiltig. 
Wird nun 
12s —~ y 1% 
Py " a | 
gesetzt, so bekommt man aus der ersten Gleichung in (19) fiir 7 = 5,...,m 


B. a 
[2 = yl, 


Pi sed 


B es . 
woraus auch / a = nl zs fiir alle Paare i,j aus der Reihe 4,..., m. 
Die Gleichungen (19) kénnen aber auch in der Form 
B; B, x; B; i 
nie 0, Reads 11 =0, 
x; B; 
t—|— Be 1 

a, 2B; ~' Bs 

geschrieben werden, woraus nae Subtraktion folgt 


3. ’ 
1213-1214 =0, p21 11S = 0, 
1 i 1 i a) i 1 a; 
my , B; By, % _ 
IS1y IRIs =0 


und deshalb bekommt man auch y Bs = 41 und i = nl, dh. 
1 1 1 
man hat iiberhaupt fiir alle i 


f(y 


1 % 
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Dadurch nimmt eine beliebige der Gleichungen (17) die Form an 
Fava —o 
i=1 
Wird «+ ny =C gesetzt, so ist fiir ganze z und y in p-adischem 


Sinne ¢ S max (7, 1). Ist nun die Gleichung 5 a,«;} = 0 erfillt fir 
i=1 


unendlich viele solche ¢, so gibt es eine Hiufungsstelle ¢,. Wird dann 
C¢=€,+C" gesetzt und a; = a;%;°, so hat die Gleichung 5 i,03 = 0 
i=1 
unendlich viele Lésungen ¢’, die gegen 0 konvergieren und also eine 
h-Menge bilden. Nach Satz 4 gelten dann alle Gleichungen 
y a,;(la,)"o7 =0, r=0,1,...,m—1 
i=1 
fiir eine h-Untermenge davon. Speziell bekommt man die Gleichungen 
5 a; (la)? = 0, r=0,1,....,m—1. 
f=1 
Da die a, nicht alle 0 sind, so sind die @; nicht alle 0. Also folgt 
TT (ta; —la;) = 0, t,7 =1,2,...,m, 
i+j 


d. h. fiir ein Paar i,j gilt «; = «; und also wegen der Beziehung 


B,, x, \" 
3, = (2), Bow §....5.h 
auch #; = B;. 

Sonst gibt es nur endlich viele Lésungen ¢. Hat trotzdem (17) un- 
endlich viele ganzzahlige Lésungen (z, y), so mu8 fiir zwei Paare z,, y, 
und z,, y, die Gleichung z, + yy, = 2, + "y, stattfinden, woraus 

L, — Ly = 1(Y. — 1), 
a 


d.h. » ist rational. Ist 7 = — tT? 80 bekommt man fiir alle 7 
2 

2, \! R;\~! . , 

(“)' = ( +) “oder mit anderen Worten a" Bi? = a! Bi. 

% By 


Weiter muB8 der Fall betrachtet werden, da8 ein g,;; nicht identisch 
verschwindet. Es sei g,, nicht identisch = 0(p). Ich setze 


9s,5 == Oy, 1 FF + Oy 0 1 Fs + be, 0 FF + 1, oF, 5 + da, 5 Fe Fs r 6s, 3&3, 
wo also 
- 1% pe _ y Bs % 
i‘. = Gy 1ds.1(1 ‘15 ial). 


a i 


y a4 Bs _ Ba p28) as pe _ 11% 
bi. 2 = 4,105, 0(1 UG V1) i Qs, 25,1 (1 OU l +158), 
usw. 
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Nun mu8 nach Satz 4 fiir unendlich viele der Lésungen (z, y) 


nicht nur g,, = 0(p), sondern auch g,,, = 0 und 9s, 5,5 = O(p) statt- 
finden, wobei 





i436 * dz Ody dy . ’ 9.65 = 92 Oy ~ dy os °° 
Nach einigen Rechnungen findet man 
94, 4,5 = €1,1,1E2 + 64,1962 Fo + Cy, 9,061 E3 + C9963 + C1186? &5 
+ +0e + 65,3363 + 61,9561 8 65, 


wo a A Bs F 
111 = M4, 1by,1 (1 16? — 14 La?), 
€2,2,2 = Ga, aby,» (1S 183 — 1% Lat), 
nee ee * 163 — 154 lad), 
C119 = Gs bas (US 18, B, — 1% La, a) 

ary 1+ 16? — 1% lat), 
€1,2,2 =, 1by, » (1 193 — 1% 1a 
+ ay, 2b,» (12 1p,B, — 124 1a, a), 
€1,1,8 = a, xby,s (ES 18,8, — 15¢ 1a, a) 
+ aa, sbs,1 (1% 18? — 128 Lat), 
(22) 


C1, 3,3 = 4&5 na (1 y= 1p} — iets) 
acaba (IBA, —Ih te), 
C2, 2,3 = a, 2by,s (1S 1B,p,—15* 1a, a) 
+ dy, sb,» (1 1+ 163 — i la), 


3,3 = Q, 3b, 5 (1 “1p _ i 1a 
+4, 5b. ; (15+ 1,8, - UF layas), 
1,23 = a 15, s (is 1B,B, _ ee La, a,) 
+426, 5 (1s LB, B, — 15* La, a) 


+a, sbi,2 (1% 18,8, — 18¢ 1a, a4). 
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Tritt es nun ein, daB g,, als Polynom in é,, &,, &, reduzibel ist 
im Kérper K(p), so ist die Richtigkeit des Satzes 8 klar nach Satz 6; 
denn dann bekommt man ja bei der Zerlegung von g,, in seine Linear- 
faktoren auBer den m—3 Gleichungen (18) noch eine weitere lineare 
Gleichung in &,, &,, €,, die offenbar von den ersten m — 3 linear un- 
abhangig ist. Ist g, , dagegen wohl irreduzibel, aber kein Teiler von g, , , 
oder 9, 5,5, 80 mu8 Satz 8 richtig sein nach Satz 5; denn geht g, , z. B. 
nicht in g,, 5 auf, so sind die Gleichungen 

95=9, Gass = O(p) 
nur von endlich vielen Werten von &,/&, und é,/&, erfiillt, d, h. man 
bekommt die Disjunktion zwischen einer endlichen Anzahl von Gleichungen 
der Form 
&=bé,, & =cé,, 

welche mit (18) zusammen ein System von m — 1 linear-unabhangigen 
Gleichungen in den € geben. Also bleibt nur iibrig zu untersuchen, wie 
die Sache steht, wenn das quadratische Polynom g,, sowohl in dem 
kubischen Polynom 9,45 wie in g, 5,5, aufgeht. 

Dann mu 


C1,1,16) + 1,19 62 2 + ooo TOCgs, 3€3 +, 2,343 &, é, 
= (6,187 + 5,466. + ... +s, 56 nGmtat tbat 6) 


sein, wodurch man bekommt 
































c C, . c c 
2,2,2 , 1,1,1 2, 2,2 11,1 
b,; +b. = C1,1,2) bi» + bs» = C1,9,2, 
by 2 b, 1 by 2 6, 1 
c c 
3, 3,3 1 Cs 3.3 = 
by + b,, = C1,1,3, bsp + bs ; = C1,3,3> 
b; 1 1 b, 1 
(23) 
c c c c 
3, 3,3 2, 2,2 3, 3, 3 2,2,2 
bye = + bs 5 = C2,9,3, bss + bs; 7 = Cy,3,3, 
3,3 2,2 3, 3 2,2 


Cy 3,3 


bya FEE + by EME + ba 8 5 





= Ci, 9,3: 


Die erste Gleichung in (23) nimmt durch Einsetzung der Werte der c 
nach (22) die Form an 


a, aby, x (14 182 — 154 Lad) + ay, by, » (U2 1A} — UE La?) 


ae as, bs, 2 (124 1B, py — U5 Le, a) + ay, 9b,, 1 (1 1p? — 154 Lat), 
er 


a Ba 7%) _ 
(2, abs, 1 — a, 1 by, 2) (05% TE ~tR tS =o 
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Durch ahnliche Rechnungen bekommt man aus (23) das System 1 
(2, 2a, 1 — a, xy, 2) (1S 1% — i ( 
(2a, , 5, 2— aM, »by, 2) (1 x18 —1% 1% = 4 


a) (2 ae yt — itis 


7 
) 
(2a, 1,655 — ay, 5, ; ) (Use — ier 
3) 
+ 


(2a, 30), — a, 


a 


(24) 


1 


(2a, 3 be.» — M4, 2 by, 5) (t= ] 74 +1 —1%15 1 73) 


(2a, 2 bs, g= &, 3 by, 3) (t= i= +12 — —11% 





A 
hE 


a. & B, By By, ay 
ay, 1by, 5 (0 ‘1 ert) sah alis i act 
B3 B, i 


+ M, 3, (13 . > BBs . Bs )= . : 


Ebenso bekommt man natiirlich, da g, 5 in 9,55 aufgeht, auch die 


analogen Gleichungen, die aus (24) entstehen, wenn der Index 4 iiberall 
durch 5 ersetzt wird. 


Zuerst betrachte ich die folgende Annahme: 
1. Sowobl einer der Ausdriicke 
2a,,6,, — a,,6,., 2a,, by, em A455,s, 


wie auch einer der~ Ausdriicke 





2a;,0,, on sy bys, 2a;, b, < s5b,, 


ist + 0, wobei r, s(r + s) zwei der Indizes 1, 2, 3 sind. Z. B. fiir r = 1, 
s = 2 bekommt man dann sowohl 


X Ba By a 
(25) ite tia = 0 
wie 
9 *3 By a By ag =: 
(26) gS ed 8 bale 1+ = 0. 
Aus (25) und (26) folgt dl 
2 is Bs _ 1B _ 9, 
(27) “3 - . ’ 


Da (25) und (26) ebensogut in der Form 
rir — 11 —0, 121% 11% 9 
By % 


By Bs : B, 
geschrieben cali kénnen, so ey man auch 
28 ‘= Bs _ 1 = 
“= a Bs Bs ; ag . 
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und augenscheinlich auch 
a 7 Bs Ba ) % ae % 7 Bs Bs 7 % sh 
(29) pote — TB tS = 6, cS OF — StS = 6. 
Aus (27), (28) und (29) folgt aber b, , = 6,2 = b,,, = 0, und das streitet 
gegen die gemachte Annahme. 
Ich kann also weiter annehmen, fiir jedes Paar r,s, r+s, der 
Zahlen 1, 2,3 gilten entweder die Gleichungen 


2a, bry — Mr bys =0 und 2 a4, bss — %s bys =0 
oder 





2s, b-p —5,0,, = 0 und 2a,,b,,—a;,6,, = 0. 
Da entweder a,, oder a,, + 0 ist, folgt hieraus b?, — 4b,,b,, = 0, d.h. 
man hat 
(30) b} » one 4b, bo» = 0, b} s _ bi, 15s, 5 = 0, bs s _ 4b, obs, 5 = 0(p). 
Sind die drei Zahlen 6,,, 63,2, 5;,; = 0, so folgt aus (30) auch 
by o = b;, 5 = by; = 0, woraus g, , = 0 identisch. Ist 6, , = 0, dagegen 
bs + 0, so folgt aus (30), daB auch 6,,—6,,; =0 sein muB, und 
dann ist 
4 be, 2 94,5 = (2 be, 2&2 + bs, 3 §s)*. 
Also kann ich weiter annehmen, daB alle +0 sind. Man bekommt 
nun, von Indizesvertauschungen abgesehen, zwei weitere Fille. 
2. 2a, 25,,; - a, 15,5 = 0, 244, 1 be, _ 2d, 9 = 0, 
2a, 3b, = a, 15, 5 = 0, 2a, 1b»; = a, 5 dy, 5 = 0, 
2a, 3 bs,» = Gy, be, 3=0, 2a, 2 bs, 3 — 4,562.5 = 0. 
Daraus folgt, da a, ,, a2, 4,3; +0 sein miissen, z. B. 
a 2a a a 


b, b -— 4,1 h = 4,2 4 il 4,1 b . 
1%2,3 1,2 3, 3 1,2 
; F 2a, . —s me 


b, ,b 


i, 21,3 
2 ’ 














4,5 b —-— 
1,3 = 
2a,, 


und deshalb wird 


4b:194,5 == (26,16, +b, 2 & + by, sé). 
3. 244,25, ; — @&15,,9 = 0, 24 1b. 9 — a4 9d,, 5 = 0, 


(31) 2a, 3 5, 1— &, 151, s = 0, 2a, 1 be, 3 — W%, 5 Dy, 3 = 0, 

2 ds, 5 bs, 2 — 5,269.3 = 0, 245,26, 5— as, 5b, = 0. 
Hier muB8 die Determinante a, .a5, 3 — 4,34s,9 + 0 sein; denn sonst 
wiirde man auch 2a, ;bo 5 — a 96,,, = 0 und 2a, .b; , — a, 5bo,5 = 0 


erhalten, so daf man wieder den Fall 2. hatte. Was die beiden anderen 
Koeffizientendeterminanten 

4,1 45,2 — %, 245.1 und M1 %5, 3 — A, 395.1 
betrifft, so kann héchstens eine von ihnen = 0(p) sein. Ich unter- 


scheide deshalb wieder zwei Fille. 
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3a. Alle drei Determinanten sind +0. Dann gelten au®er den 
Gleichungen (31) auch 


ts 7 Ba Bs) % _ bet 3 Bs Bs 
(32) i132 —1E12 =0, 161 11S = 


% 
ISU TRIS = 0, 
da z. B. 2a546,,, — a5,,5,,. = 0 sein muB (vgl. (24)). Aus der ersten 
und zweiten Gleichung in (32) folgt l = 1 —l o l = = 0, woraus : 
‘2 l zt vee 1s = 0 und daraus in Verbindung mit der dritten Glei- 


dni in (32) offenbar ‘2 l e - ues 1 = =0 und auch | = ve | 
1 a % 


— 185152 = 0 oder mit anderen Warten 125144 — 11% 0 q yo 
1 1 1 
hat man wieder (25) und (26) mit demselben Ergebnis wie friiher. 


Jetzt ist also iiberhaupt bewiesen, daB, wenn g, 5 in g, 4,5 und g% 55 
aufgeht, wahrend die drei Koeffizientendeterminanten aus g, und g, + 0 
sind, g,, reduzibel sein muB, und Satz 8 folgt aus Satz 6. 

3b. Es ist 

M1 Fs, 2 — %, 295.1 = 0. 

Wegen der Méglichkeit einer Indizesvertauschung geniigt diese An- 

nahme. Dann gelten auch die Gleichungen 
245, 95,,, — as, 15, 5 = 0, 25, 1 be, — a5,35, 5 = 0. 


Man erkennt, daB jetzt alle a + 0 sein miissen. Setzt man 


1 
i= -— i, = b+ 2 +t hs, 
4,2 4,2 4,2 
in G54 g a, 1%, 3 %q 3% 4 a, 1 
om fp — 22 f oe g — —eE 2 hh gg - “hie 
. awh 41 I : M41 *s M1 
so wird 
5 an Whe Me _ Ph Gh 
945—= Fe dy dy dx 39°" I 
Da g,,5 als Polynom in é,,é,, &, nicht identisch verschwindet, so kann 


9,,5 als Polynom in &,, &,,&, nicht identisch verschwinden. AuBerdem 
sind die drei Koeffizientendeterminanten der linearen Aucdriicke 








“og Wu g 1 t #4. 19s, 2%, 2951 “51 ¢ 
ee “* # a, 
2 4,2 4,9 ba | a1 
+ O(p); denn auch 
— Sua S11 441%, 3%, 5%%1 _ _ 
Ss %,1 ao bd % 





vo PPve ey 
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: , a 9(9, 9, 5) 4 . 

ist +0. Geht nun @, nicht in (%.5 = ae -¥ oder nicht in 
a - on ? 

iss = Oso.) auf, so folgt wie friiher die Richtigkeit des Satzes 8. 


Geht 9,, aber auf sowohl in g,,, wie in 9,55, so muB zufolge des 
bisher bewiesenen g, , reduzibel sein, und Satz 8 folgt aus Satz 6. 

Hierdurch ist Satz 8 vollstindig hewiesen. 

Satz 9. Es sei K, em solcher Koérper fiinften Grades, dag in der 
Rethe der konjugierten Kérper K,,..., K, nur ein reeller vorkommt. Weiter 
seien a, 8, y ganze Zahlen aus K,, welche linear-unabhingig in bezug auf 
den absoluten Rationalitdtsbereich sind. Ist dann 


f(z, y,z) = N(ax+PBy+yz2), N = Norm, 


so hat die Gleichung 
f (x, y, 2) = 4, 


wo a eine ganze rationale Zahl ist, nur endlich viele Lésungen in ganzen 
rationalen Zahlen «x, y, z. 


Beweis. Es gibt in KX, nur endlich viele nicht-assoziierte Zahlen, 
deren Norm = a ist. Es sei 6%, ..., 5“ ein vollstandiges Reprisentanten- 
system dieser Zahlen. Dann mu8 


az+Byt+yz2=dé 


sein, wo 6 eine der Zahlen 6 ist und & eine Einheit. Ich setze 
% = a,,..., € = &, und bezeichne die konjugierten Zahlen aus K,(i = 2,3,4,5) 
mit «,,...,&;. Dann gelten also die Gleichungen 


a c+ Bey +y.2 = 6,6, i = 1, 2, 3, 4, 5. 


Hieraus bekommt man 


a, B, y, 9, &, a, B, y, 4, &, a, B, yy 6, &, 
a, By ¥_ 5,6, = as By ¥y Oy, —0 a By vy 5,6, “it 
a, B; v3 45; : a B, ys 55; , a, BY, 6,&, tin. 
(33) a, B, y, 9,&, a, B; vs 95 és a, B, v5 55 &s 

a, B, y, 4, é, ay By yy 5, &, 

a, B; 73 95 &; — 0 as B, ys 5; &; a@ 

a, By, 9, &, ; a, By, 9,6, ioe 

a; B, vy, 4, §, a, Bs y, 5, &, 








Das sind lineare Gleichungen in den & mit Koeffizienten aus dem Normal- 

kérper K, der von den Zahlen in K,,...,K, erzeugt wird. Zwei der 

Gleichungen miissen auch linear-unabhingig sein; denn da «a, #, y linear 
om 
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unabhangig relativ zum- absoluten Kérper sind, so kénnen nicht alle 
Determinanten 


a, By; a, Br; a, B; Y3 
a, By ys |, Oty By Ya | r++) % By % 
a, B; Ys | B. a, Bs Ys 
= 0 sein. Ist aber z. B. 
a, By, 
ay By 75 | + 9, 
a, Bs 7 


so sind die erste und zweite der Gleichungen (33) linear unabhangig, da 
ja die erste £,, aber nicht &, enthilt, die zweite &,, aber nicht £, enthialt. 

Weiter ist &, == e%e%, wenn e, und ¢, zwei Grundeinheiten in K, 
sind. Nach Satz 8 kénnten dann unendlich viele ganzzahlige Lésungen u, v 
unserer Gleichungen in den £ nur existieren, wenn ganze Exponenten I, 
und /,, nicht beide 0, vorhanden wiiren derart, daB ec! ez zu einem Unter- 
kérper von K, gehérte, d.h. ee = einer rationalen Zahl wire. Da das 
nicht der Fall ist, so ist Satz 9 hierdurch bewiesen. 

Die in dieser Abhandlung bewiesenen Sitze iiber die exponentiellen 
Gleichungen kénnen weitgehend verallgemeinert werden. Bei einer spiteren 
Gelegenheit werde ich auf diese Veraligemeinerungen eingehen. 

Natiirlich ist es auch wiinschenswert, die Satze derart zu verschirfen, 
daB man nicht bioB die Endlichkeit der Anzahl der ganzzahligen Lésungen 
unter den angegebenen Bedingungen beweist, sondern auch eine obere 
Schranke fiir diese Lésungszah! wirklich angibt. In meinen friiheren 
Arbeiten®) iiber die Anwendung der p-adischen Methode auf exponentielle 
Gleichungen habe ich tatsichlich eine solche obere Schranke angeben 
kénnen, aber dort war freilich nur von spezielleren Anwendungen die 
Rede. Auch auf die Méglichkeit einer solchen Verschirfung hoffe ich 
spater zuriickzukommen. 


5) Diese sind: 1. Einige Satze iiber gewisse Reihenentwicklungen und ex- 
ponentiale Beziehungen mit Anwendung auf diophantische Gleichungen. (Oslo Vid. 
Akad. Skrifter, I. Mat. Naturv. Kl. 1933. Nr. 6). 2. En metode til behandling 
av ubestemte ligninger. (Chr. Michelsens Institutts beretninger IV, 6, Bergen 1934). 
3. Ein Verfahren zur Behandlung gewisser exponentialer Gleichungen und diophan- 
tischer Gleichungen. 8-e skandinaviske matematikerkongres, Stockholm 1934). 


(Eingegangen am 1. 1. 1935). 























Uber den Noetherschen Fundamentalsatz. 


Von 


W. van der Woude in Leiden (Niederlande). 





Es gibt bekanntlich vom Noetherschen ,,Fundamentalsatz der Theorie 
der algebraischen Funktionen“ mehrere Beweise'). Aber der Satz ist von 
so groBer Wichtigkeit, daB es mir erlaubt scheint, durch die Ver- 
éffentlichung des folgenden rein algebraischen, meines Erachtens sehr 
einfachen, Beweises die Anzahl noch um eins zu vermehren. 

Ich spreche hier ausschlieBlich iiber den sogenannten ,,kleinen“ Noether- 
schen Satz. 

»s liegen zwei Kurven F,(z,y) = 0 und F,(z,y)=90 vor. In 
ihren Schnittpunkten diirfen sie mehrfache Punkte besitzen; nur sei ein 
fiir allemal angenommen, daB sie dort keine gemeinsame Tangente haben. 
Eine dritte Kurve F,(z, y) = 0 gehe durch alle diese Schnittpunkte. 

Einer der Schnittpunkte sei als Koordinatenursprung angenommen. 
Wenn es nun stets — d. h. welcher Schnittpunkt auch gewahlt sein mag — 
méglich ist, Potenzreihen a(x, y) und 6(z,y) zu bestimmen, welche die 
Identitat 

F,=aF,+6F, 
formal befriedigen, dann existieren Polynome A(z, y) und B(z, y) derart, 
daB der Identitat 
(I) Fi, =AF,+ BF, 
geniigt wird“. 

Weniger umfassend ist der Satz: 

»,Wenn F, in jedem Schnittpunkte, wo F, und F, einen p-fachen 
bzw. einen g-fachen Punkt besitzen, einen (p + q — 1)-fachen Punkt hat, 
so gibt es Polynome, welche die Identitat (I) befriedigen“. 


1) M. Noether, Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktionen, 
Math. Annalen 6, S. 351; A. Voss, Uber einen Fundamentalsatz aus der Theorie 
der algebraischen Funktionen, ebenda 27, S. 527; F. Severi, Vorlesungen iiber alge- 
braische Geometrie (Ubersetzung von E. Léffler), B. G. Teubner, 1921, 8. 108 ff.; 
B. L. van der Waerden, Moderne Algebra II, J. Springer, 1931, S. 67 ff. — Die 
Idee des hier gegebenen Beweises findet sich wenig vollstandig ausgearbeitet in 
einer friiheren Mitteilung des Verfassers: ,,Over the stelling van Noether“, Koninkl. 
Akad. van Wetenschappen Amsterdam, Proc. 1915, 8. 1245. 
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In § 2 wird der Fall, wo F, und F, nur einfache Schnittpunkte be- 
sitzen, erledigt. Fiir die folgenden Erweiterungen bedarf der gegebene 
Beweis dann nur sehr geringer Anderungen. Es ist hier stets die Ein- 
schriinkung gemacht, daé F, und F, in ihren Schnittpunkten keine ge- 
meinsame Tangente besitzen. Aber auch wenn diese Einschrinkung nicht 
getroffen wird, bewiihrt sich, wie Herr van der Waerden mir zeigte, der 
Beweis bei leichter Modifizierung. Darauf gehe ich aber nicht ein. 


§ 1. 
Einige Vorbemerkungen: 
Es seien zwei Kurven 
P, (z, y) = 0, 
P a (z, y )=0, 


bzw. von den Ordnungen m und n, gegeben. Beide diirfen auch in 
Kurven niedrigerer Ordnung (,,Faktorkurven“) zerfallen; nur diirfen sie 
keine Faktorkurve gemeinsam haben. Zweitens wird hier stets der Fall aus- 
geschlossen, in dem F, und F, in einem ihrer Schnittpunkte, die mehr- 
fache Punkte von beiden sein diirfen, eine gemeinsame Tangente haben. 
Algebraisch ausgedriickt: F, und F, haben keinen rationalen Faktor 
gemeinsam; wird einer ihrer Schnittpunkte als Koordinatenursprung an- 
genommen, dann haben die beiden Polynome, gebildet aus den Gliedern 
niedrigsten Grades in F, und F,, keinen gemeinsamen Faktor (hier und 
weiter wird ein gemeinsamer Zahlenfaktor auBer acht gelassen). 

Weiter kann man durch eine projektive Transformation stets erreichen: 

1. daB das Glied mit z™ in F, und ebenso das Glied mit 2" in F, 
vorkommt; 

2. daB es keine zwei Schnittpunkte von F, und F, gibt, die auf 
einer und derselben Geraden parallel zu einer der Koordinatenachsen 
liegen; es darf auch keine Tangente in einem der Schnittpunkte parallel 
zu einer Koordinatenachse sein (oder damit zusammenfallen). 

Die y-Resultante o(y) von F, und F, kann in der Form 


(1) o(y) = PF, + QF, 


dargestellt werden, wo P und Q Polynome in z und y, héchstens (n — 1) ten 
bzw. (m — 1)-ten Grades in z, sind. 
Es soll dann noch eine dritte Kurve 


P, (x, y) =0 
vorliegen; vorliufig wird angenommen, daB F, in z héchstens vom 
Grade (m+n —1) ist. (In § 4 wird gezeigt, daS diese Einschrankung 
fiir die Giiltigkeit des dann schon bewiesenen Satzes unwesentlich ist). 





Sa ee 





———ao 
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Hilfssatz I. Es gibt Polynome R und S derart, daB 
(2) o(y) fF, = RF, +SF,, 
wo R und S héchstens vom (n — 1)-ten bzw. (m — 1)-ten Grade in z sind. 

Beweis. Aus (1) folgt 
(2*) o(y) fF; = PF,F,+QF,F;. 
Das erste Glied dieser Identitat ist héchstens vom (m-+-n — 1)-ten Grade 
in z; das namliche gilt dann fiir das zweite Glied. Es diirfen also 
in PF,F, und auch in QF,F, Glieder héheren Grades in x vorkommen, 
aber in ihrer Summe heben diese Glieder sich auf. In F,F, kommt 
gewiB das Glied 2™+" mit einem konstanten, von Null verschiedenen 
Faktor vor; man kann also Polynome g, R,S in z und y bestimmen, 
welche die folgenden Identitaten erfiillen 

PF, F,= qF,F,+- RF,, 
QF,F,= —qF,F,+ SF,. 

wo R und S in bezug auf z von nicht héherem als (n — 1)-tem bzw. 
(m— 1)-tem Grade sind. 

So kann man dann (2*) umformen zu 
(2) o(y)F;= RF, +SF,, 
wo RF und S die genannten Bedingungen erfiillen. 

Endlich weise ich auf den folgenden evidenten Satz hin, der 6fters 
Anwendung finden wird. 

Hilfssatz II. Es sei gegeben, daB in F, Glieder p-ten Grades 
(in x und y zusammen), in F, Glieder q-ten Grades vorkommen, wahrend 
es aber in F, und F, keine Glieder von niedrigerem als p-tem bzw. g-tem 
Grade gibt; auBerdem sei gegeben — wie schon gesagt —, daB die beiden 
Polynome, gebildet von diesen Gliedern niedrigsten Grades, keinen Faktor 
gemeinsam haben. Gibt es dann Polynome R und S in z und y, derart 
daB RF, + SF, keine Glieder von niedrigerem als dem (p + q)-ten Grade 
enthalt, so kommen in R und § keine Glieder von niedrigerem als 
q-tem bzw. p-tem Grade vor. 


Il 


§ 2. 
Es seien nun drei Kurven, dargestellt durch 
F,=0, F,=0, F,=0, 

gegeben; die dritte Kurve gehe durch alle Schnittpunkte von F, und F,. 

Vorlaufig sei noch angenommen: 

1. Alle diese Schnittpunkte sind einfach; 

2. F, besitzt in bezug auf z keine Glieder von hédherem als 
(n + m — 1)-tem Grade. 


. 
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Es gibt dann Polynome R und S, welche die Identitat 
(2) e(y)F, = RF, +S8F, 
befriedigen (Hilfssatz I); man sehe § 1 iiber die Grade von R und S in z. 

Durch eine Translation bringe ich den Ursprung O des Koordinaten- 
systems in einen der Schnittpunkte. Dann enthilt o(y) den Faktor y, 
wiahrend die Kurve F, durch O geht. In o(y)F, kommen also keine 
Glieder von niedrigerem als zweitem Grade vor; dasselbe gilt nun fiir 
RF,+SF,. In F, und F, gibt es aber Glieder ersten Grades, welche 
nicht nur um einen konstanten Faktor verschieden sind; der Hilfssatz II 
besagt dann, daB auch R und S kein konstantes Glied enthalten, daB also 
die Kurven R = 0 und S = 0 durch O gehen. 

Man betrachte nun die Schnittpunkte von 

F, = 0| 
y= ol” 

Die Zahl dieser Schnittpunkte ist n; sie liegen, wegen (2), entweder 
auf F, oder auf R. Weil aber Sorge getragen ist, daB nicht zwei Schnitt- 
punkte von F, und F, sich auf einer und derselben Koordinatenachse be- 
finden und da die Tangente von F, in O nicht mit der z-Achse zu- 
sammenfallt, liegt nur einer dieser Punkte, und zwar O, auf F,; die 
anderen, {(n — 1) an der Zahl, liegen auf R. Aber auch O liegt auf R; 
es gibt also n Schnittpunkte von 

R=0 

y = Of" 
wihrend gegeben ist, da8 der Grad von R in bezug auf z héchstens 
(mn — 1) ist. Es folgt also, daB y in R als Faktor enthalten ist. Das 
nimliche kann man fiir S, statt R, beweisen; d. h. beide Glieder von (2) 
sind durch y teilbar. Aber in dieser Weise weitergehend kann man alle 
Faktoren o(y) verschwinden lassen; man findet dann 


(3) F,=AF, + BF,,. 


§ 3. 

Ich nehme wieder an, daB O mit einem Schnittpunkte von F, und F, 
zusammenfallt; F, und F, mégen aber jetzt in O einen p-fachen bzw. 
q-fachen Punkt baben, wahrend F, in O (wenigstens) einen (p + q — 1)- 
fachen Punkt besitzt. Der in § 2 gegebene Beweis fiir das Bestehen von 
Polynomen A und B, welche die Identitaét (3) befriedigen, bedarf nur 
einer sehr geringen Anderung. 

Von den Schnittpunkten von 

F, = 0| 
y= 0} 














OO ———— = lll 
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wird jetzt der Punkt O q-fach gezahlt; die anderen, (n— gq) an der 
Zahl, liegen auf R. In o(y) F, gibt es kein Glied niedrigeren als 
(pq+p+q-—1)-ten Grades; hier ist nur wichtig, daB es kein Glied 
gibt, dessen Grad unter (p+ q) liegt. Also ist auch in RF,+SF, 
kein Glied niedrigeren als (p+ q)-ten Grades enthalten. In F, gibt es 
wenigstens ein Glied p-ten Grades, in F, wenigstens ein Glied q-ten 
Grades; Glieder niedrigeren Grades sind aber nicht vorhanden. Dann 
enthalt R kein Glied niedrigeren als q-ten Grades (Hilfssatz II); R schneidet 
die z-Achse in dem wenigstens g-fach zihlenden Punkte O und auBerdem 
in (n—gq) Punkten. R enthalt also mindestens einen Faktor y; fiir S 
gilt das namliche Resultat. Beide Glieder der Gleichung (2) sind wieder 
durch y teilbar; man kann dann, in dieser Weise weitergehend, alle 
Faktoren y aus der Resultante 0 (y) fortschaffen. 

Dann wird der Koordinatenursprung 0 in einen anderen Schnittpunkt 
gelegt und alle Faktoren der Resultante @(y) werden zum Verschwinden 
gebracht. So findet man auch jetzt 


F,=AF, + BF,. 


§ 4. 


Bis jetzt ist stets angenommen worden, da$ der Grad von F,, in 
bezug auf z, nicht hoher als (m+ n— 1) ist. Ich zeige jetzt, daB diese 
Beschrankung unndtig ist. 

Es sei dazu angenommen, daB F, der in § 3 genannten Bedingung, 
daB sie in O einen (p + q— 1)-fachen Punkt besitzt, geniigt; ihr Grad 
in bezug auf z unterliegt aber jetzt keiner Beschrankung. Es ist gegeben, 
dab in F,F, das Glied 2+" mit einem von Null verschiedenen kon- 
stanten Faktor vorkommt; es existieren also Polynome q und F; in z 
und y derart, daB 


(4) F,=qF,F,+F;, 
wo der Grad von F; in bezug auf z kleiner als (m + n) ist. 


Die Gleichung (4) zeigt, daB auch F; in jedem Schnittpunkte von 
F, und F,, wo diese einen p-fachen bzw. q-fachen Punkt besitzen, 
(wenigstens) einen (p + q — 1)-ten Punkt hat. Es bestehen also Poly- 
nome A’ und B’, welche die Identitat 


F;=A'F,+ BF, 
befriedigen. Aus dieser Gleichung und (4) folgt wieder 
F,=AF,+ BP,,. 
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§ 5. 

Es mégen nochmals F, und F, in einem ihrer Schnittpunkte einen 
p-fachen bzw. einen g-fachen Punkt besitzen; der Ursprung O des Koor- 
dinatensystems falle wieder mit diesem Punkte zusammen. Angenommen 
wird, daB stets — d. h. welcher Schnittpunkt auch gewahlt sein mag — 
Potenzreihen a(z, y) und b(z,y) bestehen, derart daB 


(5) F,=aF,+06F, 
(formal) befriedigt wird. 


Wenn F, Glieder enthalt, die in bezug auf z einen héheren als den 

(m +» — 1) Grad besitzen, so kann man, wie in § 4 dargetan ist, durch 
F,=qF,F,+F; 

ein Polynom F; bestimmen mit den folgenden Eigenschaften: F; geniigt 

der in § 3 gegebenen Bedingung, der Grad in bezug auf z ist héchstens 

(m+n — 1), die Identitaét (5) bieibt, nach Ersetzung von F, durch F;, 

giiltig. Ich nehme weiter an, daB der Grad von F, in z schon in dieser 

Weise reduziert ist. 

Ich lasse nun in a und 6 die Glieder, die von héherem als (¢ — 1)-tem 
bzw. (p — 1)-tem Grade sind, fort. Die restierenden Glieder bilden Poly- 
nome, die ich a* und 6* nenne. Wenn man nun in (5) a und } durch 
a‘ und b* ersetzt, bleibt diese Gleichung nicht giiltig, aber in den Gliedern, 
deren Grad die Zahl (p+ q—1) nicht iibersteigt, hat sich nichts ge- 
andert. Man kann also schreiben: 


(6) F,—a@ F, —b0° F, =G*9, 
wo G®*®” ein Polynom, in dem jedes Glied wenigstens vom Grade (p + 4) 
ist, darstellt. 

Aus (6) und der stets giiltigen Identitat 
(2) o(y) F,=RF,+SF, 
folgt dann 

(R — o(y)a| F, + (S — o(y)b"} F, = 0 (y) Get. 

Der Hilfssatz II zeigt nun wieder, daB in (R — @(y)a*) kein Glied 

von niedrigerem als q-tem Grade vorhanden ist; weil 9 den Faktor y 


enthalt, ist also in R kein einziges Glied z*(k < q) vorhanden. Bestimmt 
man dann wieder die Schnittpunkte von 


R= 0) 
y = 0)’ 


dann findet man in O einen Schnittpunkt, der wenigstens g-fach gezahlt 
werden mu. In derselben Weise wie zuvor findet man aber (n — q) 








—— 








Noetherscher Fundamentalsatz. 431 


Schnittpunkte, die nicht mit O zusammenfallen; und wieder zeigt es sich, 
da8 R den Faktor y enthalt, daB fiir S das namliche gilt, und da8 man 
endgiiltig zu 

F,=AF,+ BF, 
gefiihrt wird. 


§ 6. 

Fiir die Anwendungen wichtig ist der Zusatz: 

Besteht die Identitat 
(3) F,=AF,+ BF, 
und sind F,, F,, F; bew. m-ten, n-ten, r-ten Grades (in x und y w- 
sammen}, dann ist es méglich, A und B derart zu bestimmen, daB sie bzw. 
(r — m)-ten und (r — n)-ten Grades sind. 

Beweis. Wenn A und B nicht diesen Bedingungen geniigen, dann 
kommen in AF,, und ebenso in BF,, Glieder héheren als r-ten Grades 
vor, aber in AF, + BF, heben diese sich auf. 

Das von den Gliedern héchsten Grades in AF, gebildete Polynom 
ist dann nicht nur durch das Polynom der Glieder héchsten Grades 
in F,, sondern auch durch das entsprechende Polynom in F, teilbar; und 
weil diese beiden letzten Polynome keinen Faktor gemeinsam haben, auch 
durch ihr Produkt. Man kann also Polynome q, A,B in z und y be- 
stimmen, welche die Identititen 

AF, = qF,F,+A F,, 

BF, = —qF,F,+ BF, 
erfiillen, wo die Gradzahlen von A’ und B’ mindestens um eins kleiner 
sind als die von A und B. 

Aus diesen Identitaéten und (3) folgt 
Fy, =A’ F + BF,; 

man kann dann, wenn notig, die Gradzahlen von A’ und B’ weiter er- 
niedrigen, bis das Ziel erreicht ist. 


(Eingegangen am 4. 5. 1934.) 








Zur algebraischen Geometrie. VII. 


Ein neuer Beweis des Restsatzes. 
Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Der Brill-Noethersche Restsatz folgt, wie ich friiher') bemerkt habe, 
fast unmittelbar aus dem folgenden Satz, den ich aus nachher zu er- 
wahnenden Griinden den Satz vom Doppelpunktsdivisor nennen will: 

Satz D. Wenn alle Schnittpunkte der Kurven {=0 und yo = 0 
gewohnliche Punkte oder gewéhnliche Singularititen der Kurve f = 0 sind, 
d.h. wenn alle Zweige Z dieser Kurve in diesen Punkten einfach sind und 
getrennte Tangenten haben, und wenn jeder Zweig Z eines solchen, etwa 
s-fachen Punktes, der von der Kurve yo = 0 etwa u-fach geschnitten wird, 
von einer weiteren Kurve F = 0 mindestens (u + 8 —1)-fach geschnitten 
wird, so gilt fiir die terndéren Formen F, o,f die Identitat 
(1) F=Af+Bq9; 
iiberdies hat die Kurve B = 0 in jedem solchen Schnittpunkt einen mindestens 
(s — 1)-fachen Punkt. 

Gelten umgekehrt (1) und die zuletzt formulierte Adjungiertheits- 
bedingung fiir B, so erfiillen die Kurven F = 0 und g = 0 die im Satz 
angegebenen Schnittmultiplizitatsbedingungen fiir jeden Zweig Z. 

Ich habe in meiner friiheren Note') den Satz D aus dem Noetherschen 
Fundamentalsatz (in der urspriinglichen Noetherschen Potenzreihenformu- 
lierung) hergeleitet. Ich hatte damals nicht bemerkt, da8 der Satz im 
Grunde nicht neu, sondern einem bekannten Satz iiber den Doppelpunkts- 
divisor aus der arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen *) im 
wesentlichen gleichwertig ist. Die Voraussetzung unseres Satzes D besagt 
nimlich, falls sie fiir alle vielfachen Punkte der Kurve / = 0 zutrifft, 


da8 der Divisor - durch den Doppelpunktsdivisor der Kurve {/ = 0 (der 


1) B. L. van der Waerden, Zur Begriindung des Restsatzes mit dem Noether- 
schen Fundamentalsatz, Math. Annalen 104 (1931), S. 472— 475. 

2) Siehe K. Hensel und G. Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Variabeln, 1902, 25. Vorlesung, § 3, S. 430. Dort auf 8. 435 auch die Her- 
leitung des Restsatzes. 
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aus allen s-fachen Punkten der Kurve besteht, je (s — 1)-fach gezahlt auf 
jedem Zweig Z,) teilbar ist. Die Behauptung (1) laBt sich andererseits 
auch so lesen: 


F=Bq oder 


3|% 


= B auf der Kurve f = 0. 


Satz D ist also in diesem Fall gleichwertig mit der Aussage, daB ein 
Divisor der Klasse A* (wo A eine Linearform in den drei homogenen 
Koordinaten ist), der durch den Doppelpunktsdivisor teilbar ist, gleich 
einer Form d-ten Grades in den homogenen Koordinaten ist. Aus diesem 
Grunde habe ich oben die Bezeichnung ,,Satz vom Doppelpunktsdivisor“ 
vorgeschlagen. Allerdings ist Satz D insofern etwas spezieller als der 
allgemeine Satz vom Doppelpunktsdivisor*), als in Satz D die Singulari- 
taten der Kurve f = 0 als gewoéhnliche vielfache Punkte mit getrennten 
Tangenten vorausgesetzt wurden, was in der allgemeinen Theorie der 
algebraischen Funktionen nicht nétig ist. Fiir die Anwendungen ist das 
nicht von ausschlaggebender Wichtigkeit, da man die komplizierteren 
Singularitéten immer durch Cremonatransformationen auflésen kann. 

Ich werde jetzt zeigen, daB der Satz D besonders einfach mit der- 
selben Methode bewiesen werden kann, mit der Herr van der Woude in 
der unmittelbar vorangehenden Arbeit den ,,einfachen Fall‘ des Noether- 
schen Fundamentalsatzes behandelt hat. Ich glaube nicht, daB diese 
Methode zum Beweis des allgemeinen Falles des Noetherschen Fundamental- 
satzes hinreicht. Fiir die Geometrie auf der Kurve ist aber der Satz D, 
aus dem der Restsatz folgt, wichtiger als der allgemeine Fall des Noether- 
schen Fundamentalsatzes. 

Der Vollstaindigkeit halber gebe ich am SchluB noch einmal die Her- 
leitung des Restsatzes aus dem Satz D an und fiige dann noch einige 
Bemerkungen iiber andere Beweise des Restsatzes hinzu. 


Wie in der vorangehenden Arbeit von W. van der Woude geben wir 
von den Formen F,/ und @ durch die Substitution z = 1 zu inhomogenen 
Polynomen in z und y iiber, wobei wir annehmen kénnen, 1. daB das 
Glied 2" in / wirklich vorkommt, wo n der Grad von f ist; 2. daB die 
Formen, die von den Gliedern héchsten Grades in f und  gebildet 
werden, teilerfremd sind; 3. da8 keine zwei Schnittpunkte der Kurven 
f=0 und g =0 auf einer Geraden y = konst. liegen; 4. daB keine 
Tangente in einem von diesen Schnittpunkten parallel zur z-Achse ist. 
Ist dann o(y) die Resultante von / und @ nach z, so gilt bekanntlich 
eine Identitit 


oly) = Pf+Q¢ 
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aus der unmittelbar folgt 
(2) oly) F = R{+S8p@. 


Eine solche Identitat bleibt bestehen, wenn man S durch seinen 
Rest bei Division durch / ersetzt, dessen Grad in x kleiner als n ist. 

Nun sei Q(a,5) ein Schnittpunkt der Kurven f= 0 und 9 = 0, 
und zwar ein s-facher Punkt von f = 0, durch den s einfache Zweige 
Z,,...,Z, dieser Kurve hindurchgehen. Setzt man die Potenzreihen- 
entwicklung eines solchen Zweiges Z,; in (2) ein, so wird f = 0, also 
o(y)F =Sq. Die Funktionen g(y)F und S » haben also an der Stelle Q 
(als Funktionen der Ortsuniformisierenden t) eine Nullstelle von derselben 
Ordnung. Hat » die Ordnung y,, so hat F nach Voraussetzung mindestens 
die Ordnung yw; + s—1, und da e(y) auch Null wird an der Stelle Q, 
so hat o(y)# mindestens die Ordnung «,-+ s. Somit hat die Funktion S 
eine mindestens s-fache Nullstelle in Q auf jedem Zweig Z, (i = 1,..., 8). 

Hieraus folgt aber, daB die Kurve S = 0 einen mindestens s-fachen 
Punkt inQ hat. Hiatte nimlich S = 0 nur einen k-fachen Punkt (k < s), 
so hitten die Zweige dieser Kurve in Q insgesamt héchstens k Tangenten, 
also kiime unter den s Zweigen Z, mindestens einer vor, der keinen 
Zweig von S = 0 beriihrte. Dieser Zweig Z, wiirde dann die Kurve S = 0 
genau k-fach schneiden, was wegen & <s dem vorhin Gesagten widerspricht. 

Von den n Schnittpunkten der Geraden y = 6 mit f = 0 wird der 
Punkt Q s-fach gezihlt; die anderen, n —s an der Zahl, liegen wegen (2) 
notwendig auf S=0. Die Kurve S = 0 schneidet also die Gerade y = 0 
in dem s-fachen Punkt Q und auBerdem noch in n — s Punkten. DaS 
aber in x einen Grad <n hat, so muB S fir y= 6 identisch ver- 
schwinden, d.h. S ist durch y — 6 teilbar. 

In (2) sind nun ¢(y)F und Sq durch y — 6 teilbar; also ist auch 
Rf und somit R durch y — 6 teilbar. Man kann also mit y — 6 kiirzen. 
Durch Wiederholung derselben SchluBweise kann man alle Linearfaktoren 
von o(y) in (2) der Reihe nach zum Verschwinden bringen. Es folgt 


(3) F=Af+Bp>. 


Das ganze Verfahren kann so eingerichtet werden, daB die beiden 
Glieder rechter Hand in (2) und daher auch in (3) denselben Grad haben 
wie die linke Seite. Sollten daran noch Zweifel bestehen, so kann man 
durch eine bekannte Umformung (vgl. § 6 der Arbeit von W. v. d. Woude) 
auch nachtraglich erreichen, daB in (3) die beiden Glieder Af und Bo 
denselben Grad wie F haben. Sodann kann die Identitaét (3) durch 
Einfiihrung von z wieder homogen gemacht werden. Damit ist die 
Identitaét (1) bewiesen. 
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Dieselbe Uberlegung, durch die wir oben fanden, daB die Kurve S = 0 
in jedem s-fachen Punkt von f = 0 ebenfalls einen s-fachen Punkt haben 
muB, zeigt jetzt, auf (3) angewandt, daB die Kurve B = 0 in jedem 
s-fachen Punkt von { = 0, Schnittpunkt von /=0 und gy = 0, einen 
mindestens (s — 1)-fachen Punkt besitzt. Damit ist Satz D in allen 
Teilen bewiesen. 

Die Umkehrung des Satzes heiBt so: Aus (1) und den Adjungiertheits- 
bedingungen fiir B in den Schnittpunkten von f= 0 und » = 0 folgt, 
daB jeder Zweig Z; cines s-fachen Punktes von f= 0, der von g = 0 
genau u,-fach geschnitten wird. von F = 0 mindestens (u,; + s — 1)-fach 
geschnitten wird. Zum Beweis braucht man nur in (1) f = 0 zu setzen 
und die Ordnungen der Nullstellen Jinks und rechts zu vergleichen. 


Der Restsatz besagt folgendes. Die Kurve f = 0 besitze keine anderen 
als gewohnliche Singularitéten. Die Kurven gy = 0 und g’ = 0 mégen 
auf den verschiedenen Zweigen der Grundkurve f = 0, au@er einer beiden ~ 
gemeinsamen Punktgruppe H, die Punktgruppen G und G’ ausschneiden. 
Die Kurve y = 0 sei adjungiert, d. h. sie habe eimen (s — 1)-fachen 
Punkt in jedem s-fachen Punkt der Grundkurve und sie schneide diese, 
auBer in diesem auf jedem Zweig (s — 1)-fach gezahlten mehrfachen 
Punkten und einer Gruppe K genau nach der Gruppe G. Dann gibt es 
eine ebenfalls adjungierte Kurve y’ = 0, welche in derselben Weise auBer 
den vielfachen Punkten und auBer K die Gruppe G’ ausschneidet. 

Zu der Formulierung ist noch zu bemerken, daB mit dem Wort 
»Punktgruppe“ nicht einfach eine Menge von Punkten der Kurve f = 0 
gemeint ist, sondern eine endliche Menge von eventuell mit Vielfachheiten 
versehenen Punkten auf den verschiedenen Zweigen der Kurve. 

Beweis des Restsatzes. Man setze F = gy. Dann erfiillt F 
die Voraussetzungen des Satzes D. Daher gilt (1). Setzt man y’ = B, 
so schneiden F = gy’ y und By = y'q@ auf der Grundkurve dieselbe 
Punktgruppe aus; denn fir f= 0 wird F = Bg. Daraus folgt die Be- 
hauptung. 

Der hier dargestellte Beweis scheint mir an Finfachheit und Natiir- 
lichkeit alle bekannten Beweise des Restsatzes zu iibertreffen. Er beruht 
auf denselben Grundgedanken wie der urspriingliche Noethersche, namlich 
auf der Untersuchung der Bedingungen ,,im Kleinen“, welche fiir die 
Identitaét ,,im GroBen“ (1) hinreichend sind. Auch die Methode des 
sukzessiven Weghebens der Resultantenfaktoren wurde von Noether*) 
schon friiher angewandt. Zum Unterschied von den anderen Beweisen 


3) M. Noether, Math. Annalen 40 (1892), S. 140—144. 
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werden bei uns blo8 Schnittpunktsmultiplizitaten herangezogen und wird 
die Diskussion der Vielfachheiten der betrachteten Punkte als Punkte 
der Kurven g = 0 und F = 0, welche ja auch mit dem eigentlichen 
Problem nichts zu tun haben, vermieden. 

Man hat mich nach der Publikation meines ersten Beweises des 
Satzes vom Doppelpunktsdivisor') verschiedentlich gefragt, ob mir die 
Beweismethode des Restsatzes nicht bekannt sei, die ebenfalls von 
M. Noether*) herriithrt und auch in verschiedenen Lehrbiichern®) dar- 
gestellt ist, welche sich auf den folgenden (einwandfrei richtigen) Satz 
stiitzt: 

Satz E. Hat die Kurve F = 0 in allen gemeinsamen Punkten der 
Kurven g = 0 und { = 0, welche fiir diese Kurven bzw. r-fache und 
s-fache Punkte sind, jeweils einen mindestens (r + s — 1)-fachen Punkt 
und ist dieselbe Bedingung auch fiir alle zu diesen Schnittpunkten un- 
endlich benachbarten Schnittpunkte erfiillt, so gilt (1). 

Mir war dieser Beweis natiirlich bekannt, aber die Herleitung des 
Restsatzes aus dem Satz E scheitert zunichst daran, daB die Voraus- 
setzungen des Satzes E unter den Voraussetzungen des Restsatzes nicht 
immer erfiillt sind. Es sei etwaf = z, p = 2?— y? und F = y = z-y’. 
Die Kurven / = 0 und g = 0 haben in Q(0,0) einen Schnittpunkt, der 
zweifach fiir g und einfach fiir / ist (7; = 2,s = 1). Die Kurve F = 0 
geht nur einfach durch diesen Schnittpunkt, nicht (r + s — 1)-fach. 
Satz E ist also nicht anwendbar. — Man kann auch umgekehrt gy = z — y’ 
und F = z*— y* setzen. Es gibt dann einen Schnittpunkt von / und » 
in Q und einen dazu unendlich benachbarten Schnittpunkt Q,. Die 
Kurve F = 0 geht durch Q, aber nicht durch Q,. Sie erfiillt somit die 
Bedingungen des Satzes E nicht. 

Es ist leicht, kompliziertere Beispiele zu geben, in denen die Be- 
hauptung des Restsatzes nicht so trivial ist wie oben. Das Prinzip ist 
aber immer das gleiche: Die Voraussetzungen des Satzes D stimmen fiir 
F = 9’ y genau mit denen des Restsatzes iiberein und sind auch not- 
wendig und hinreichend fiir (1) mit adjungiertem B; die Voraussetzungen 
von E aber verlangen etwas mehr als die von D und sind daher wohl 
hinreichend, aber nicht notwendig. 

Diese Schwierigkeit ist iibrigens wohlbekannt. Sie ist es, die Severi*) 
veranlaBte, den Begriff der scheinbaren Multiplizitat einzufiihren. Mittels 


4) M. Noether, Math. Annalen 28 (1884), S. 348—351. 

5) Siehe z. B. F. Enriques-0O. Chisini, Teoria geometrica delle equazioni 
algebriche, I, Bologna 1915, S. 131. 

*) F. Severi-E. Léffler, Vorlesungen aber algebraische Geometrie, Leipzig 1921, 
8.117 und 120—121. 
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dieses Begriffes kann der Beweis des Restsatzes in Ordnung gebracht 
werden, in der Weise, wie es bei Severi angedeutet ist. Vom Stand- 
punkt der Einfachheit aber scheint der oben dargestellte Beweis, in 
welchem weder unendlich benachbarte Schnittpunkte noch Umdeutungen 
des Multiplizitatsbegriffs herangezogen zu werden brauchen, vorzuziehen 
f zu sein. 
Es war nicht, um die Max Noether gebiihrende Ehre als Begriinder 
der geometrischen Theorie der algebraischen Funktionen zu verkleinern, 
| daB ich in meiner Note’) auf eine kleine Liicke in Noethers Beweis- 





fiihrung hingewiesen habe. Seine grundlegenden Ideen haben ihn nicht nur 
zu Entdeckung der fruchtbarsten und schénsten Methoden der algebraisch- 
geometrischen Theorie gefiihrt, sondern sie reichen auch zur exakten Be- 
griindung aller Satze dieser Theorie hin. Das beweist auch wieder der 
hier dargestellte Beweis des Restsatzes, in welchem (ebenso wie in meinem 
| ersten Beweis) im Grunde ausschlieBlich Noethersche SchluBweisen benutzt 
werden. 


(Eingegangen am 29. 3. 1935.) 
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Ein Beitrag zur algebraischen Geometrie. 


Von 


Alfred Helms in Hamburg. 


Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei Teile, die miteinander nur 
in verhaltnismaBig losem Zusammenhang stehen *). 

1. In §1 wird die Grell-Webersche Normentheorie von Idealen in 
endlichen algebraischen Zahlenringen (und abstrakten Ringen ahnlicher Bau- 
art) in stark vereinfachter Form aufs neue hergeleitet und erginzt'). Die 
Ergebnisse liegen dabei in der folgenden Richtung: Grell fihrt in seiner 
grundlegenden Arbeit den Begriff des Quotientenringes ein, der zweck- 
maBigerweise immer dann herangezogen wird, wenn es sich um den Beweis 
von Siatzen handelt, bei denen nur endlich viele Primideale des gerade 
betrachteten Ringes herangezogen werden. Bei seinem Kompositionsreihen- 
satze hat aber Grell diesen Gedanken nicht benutzt. Das hat zur 
Folge, daB der Beweis in mehrere Schritte zerlegt werden mu8, die nur 
sehr umstindlich zum Ziele fiihren und den Nachteil haben, daB sie die 
Grenzen der Giiltigkeit des Kompositionsreihensatzes nicht unmittelbar 
zeigen. Gebraucht man dagegen auch beim Beweise des Kompositions- 
reihensatzes die Quotientenringe und benutzt die von Grell und Weber 
nicht beachtete Tatsache (Satz 1), da8 in einem Ringe mit nur endlich 
vielen, zu einander teilerfremden Primidealen jedes umkehrbare Ideal 
Hauptideal ist, so wird der Kompositionsreihensatz eine einfache Folge 
der einfachsten Sitze iiber die Normen von Hauptidealen, und es ergibt 
sich weiter ohne besondere Schwierigkeit, daB er wenigstens in den fiir die 
algebraische Geometrie wichtigen Fallen ausnahmslos nur fiir umkehrbare 
Ideale gilt. 

Durch die Beachtung von Satz 1 wird die Grell-Webersche Normen- 
theorie der umkebrbaren Ideale erst wirklich durchsichtig; man braucht 
nimlich die meisten Behauptungen nur fiir den einfachen Fall der Haupt- 
ideale zu beweisen. So werden die in §3 und §5 der Weberschen Arbeit 
abgeleiteten Satze fast zu Selbstverstindlichkeiten. 


*) Diese Arbeit ist von der math.-naturw. Fakultét der Universitat Erlangen 
als Dissertation angenommen worden. Herrn Prof. Krull méchte ich hiermit fir 
sein der Arbeit entgegengebrachtes Interesse danken. 

1) H. Grell, Zur Theorie der Ordnungen in algebraischen Zahl- und Funktionen- 
kérpern, Math. Annalen 97, S.524—558. W. Weber, Umkehrbare Ideale, Math. 
Zeitechr. 36, 8. 137—157. 
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Eine der schon bei Grell angedeuteten Méglichkeiten der Anwendung 
des Kompositionsreihensatzes auf die Geometrie besteht in dem unmittel- 
bar einleuchtenden Nachweis der Gleichheit zweier verschieden lautender 
Definitionen der Vielfachheit eines Schnittpunktes zweier ebener alge- 
braischer Kurven. Die Abgrenzung des Geltungsbereiches des Kompositions- 
reihensatzes gestattet dariiber hinaus, durch Auswertung eines von Macaulay 
in anderem Zusammenhange angegebenen Polynomidealbeispiels *) zu zeigen, 
daB die Ideallainge fiir die Schnittpunktsvielfachheit zweier auf derselben 
Flache gelegener algebraischer Kurven nicht immer den funktionentheoretisch 
richtigen Wert liefert. Dies stellt eine Erginzung der tief eindringenden 
v. d. Waerdenschen Untersuchungen iiber die Bedeutung der Ideallinge 
bei Vielfachheitsdefinitionen dar *). 


2. Bei der am Schlusse des § 1 besprochenen Untersuchung handelt 
es sich um die Betrachtung einer singularen Stelle eines eindimensionalen 
algebraischen Gebildes. Mit den Beziehungen zwischen arithmetischer und 
algebraischer Singularitatendefinition beschiftigt sich der zweite Teil der 
vorliegenden Arbeit. 

Die Nullstellen eines Primideals p des Polynomringes R = K[z,,..., 2] 
(RX Kérper der komplexen Zahlen) definieren eine irreduzible algebraische 
Mannigfaltigkeit. In Verallgemeinerung der fiir eine ebene algebraische 
Mannigfaltigkeit bekannten Singularitatendefinition haben Macaulay und 
Schmeidler auch fiir beliebige derartige Gebilde eine algebraische Singu- 
laritiitendefinition gegeben. Eine Nullstelle eines Primideals p heiBt sin- 
gulir, wenn sie auch Nullstelle von gewissen aus partiellen Ableitungen 
von Polynomen aus p gebildeten Determinanten ist‘). 

Fiir eindimensionale algebraische Gebilde (kurz: Kurven) in Raiumen 
von beliebiger Dimension ist daneben eine andere, arithmetische, Singulari- 
titendefinition gebriuchlich: Es sei p das definierende Primideal des 
Gebildes ©, P = R/p der zugehérige Restklassenring und K der Quotienten- 
kérper von P. Jedem einzelnen Punkte r von G entspricht dann ein 
bestimmter Punktring (Quotientenring von P nach dem den Punkt r de- 
finierenden Primideal a aus P) P,, zwischen P und K. Es heifSt dann 
r ein regulérer oder singularer Punkt von ©, je nachdem ob P, in K 
ganz abgeschlossen“ ist oder nicht. In § 2 wird nun die Gleichwertig- 
keit dieser arithmetischen Singularitaétendefinition mit der algebraischen 
Definition von Macaulay und Schmeidler auf direktem Wege nachgewiesen. 


2) F. 8S. Macaulay, The Theory of Modular Systems, Cambridge 1916, S. 34. 

3) B. L. v. d. Waerden, Eine Verallgemeinerung des Bézoutschen Theorems, 
Math. Annalen 99, S. 479—541. 

4) Anmerkung *) und W. Schmeidler, Uber Singularitéten algebraischer Gebilde, 
Math. Annalen 81, 8. 223—234. 
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3. Die in §2 beim Beweise der Gleichwertigkeit der beiden verschieden- 
artigen Singularitatendefinitionen gegebenen Entwicklungen fiihren auf den 
Gedanken, da8 unter gewissen Bedingungen der Ubergang von einem Ringe 
zum zugehérigen ganz abgeschlossenen der Auflésung einer Singularitat 
im Sinne der algebraischen Geometrie entsprechen wird. Dies ist eine 
Auffassung, die schon aus der Grellschen Arbeit herausspricht und die 
hier in gewissem Umfange durchgefiihrt ist. 

Dem Ubergang vom Ringe P zum zugehérigen in K ganz abgeschlossenen 
Ringe P entspricht geometrisch nicht eine birationale Transformation des 
durch P bestimmten Gebildes in ein anderes durch P definiertes ohne 
Anderung der Dimensionszah] des Einbettungsraumes. Vielmehr stellt der 
Schritt vom Ringe P zum Ringe P geometrisch den Ubergang von dem durch 
P gegebenen niederdimensionalen zu einem durch P gegebenen héherdimen- 
sionalen Raume dar. Das wichtigste Ergebnis, das in dieser Richtung 
durch die arithmetische Theorie geliefert wird, ist ein einfacher Beweis 
des Satzes, daB jedes eindimensionale algebraische Gebilde des n-dimen- 
sionalen affinen Raumes aufgefaSt werden kann als Projektion einer singu- 
laritatenfreien algebraischen Kurve des (n+ 1)-dimensionalen affinen 
Raumes*). Diese Tatsache ergibt sich nimlich als Anwendung des folgenden 
abstrakten Theorems, dessen Beweis den eigentlichen Hauptteil des § 3 bildet. 

Satz 6: Es existiert ein Element A aus P, so daB P = P[A] ist. 

Der Beweisgedanke hierzu la8t sich schon in der bekannten Dede- 
kindschen Arbeit ,,.Uber die Diskriminanten endlicher Kérper“ vorfinden °). 
Fiir die Darstellung im Texte wurde eine méglichst kurz gefaBte Aus- 
fiihrung bevorzugt, bei der nur die unbedingt nétigen, in § 3 angegebenen 
Voraussetzungen benutzt werden. 


§ 1. 


Der Begriff des umkehrbaren Ideals hat im folgenden die iibliche 
Bedeutung: Ist J ein beliebiger Integrititsbereich mit dem Quotienten- 
kérper H, a ein Ideal aus J, so hei®t a umkehrbar, wenn der Modul 
(das gebrochene Ideal) a~' aller der Elemente ¢, fiir die t-s c J fiir jedes 
sca, der Gleichung a-a~' = J geniigt. Ist a in J umkehrbar, und ¢ 
in a, so gilt stets eine Gleichung (t) = a-c mit eindeutig bestimmtem c’). 

Die Grell-Webersche Theorie der Normen von Idealen aus M la8t sich 
mit Hilfe des folgenden Satzes auf eine durchsichtige Form bringen. 





5) Pascal, Repertorium der héheren Mathematik, 2. Bd., 2. Halfte, Geometrie 
des Raumes, Berlin 1922, 8. 887. 

6) R. Dedekind, Gesammelte mathematische Werke, Braunschweig 1930, 1. Bd., 
8. 351—396. 

7) Siehe auch die unter ') zitierte Arbeit von W. Weber. 





| 
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Satz 1: Ist T ein beliebiger Integrititsbereich mit nur endlich 
vielen, zu einander teilerfremden Primidealen p,,..., p,, so ist jedes um- 
kehrbare Ideal b aus T Hauptideal. 


Es gibt Elemente a, c I, P., @ ¢ p,. Weil aber 6b umkehrbar ist, 
so gilt b-p, + b fir li i=; mithin gibt es Elemente c,c b, so daB 
c,¢ b-p,. Daraus folgt, daB das Element a = by a,-c, c b, aber ca b-p, 

i=1 


ist. Wegen der Umkehrbarkeit von 6 hat man (a2) = b-r mit r¢ p, 
(¢ =1,...,m). Daraus ergibt sich r = T und (a) = b. 

Es sei nun M* Multiplikationsring, also ein Ring, in dem ebenso wie 
in der Hauptordnung eines endlichen algebraischen Zahlkérpers jedes Ideal 
Produkt von endlich vielen Potenzen paarweise teilerfremder Primideale 
ist*). M sei ein Oberring von M*, dessen Quotientenkérper A eine end- 
liche separable Erweiterung des Quotientenkérpers A* von M* darstellt; 
auBerdem soll M iiber M* eine endliche Modulbasis besitzen, es soll sich 
also jedes Element aus M als Linearform in endlich vielen festen Elementen 
aus M mit Koeffizienten aus M* darstellen lassen. In M ist dann jedes 
Ideal eindeutiges Produkt endlich vieler paarweise teilerfremder Primirideale. 

Unter Mg (a Ideal aus M) sei der Ring aller Elemente + mit be- 
liebigem c C M und zu a teilerfremdem d verstanden. Entsprechend sei 
der Ring Mj definiert, wobei a* ein Ideal aus M* bedeutet. Weil das 
Primideal p* c M* und somit auch p*-M}j- Cc Mj. umkehrbar ist, so ist p* 
in Mj- Hauptideal und der Ring Mj. Hauptidealring. 

Um zu einer geschmeidigen Definition der Norm eines Ideals a c M 
zu gelangen, geht man so vor: Das Verengungsideal a* = a ~ M* mége 
die Primidealteiler p*,..., p? C M* besitzen. Der Ring My; = M(m-p7), 
der aus allen Elementen < ge ec M, d* c M* mit (d*, p?) = M* besteht, 
ist ein endlicher M3;- Modul. Weil aber Mj; Hauptidealring ist, so existiert 
zu jedem Ideal aus Mp; eine endliche bis auf unimodulare Transformationen 
aus M3; eindeutig bestimmte M;;-Basis mit einer fiir alle Ideale gleichen 
Anzahl von Basisgliedern. 

Seien nun a c b zwei Ideale aus M. Die Elemente «,,..., %, und 
B,,.--, 8, mégen im Ringe M,; die M3; -Basiselemente der Ideale a- My; 


und b-My; sein. Es gilt dann: a = S ch-Bx, chy C Myz. Das aus der 
k=1 


Determinante | c?,| + 0 in M5; abgeleitete Ideal heiBt die p?-Partialnorm 


8) W. Krull, Uber Multiplikationsringe, Sitzungsberichte der Heidelberger 
Akademie, Math.-naturw. Klasse 1925, 5. Abhandlung. 
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Ny; (b/a) von a nach b. Wenn b= M ist, so schreibt man kurz: 
Ny; (M/a) = N py (a) und nennt das Hauptideal die p?-Partialnorm von a. 

Der mengentheoretische Durchschnitt des Ideals N,;(b/a) mit dem 
Ringe M* ist ein Ideal pj"*ausM*. Das Produkt dieser Primidealpotenzen 
wird die gewdhnliche Norm von a nach b: N (b/a). Wenn b speziell gleich 
M ist, dann heiBt das Ideal N (M/a) die Norm von a: N(M/a) = N (a). 
Zum Beweise des in der algebraischen Geometrie niitzlichen Grellschen 
Kompositionsreihensatzes*) mu8 man die folgenden, schon bei Grell an- 
gefiihrten Siatze beachten. 

a) Fiir Ideale a> bc aus M gilt: N (a b)- N (b/c) = N(a/c). 

Dies ist fiir Partialnormen weiter nichts als der Satz iiber die Multi- 
plikation von Determinanten. 

b) Wenn b> c und b’> cc’ und wenn die M-Moduln b/c und b’/c’ 
isomorph sind, dann ist N (b/c) = N (b’/c’). Dies gilt, weil jede p*-Partial- 
norm N,-(b/c) gleich dem Produkte der Elementarteiler des Mj.-Moduls 
b/c ist. 

ce) Fir a, b mit (a, b) = M gilt: N(a)-N(b) = N(a-b) nach a) und 
b), weil a/a-b = a/a 1b = (a, b)/b = M/b. 

d) Es ist N(q) = N(p)'. Dabei bedeutet 4 die Linge einer Kompo- 
sitionsreihe von mit dem Primirideal q beginnenden Idealen aufgefaBt als 
M-Moduln, und p das zu q gehdérige Primideal. Der Beweis ist bei Grell 
angefiihrt. 

e) Eine Folge von a) bis d) ist: N(a) = N(p,)...N(p,)'*, wenn 
a =q,...q, und p, das zu q, gehdrige Primideal und A, die Lange von 
q, bedeutet. 

f) Die Norm des Primideals p ist gleich der o-ten Potenz des Prim- 
ideals p* aus M*. Dabei ist o gleich dem Grade des Restklassenkérpers 
M/p iiber dem Kérper M*/p*. Der einfache Beweis ist ebenfalls bei Grell 
zu finden. 

In der Weberschen Arbeit findet sich der folgende Satz bewiesen. 

Satz 2: Das Ideal N (b)- N (c) ist immer ein Teiler des Ideals N (b-c). 
Es ist sicher dann N (b)- N (c) = N (b-c), wenn eines der Ideale b, ¢ um- 
kehrbar ist. 

Hinsichtlich des Beweises des ersten Teiles sei auf die Webersche Arbeit 
verwiesen. Es kénnte scheinen, als ob der zweite Teil dieses Satzes ein 
tiefliegendes Resultat in sich berge. Unter Beachtung von Satz 1 driickt 
aber dies Theorem weiter nichts aus als die Tatsache, daB sich die Norm 
eines mit einem Hauptideal multiplizierten Ideals aus dem Produkt der 
Normen der beiden Ideale zusammensetzt. In der Tat, das umkehrbare 


®) Siehe S. 444 und die unter ') zitierte Arbeit von H. Grell, S. 554. 




















Algebraische Geometrie. 443 


Ideal b wird in M,- zu einem Hauptideale: (8)-M,y-. Wenn y,,..., Yn 
und “,, ..., fn My-- Basen von ¢c-My+ und M,- sind, so hat man: 
Bus = Ze he Vi = © bse: Me und somit B-y, = 2k Gyr* Mi 
Daraus folgt aber sofort: N,-(b)-Np«(c) = N,y«(b-c). 

Sei der endliche M*-Modul M=>M der zu M gehérende, in seinem 
Quotientenkérper ganz abgeschlossene Ring. Die p*-Partialnorm des 
Ideals G@ CM wird in der entsprechenden Weise erklart, wie die von a cM 
und zwar durch Vermittlung des M}--Moduls My-. M,- hat eine endliche, 
bis auf Unimodulartransformationen aus M}- eindeutig bestimmte M}.-- 
Basis; ihre Gliederzahl stimmt mit der von M,« iiberein, denn sie ist ja 
gleich dem Kérpergrade von A iiber A*. 


Man kann nun einen Satz beweisen, der in der algebraischen Geo- 
metrie bei der Definition der Schnittpunktmultiplizitaét in einem Schnitt- 
punkte zweier algebraiseher Kurven eine gewisse Bedeutung erhilt. 

Grellscher Normensatz: Fiir jedes Ideal a = q,...q, aus M ist 
N(M/a) ein Teiler von N(M/a-M). Diese beiden Ideale aus M* stimmen 
sicher dann, und wenn die Restklassenringe der zu den Primaridealen q, 
gehérenden Primideale p, unendlich viele Elemente enthalten, auch nur 
dann, iiberein, wenn a umkehrbar ist"®). 

Zu beweisen ist dieser Satz wiederum nur fiir die p*- Partialnormen 
(p* Teiler des Verengungsideales a ~M*). Zuerst soll gezeigt werden, daB 
fiir ein umkehrbares a gilt: N (M/a-M) = N(M/a-M). In Mp. ist a nach 
Satz 1 gleich einem Hauptideale («)-My-. Wenn ,,..-, Mn und f,,....fn 
M}.-Basen von M,+ und M,- sind, so hat man: 

My =J Gi, px, my = DL ely x, OK My ap ZX fie: Me: 
k=1 k=1 k=1 
Aus diesen Gleichungen entnimmt man: 
Sadie = Lei Laie, und Ladi = Ldh J fie: 
k=1 i=1 i=1 '=1 i=1 k=1 
Hieraus aber folgt wegen |d?,| + 0: 
(|e? |) = Ny (M/a) = Ny (M/a-M) = ((ff«\). 
Um die weiteren Behauptungen zu verifizieren, soll gezeigt werden, daB 
zu jedem primiren nichtumkehrbaren Ideal q c M mit dem zugehérigen 
Primideal p ein umkehrbares Primirideal q’ c q existiert, so daB q’M 
= q-M ist. Denn dann hat man nach dem soeben Bewiesenen N (M/q’ M) 
= N (M/q’M) = N (M/q-™). .Wenn man aber den Satz e) heranzieht 


10) Siehe die unter!) angegebene Arbeit von H. Grell, S. 554. 
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und bemerkt, daB die Lange des Ideals q’ CM gréBer ist als die von 
q CM, so folgt, da&8 N (M/q) ein echter Teiler von N (M/q-M) ist. 

Weil M ganz abgeschlossen ist, so hat man: q-M = p%'... p2", wobei 
P,,---, By alle Primidealteiler von q- M in M darstellen und die 0; > 0 


sind. Zu jedem Elemente g, cq, dessen Zerfallung in M von der Form 
ist: 
(q,)-M = pe... Be. peti ttt pit g 


mit (@, p,) = M, 4; >0(<isr—s) und s <r kann man ein in 
q gelegenes Element g, finden, so da8 bei der Idealzerlegung des Haupt- 
ideals (g,)-M in M auch noch der Exponent von 9, +; gleich o,,, wird. 


Es existiert sicherlich ein Element w c q, so daB w-M genau durch 
= Oa + 


P.+ 1 teilbar ist. Das Element g, = w+ e;-g, mit einem beliebigen 
zu pcCM teilerfremden e c M ist genau durch },",*,' teilbar. Zu 
jedem p; (1 +< 8) gibt es aber héchstens ein mod p-M_ bestimmtes 
Element e c M, so da8 schon pf ** in (w + e,q)- M aufgeht. Denn sonst 
miiBte auch (w + e9,) — (w+ ¢ 9:1) = (& — &) 9g, =0(ps**) sein mit 
(¢; —e) = 0(p). Daraus ergiibe sich g, = 0 (pf *’). 

Nach Voraussetzung sind aber unendlich viele mod p inkongruente 
Elemente aus M vorhanden. Man kann daher ein Element eC M so 
finden, daB das Ideal (w+ e-g,)M genau durch pf teilbar ist fir 
1<iss+1. Es gibt mithin ein Hauptideal, fiir welches gilt: 

(7)-M =q-M-a, mit (@, q-M)=M. 
Es sei in M: (¢')-M=q’-a mit (a, q’) = M, wo q zu p gehérendes 
Primarideal ist. Wegen q’ cq gilt q’ cq, und weil das Ideal q’ wegen 
M = q’-(q-q'~*) umkehrbar ist, so gilt sicherlich: q’+q. Nun hat 
man (q’)-M =q'-M-a-M=q-M-@, mit (qM,aM)=M. Aus der 
Eindeutigkeit der Idealzerlegung im Ringe M schlieBt man daher sofort 
auf: q’-M = q- M. 
Eine leichte Folgerung aus dem Normensatze ist: 


Grellscher Kompositionsreihensatz: Fir ein Primideal q aus M 
gilt immer: 


Ag S 0,8, + see + 0,8, 
wobei A, die Linge von q in M (die mit der Linge von q-Mpy- in Mp. 
iibereinstimmt), die 9; die bei der Primidealzerfillung von q-M in M 
auftretenden Exponenten (q-M = ff... $&) und s, den Grad des 
Kérpers M/}, tiber M/p bedeuten. Das Gleichheitszeichen steht dann, 
und wenn der Restklassenkérper des zu q gehérenden Primideals p un- 
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endlich viele Elemente enthilt, auch nur dann, wenn das Primirideal q 
umkehrbar ist). 

Wenn man die Exponenten in der nach e) méglichen Normdarstellung 
fiir N (M/q-M) und N(M/q-M) einander gleichsetzt, so bekommt man: 
Aq: 8 = 8-0, + .-- +8,-°0,, wobei s den Grad des Restklassenkérpers M/p 
iiber dem Kérper M*/p*, und s; den Grad von M/}, iiber M*/p* bedeutet. 
Weil aber M*/p* C M/p © M/F; ist, so hat man s; = s-s;. Division der 
vorstehenden Gleichung mit s ergibt die im Kompositionsreihensatz aus- 
gedriickte Beziehung. 


Die im vorangehenden entwickelten Resultate kénnen benutzt werden, 
um zwei in der Geometrie der ebenen algebraischen Kurven angefiihrte 
Definitionen der Schnittpunktmultiplizitét eines gemeinsamen Punktes 
zweier ebener Kurven als gleichwertig zu erweisen. 

Es seien /,(z, y) und /,(z,y) zwei irreduzible Polynome des Ringes 
R = &[z, y] (K bezeichne den Koérper der komplexen Zahlen); /,(z, y) = 0 
und /,(z, y) = 0 definieren somit irreduzible algebraische Kurven. Sei 
z= «a, y =f ein gemeinsamer Punkt der beiden Kurven; das Primideal 
p = (x — a, y— 8) CR ist dann Teiler des Ideals (/,, /,). 

Um die Vielfachheit des durch p gegebenen Schnittpunktes zu defi- 
nieren, stellt man das Ideal (/,, /,) in der Form 

(fy fs) = GAG D430 --- Ge = 9°99 +++ 
dar, wobei p das zu q gehérende Primideal ist. Man versteht dann unter 
der Multiplizitat des durch q bestimmten Schnittpunktes die Lange A, 
des Ideals q. 

Eine andere Méglichkeit, zu einer Schnittpunktmultiplizitét zu kommen, 
ist die folgende: Man zeichnet die eine der beiden algebraischen Kurven, 
etwa die durch f, (x, y) = 0 gegebene aus und betrachtet den zu ihr ge- 
hérenden Restklassenring P = R/(/,). Das zum Primideal 2 = (§ — a, 4 — B) 
gehérende, aus q bei der Restklassenbildung hervorgehende Primarideal u 
spaltet sich in dem zu P gehdrenden ganz abgeschlossenen Ringe P so 
auf: w-P = z,"... z,"’. 

Als Multiplizitét, mit der der durch « C P definierte Schnittpunkt 


zu zahlen ist, fihrt man die Zahl Dy m, ein. Um diese Definition in eine 
i=1 
bekanntere Form zu bringen, geht man zum Quotientenringe P, und 
zu dessen ganz abgeschlossenem Ringe P, iiber. Hier gilt: 
uP, = (/,)-P. = %... mr P,. 


Nach Satz 1 sind aber die Ideale 7%; P,, Hauptideale; sie entsprechen den 
zu a = (§—a, »—f) gehérenden ,,Divisoren“ des durch f, (x, y) = 0 
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festgelegten algebraischen Funktionenkérpers ®*'), ihre Basiselemente sind 
Uniformisierende an den durch die Divisoren definierten Stellen von @. 
Die Zahl Sm, gibt mithin an, mit welcher Vielfachheit die zu 2 ge- 
i=1 
hérenden ,,Divisoren“ in f,(z,y) aufgehen. Die Berechtigung dieser 
zweiten Definition liegt in ihrer funktionentheoretischen Brauchbarkeit, 
die Berechtigung der ersten Definition wird durch den Nachweis sicher- 
gestellt, daB sie mit der zweiten iibereinstimmt, da8 mithin Y m, = A, 


i=1 
gilt. Die Unsymmetrie in der zweiten Definition wird durch diese Be- 


ziehung als eine nur duBerliche erkannt. 

Man sieht sofort, daB die drei Ringe T = R[z,], P und P die 
Voraussetzungen der Giiltigkeit des Grellschen Kompositionsreihensatzes 
erfiillen. Weil aber P/a~ P/z; ~ X(1 < ‘ <7) ist, so ist in der Be- 
ziehung von 8. 444 s; = 1(1<t<r) und in der Tat 2 m; = dq. 


i=1 

Bemerkenswert ist noch, daB dieser Beweis fiir die Ubereinstimmung 
von idealtheoretischer und funktionentheoretischer Multiplizitét bei ebenen 
Kurven sich ohne weiteres iibertragen l48t auf den Fall, daB eine Kurve C 
des n-dimensionalen Raumes R, die durch die Nullstellen eines irreduziblen 
Polynoms f(z,,..., 2%) gegebene Hyperfliche schneidet; denn der die 
Kurve C darstellende Restklassenring hat ja dieselbe Struktur wie der 
Ring P, und das aus dem Hauptideal (f(z,,..., z,)) im Ringe R[z,, ..., 2] 
bei der Restklassenbildung hervorgehende Ideal ist natiirlich wiederum 
Hauptideal. 

Bei dem Versuche, die vorstehenden Definitionen der Scbnittpunkt- 
multiplizitat in einem Schnittpunkte zweier ebener algebraischer Kurven 
auf sich schneidende algebraische Kurven in hdéheren linearen Raumen 
zu iibertragen und dann deren Gleichwertigkeit nachzuweisen, miiBte man 
nach dem Grellschen Kompositionsreihensatze zeigen, das jedes einen 
Schnittpunkt darstellende Primirideal in seinem Quotientenringe zu einem 
Hauptideale wird. Ein einfaches Beispiel zeigt aber, da8 dies nicht der 
Fall ist*). 

Es sei R[z,, z,, z,] = R, der dem dreidimensionalen affinen Raume 
entsprechende Polynomring. Dann gibt es nach Macaulay auf einem ge- 
eignet gewahlten Kegel l-ter Ordnung (/ > 3) mit der Gleichung 


E(z,, 2, 2) = 0 
und dem Scheitelpunkte im Koordinatenanfangspunkte eine irreduzible 
algebraische Kurve, die durch | passend gewihlte algebraische Flachen 


1) Siehe hierzu etwa: Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Variablen ..., Leipzig 1902. 
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der Ordnung / mit den Gleichungen F;(z,,2,,2,) = 0 (l1Si< 1) auf 
dem Kegel ausgeschnitten wird. Dabei haben die Schnittflachen F; = 0 
im Ursprung einen mindestens (/ — 1)-fachen Punkt, es enthalten also die 
Polynome F;(z,,2,,%,) nur Glieder in z,, z,, %,, deren Grade >1—1 
sind. Die Punkte der algebraischen Kurve werden algebraisch definiert 
durch die Nullstellen des Primideals tf = (F,,..., F;, £). 

Diese Kurve soll nun zum Schnitt gebracht werden mit einer zweiten 
und zwar mit einer noch beliebig wihlbaren Kegelerzeugenden. Ihre 
Idealdarstellung ist gegeben durch g = (!,,1,), wo 1, und 1, zwei in bezug 
auf den Kérper der komplexen Zahlen & linear unabhingige Linearformen 
bedeuten: Die Schnittverhiltnisse des im Scheitelpunkte des Kegels 
liegenden Kurvenpunktes sollen nach der fiir ebene Kurven angewandten 
Methode untersucht werden’). 

Im Restklassenringe R,/f = P tritt bei der Primiridealzerlegnng von 
y = (A,, 4,) auch ein zum Scheitelpunkte des Kegels gehérendes Primar- 
ideal w auf. Das Ideal 2 = (&,, &,, &,) ist dann das yu teilende Primideal. 

Die im Kompositionsreihensatze ausgedriickte Beziehung gilt hier 
aber nicht, denn anderenfalls miiBte das Ideal y-P, = «-P, im Ringe P, 
zu einem Hauptideale werden: (A,, 4,)-P, = («)-P,,a CP. Wenn das 
der Fall wiire, so giilte: B,-« = A,-t, und B,-« = A,-t,, wobei B,, B,, t,, T, 
Elemente aus P und 1,, t, zu 2 teilerfremd sind. 

Im Ringe R, hatte man die identisch in z,,z,,%, geltenden Be- 
— ba = 1,-t, +G,-F, +... +G-Fit+Giy.B 
un 

b,-a = 1,-t,+H,-F, +... + Ay Pi + Aiy,-E. 
Weil aber ¢, und ¢, von Null verschiedene Anfangsglieder haben, und 
weil in den Polynomen F;, E nur Glieder mit einem Grade >/—1>2 
vorkommen, so miiSten /, und J, derselben aus a stammenden Linearform 
in Z,, %,,Z, proportional sein; dies ist aber wegen der linearen Un- 
abhingigkeit von 1, und J, unméglich. Das Ideal u-P, ist darum kein 
Hauptideal. 

Dagegen ist es leicht zu sehen, daB im Restklassenringe R/g das 
aus £ hervorgehende Ideal x einen zum Scheitelpunkte des Kegels 
gehérenden Primiridealteiler yu’ besitzt, der im zu mw’ gehérigen Punkt- 
ringe zu einem Hauptideale wird. 

Darum kann jetzt gesagt werden: Die in der Ebene symmetrische 
funktionentheoretische Definition der Schnittpunktmultiplizitét in einem 

12) Es soll fortan die folgende Bezeichnung verwendet werden: Lateinische 
Buchstaben bedeuten transzendente Elemente itiber dem Kérper & der komplexen 


Zahlen. Die entsprechenden griechischen Buchstaben stellen die aus lateinischen 
Buchstabenelementen hervorgehenden Restklassenelemente dar. 








448 ‘ A. Helms. 


Schnittpunkte zweier algebraischer Kurven ist im Raume nicht durchweg 
symmetrisch, und daher kann sie mit der idealtheoretischen Definition 
nicht immer iibereinstimmen™). Diese aber befriedigt auch nicht. Denn 
nach Study kann keine eine ganze Yahl als Schnittpunktmultiplizitat 
liefernde Definition fiir Kurven auf einem quadratischen Kegel das ,,Prinzip 
von der Erhaltung der Anzahl“ erfiillen**). 


§ 2. 

Wie schon in der Einleitung erwihnt, sollen in diesem Paragraphen 
zwei duBerlich sehr verschiedenartige Definitionen des singularen Punktes 
einer algebraischen Kurve in einem Raume von beliebiger Dimension als 
gleich erwiesen werden. Um zu den Definitionen selbst zu gelangen, 
miissen ein paar einleitende Vorbemerkungen gemacht werden. 

Es sei R der Kérper der komplexen Zahlen. Der Ring R = S[z,, ... z], 
wobei z; Unbestimmte iiber 8 bedeuten, kann als arithmetisches Aquivalent 
des n-dimensionalen Raumes angesehen werden. 

Unter der durch das Ideal r c R definierten Mannigfaltigkeit versteht 
man die Menge aller Nullstellen (a,,...,a@,) des Ideals r. Im fiir diese 
Mannigfaltigkeit charakteristischen Restklassenringe R/r liegen nur solche 
Ideale, deren Mannigfaltigkeit in der von r enthalten ist. 

Als Dimension des Primideals p bezeichnet man den Transzendenzgrad 
des 'zum Integritatsbereiche R/p gehérenden Quotientenkérpers in bezug 
auf R. In den folgenden Zeilen sollen vornehmlich eindimensionale irredu- 
zible algebraische Gebilde und ihre singuliaren Stellen betrachtet werden. 
Sei p ein Primideal der Dimension 1. Im Restklassenringe R/p = P, 
dessen Quotientenkérper mit K bezeichnet werden mége, gilt der Doppel- 
kettensatz mod jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal. In P labt 
sich mithin jedes Ideal eindeutig als Produkt von Primiridealen schreiben **). 


18) Herr Prof. v. d. Waerden machte mich auf das folgende einfachere Beispiel, 
bei dessen Darstellung jedoch die Linie der allgemeinen Entwicklungen im Texte 
verlassen wird, aufmerksam: Auf einem quadratischen Kegel sei | das Ideal einer 
Erzeugenden, f das der Schnittkurve C des Kegels mit einer Flache 2. Ordnung 
durch den Scheitelpunkt A des Kegels, die aber die Erzeugende in A nicht be- 
rihrt. Die funktionentheoretische Schnittpunktmultiplizitat in A ist bei Be- 
trachtung der Kurve 4. Ordnung C als Grundkurve mindestens gleich 2, weil ja 
durch A 2 verschiedene Zweige von C hindurchlaufen. Die idealtheoretische Multi- 
plizitat ist aber gleich 1, weil sie héchstens gleich der gewdhnlichen Schnittpunkt- 
multiplizitat der Erzeugenden mit der Flache 2. Ordnung ist. Denn wegen 
(F,)) c (£1) gilt eine entsprechende Ungleichung auch fir die zu A gehérenden 
Primarkomponenten von (F, l) und (f, 1). 

4) E. Study, Das Prinzip der Erhaltung der Anzahl, Leipziger Berichte 68 
(1916), S. 65—92. 

15) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen 88, S. 23—67. 
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Um einen geometrischen Zusammenhang des Ringes P mit dem zu 
ihm gehérenden, in seinem Quotientenkérper ganz abgeschlossenen Ringe P 
herzustellen, soll der folgende, spiter sehr niitzliche Hilfssatz bewiesen 
werden. 

Hilfssatz 1: Es existieren zu den Elementen §,,...,&, m in 
bezug auf & linear aquivalente Elemente w,,...,@,, so dab 

a) fiir w, Linearformen o, = ¥ dud gewahit werden kénnen, bei 

i=1 
denen jedes der Elemente d,; noch unendlich viele verschiedene Werte 
annehmen kann; 


b) die Elemente w; = Dy dj. & (2 j Sn) ganz abhingig von K [~,] 
k= 


gewaihlt werden kénnen, so da8 fiir jedes 2<j < » gilt: 
K = K(@,, @;). 
Wenn é,, nicht ganz abhingt von R[é,_,], so aber von 
K [En - i] _ K [E, — 3 b,, §,), 
wobei 6, nur endlich vielen Elementen aus & ausweichen muB8. Genau 
so zeigt man, daB &,_, sicher ganz abhangt von R[é,~» — b,~,°&,~-,], 
wo wiederum },, von endlich vielen Elementen aus & verschieden sein 
mu8. So erhalt man ein Element €; = w, = EF aug, so daB €,,..., €, 
i=1 
ganz abhangen von S[w,]. Dabei kann man wirklich jedes Element d,; 
noch auf unendlich viele Weisen wihlen. 
Nach dem Abelschen Satze der Kérpertheorie existiert ein Element 
o, = Lae.. so daB K = R(w,, @,) ist. Die d,,(2<t< 2) sind nur 
v=2 
der Beschrankung unterworfen, daB eine bestimmte, mit Unbestimmten 
Uso,+++,)Uen gebildete Diskriminante F(u,,,..., on) fiir we; = dy; von 
Null verschieden ist. 
Seien in Variablenreihen Mins 2, ..., , die (n—1) Polynome 
F (Ugg, «++ Wan), «++ Y (Ung, «++, Unn) und die aus u,;, gebildete Determi- 
nante D(u,,) aufgeschrieben, sei ferner 
g (Ujx) = F (ug:) ... F (Uni): D (ui) - h (ujx), 
wobei A(u;,) ein spiter festzulegendes, nicht identisch verschwindendes 
Polynom bedeutet. Man kann aus & (n —1)* Elemente d;,, k 2,..., %, sogar 
auf unendlichfache Art so wihlen, daB g(d,;,) + 0 ist. Das heiBt aber, dab 
die (n — 1) tiber den Ring &[w;] ganzen Elemente wm; = J d,, &, erzeugende 
k=2 
Elemente von K iiber & [w,] sind. 
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Fiir die Struktur des Ringes P ergibt sich aus Hilfssatz 1 sofort, 
daB jedes Ideal aus P einem Produkte von Primidealpotenzen gleich ist. 
Es existiert auBerdem ein vom Nullideal verschiedenes Fiihrerideal g = P : P 
aus P. 

Seien 2,,..., %, die in g aufgehenden Primideale aus P. Es liegt 
nahe, die durch die Primideale 2; gegebenen Punkte der durch p defi- 
nierten algebraischen Kurve als singulare Punkte zu bezeichnen. Diese 
Primideale haben die sie charakterisierende Eigenschaft, daB die Quotienten- 
ringe P,, nicht ganz abgeschlossen sind, weil zu 2; echte, von Primideal- 
potenzen verschiedene Primirideale existieren. 

Eine mehr an das Anschaulich-Geometrische ankniipfende Definition 
der singularen Punkte einer algebraischen Raumkurve ist die folgende, 
bei Schmeidler und Macaulay zu findende*)*‘). Seien 


PPE (a, , oo 0g Made oo gp FO ~ Om, . 005 Me) 


(n — 1) beliebige Polynome aus dem Primideal pc R. Man bilde aus 
den partiellen Ableitungen F“ (z,,..., 2,) die Determinante 


A =|F%(z,,...,2)|, *!1,...,(n—1). 
75 k{ 


Als singulare Punkte der durch p gegebenen algebraischen Kurve be- 
zeichnet man alle Nullstellen des Ideals a = (p, 4,, 4, ...), das aus p durch 
Hinzufiigen jeder bildbaren Determinante der Form J entsteht. Im 
Ringe P laBt sich das aus a hervorgehende Ideal « als Produkt von 
endlich vielen Primidealen darstellen. 

Uber den Zusammenhang dieser beiden verschiedenen Singularititen- 
definitionen ]4Bt sich nun das einfache Resultat aussprechen: 

Satz 3: Die im Schmeidlerschen Sinne singularen Punkte stimmen 
mit den durch die Teiler des Fiihrers g = P:P definierten iiberein. 

Der Beweis soll in zwei Schritten gefiihrt werden. Man beweist 
zuerst den 

Hilfssatz 2: Wenn das Primideal 2 cP Teiler des Fiihrers 9 
ist, so sind alle aus (n —1) beliebigen im Primideal p c R gelegenen 
Polynomen F“(z,,..., Z,) bildbaren Determinanten der Form 


A= [Fe (2, oocg Mlk if} -.+»(n— 1) 
im Restklassenringe P durch 2 teilbar. 


Durch eine Koordinatenverschiebung kann man immer erreichen, daB 
fiir das Primideal x c P die Darstellung gilt: 


wm = (€,,...,&,) == (@,, ..., Wa). 





4 
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Wenn nun das Gegenteil der Behauptung wahr wire, so gibe es mindestens 
eine Determinante der Form 4 = | F®|, i} ...,(m—1), deren Rest- 
klasse im Ringe P nicht durch 2 teilbar wire. Es sei: 


(1) PoO= kj, w, + ee + kitn— 1) Wn—1 + Kins W, + OY (w,, 2009 Wa) 
i =1,...,(n—1), 


wobei Df) (w,, ..., w,) Polynome ohne in w,,..., w, lineare Glieder sind. 
Es wiirden dann die (mn — 1) Linearformen 
(2) t = kj,-w,+... + kign—1y)*Ma—:, t= 1,..., (n — 1), 


linear unabhangig sein. 

Weil nun das Primideal 2 = (w,,...,,) Teiler des Fiihrerideals p 
ist, so gibt es ein zu 2 gehérendes echtes Primarideal x mit 2*cxca2 
und ein Polynom q(w,,...,w,), das in x, aber nicht in 2° gelegen ist. 
Im Ringe P kénnte man aber aus (1) schlieBen t;= — k;, w, (2*-P) 
fir 1<+<(n— 1), um so mehr also 
(3) T; = — kino, (%- P). 

Wenn man aus den Gleichungen (2) die Elemente 1,,..., t,—, in 
q(@,,.--;@,—1) einfihrt und dann die Kongruenzen (3) beachtet, so 
hatte man: 

q (4, - «+» On) = Q(T, ++ +) Tr—-19 On) = J (— Bin Wns ---s — kn—1,0* Ons Wa) 
= q' (w,) = 0(x-P). 

Das Polynom q'(w,) verschwindet nicht identisch in w,, weil sonst 
q (@,, .--, @,) schon in 2*- P gelegen wire. Wegen q(a,,...,@,) © 7P ¢ 2’ P 
hatte man also: q' (@,,) = w,*q,(@,) mit g,(@,) ¢ a-P. 

Es gilte darum w, C x. Zusammen mit (3) ergiibe sich 1, = 0 (x), 


i=1,...,%—1. Darum wire schon za = x. 
Sei nun z’ ein zum Fiihrer gy = P: P teilerfremdes Ideal. Durch 
eine Koordinatenverschiebung kann man wieder erreichen, daB 2’ = (&,,...,&,) 


ist. Um den noch fehlenden Teil zum Beweise des Satzes 3 auszufiihren, 
miissen die durch Hilfssatz 1 noch in weitem MaBe willkiirlich wahlbaren 


Elemente w,, ...,@, noch genauer ausgesucht werden. 
Hilfssatz 3: Es existieren zu den Elementen £,,...,&, in bezug 
auf & aquivalente Elemente w,,..., @,, 80 daB a) und b) aus Hilfssatz 1 


gelten, und weiter 

c) das Element w, nicht durch 2’® teilbar ist, 

d) die Elemente w,,..., @, nicht durch diejenigen Primideale 
x”, ...,2 teilbar sind, die auBer x’ noch in w, aufgehen. 

Wegen a) von Hilfssatz 1 kann das Element w, leicht so gewahlt 
werden, daB es nicht von 2’* geteilt wird. 

Die Linearformen u,;,&, + ... + tinén (21S) sind mod jedem 
Primideale x (2 < k < s) Linearformen L,, inden Unbestimmten u, , gleich 
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mit Koeffizienten aus 8. Dabei ist keine Form Z,, identisch Null, weil sonst 
die Elemente ,, &,, ..., &, noch etwa durch das Primideal x”) + 2’ teilbar 
wiiren, was wegen 2’ = (m,, é,,..., &,) nicht richtig ist. Man setze das 
Produkt aller L,;, gleich dem beim Beweise des Hilfssatzes 1 eingefiihrten 
Polynome A(u,,). Dann haben die Elemente ,,...,@, die unter d) im 
Hilfssatz 3 angegebenen Eigenschaften. Nun kann man den folgenden 
Satz beweisen: 

Hilfssatz 4: Wenn das Primideal 2’ = (,,...,@n) = (&, ---+s &n) 
zum Fiibrer » = P: P teilerfremd ist, dann existiert eine Determinante 
von der (nm — 1)-ten Ordnung aus partiellen Ableitungen von Polynomen 
GO (w,, ..., Wn) C p derart, daB 


Dy—1 = |Griy, (Ws + ++» Wn) | y| bor (n—1) 


als Restklasse im Ringe P nicht durch das Primidea] 2’ teilbar ist. 

Der Beweis soll auf den Fall der im zweidimensionalen Raume 
liegenden algebraischen Kurve zuriickgefiihrt werden. 

Es sei R[w,,w,] der Ring aller Polynome in den zwei Transzendenten 
w,, w;, und es sei p® c p das Ideal aller derjenigen Polynome aus pc R, 
die fir w, = w, und w, = ow, Null werden. Das Ideal p ist ein Prim- 
ideal von der Dimension 1, weil ja &[w,, w,]/p® = K[w,,a,;] = P® ist. 
Im Ringe & [w,, w,) ist daher das Primideal p Hauptideal: p® = (/ (w,, w,)). 
Wegen der Feststellung b) des Hilfssatzes 1 existiert ein vom Nullideal 
verschiedenes Fiihrerideal g, = P®: P von P zu seinem im Quotienten- 
kérper K ganz abgeschlossenen Ringe P. Es soll gezeigt werden, daB 
das Verengungsideal von z’ im Ringe P®, namlich das Primideal 2, = (w,,@,), 
teilerfremd zu g, ist. Dazu hat man nachzuweisen, daB der Ring P:) 
ganz abgeschlossen ist. 

Zu P{, gehért der ganz abgeschlossene Ring P,,. In P,, existiert 
aber nur ein einziges Primideal. Denn das Erweiterungsideal 2,-P ist 
primar, weil ein von 2 verschiedener Primidealteiler von 2,P insbe- 
sondere w, und w, teilen miiBte, entgegen der Feststellung aus Hilfssatz 3. 
Da nun 2’-P wegen (2’,~) = P im Ringe P wiederum Primideal ist, so 
ist auch 2,-P Primirideal aus P. 

Zu den beiden Ringen P{) und P,, ist g,-P{, + 0 das Fihrerideal. 
Es ist P,, © P», und im ganz abgeschlossenen Ringe Pq ist (w,)-P» 
nach Hilfssatz 3 das Primideal. Darum stellt (w,)-P,, im Ringe Pq, 
ebenfalls das prime Hauptideal dar. AuBerdem sind die Restklassen- 
kérper P., /(@,) - P., und Pp? |x, Po gleich dem Konstantenkérper &. 
Nach einem beim Beweis von Hilfssatz 7 ausgefiihrten Schlu8 stimmen 
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darum die Ringe Po und P,, tiberein. Das Ideal 2, ist daher wirklich 
teilerfremd zu q,. 

Man kann nun zeigen, da8 das Element fad (m,, @,) durch das Ideal 
a,°P unteilbar ist. Wenn das niamlich nicht der Fall wire, so miiBte 


ad (w,, W;) = W,° “1 (0, 0) + Pr (w,, w;) +...+ Pt (w,, ;) 
sein, wobei ,(w,,w,),...,~:(w,,w,) homogene Polynome in w,,w, von 
den Dimensionen 2< r <...< t bedeuten, und man hatte im Ringe P 
entweder w, = 0(x?-P®) und somit im Ringe P: w, = 0(x’*-P) (falls 


(i) 


w, (0,0) + 0), was entgegen Konstruktion von w, ist, oder aber 
Pr (@,, 4) = O(a;*") (falls f2(0,0) = 0). o,(w,, o) = O(aj**) adge 
nach sich: g,w, + 9,@, =0(z}) fiir mindestens eine in g,(w,,,) auf- 
gehende Linearform (g,,9, Elemente aus ). Im Ringe R[w,,w,] gilte 
alsdann: g,w, + 9,0; = P,(w,,w,) + (ge +... + @)-h, wobei P,(w,,w,) 
ein Polynom in w,,w, darstellt, in dem jedes Glied einen Grad > 2 hat. 
Diese Gleichung ist aber wegen 2 << r <<... <¢ unméglich. 
Es gilt also fiir 1 = 2,..., jeweils ein Polynom 
G (w,,..., Wa) = fF (w,, w), 
fiir das f° c p,cp, , ¢ p ist, und die Determinante 
od (w,, W), 0, 
Da—a = |G9. (wy, +5 m)] =| 9% eg (101 4), 


i 
4 n 


fr. (w,, Wn) 
= 4 (w,, W,) — om (w,, W,) 


ist im Ringe P nicht durch das Primideal 2 = (m,,...,w,) teilbar. 

Damit ist die Aquivalenz der auf den Begriff der algebraischen Ab- 
geschlossenheit gegriindeten Singularitatendefinition mit derjenigen, die 
sich auf das Macaulay-Schmeidlersche Singularitatenidea] stiitzt, fiir ein- 
dimensionale Gebilde vollstindig bewiesen. Eine unmittelbare Folge des 
Satzes 3 ist die Bemerkung, daB eine algebraische Kurve dann und nur 
dann nach den beiden angefiihrten Definitionen singularitiatenfrei ist, 
wenn der zugehérige Restklassenring in seinem Quotientenkérper ganz 
abgeschlossen ist. 

§ 3. 


Sei R[w,,...,w,] der fiir den n-dimensionalen affinen Raum charak- 
teristische Ring, p ein Primideal aus ihm von der Dimension 1. Sei 
P = R[w,, ..., w,]/p der Restklassenring der durch die Nullstellen von p 
definierten algebraischen Kurve, P sein zu ihm gehérender ganz abge- 
schlossener Ring. 

Mathematische Annalen. 111. 30 
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Es soll im folgenden unter allgemeinen abstrakten Voraussetzungen 
gezeigt werden, da P einfache Erweiterung von P ist: P = P[®, ,,]. 

Welche Bedeutung hat nun dieser Satz fiir die Auflésung der Singu- 
laritaten der durch p definierten Mannigfaltigkeit ? 

Wenn man im Ringe K[w,, ..., W,, Wn4.1] alle diejenigen Polynome 
betrachtet, die fiir w, = w,, 1 Sis n, w; 4, = @, 4, Null werden, so bilden 
sie ein Primideal p’ von der Dimension 1, weil P = R[1w,, ..., Wa, Wn41]/P" 
ist. Die zum Primideal p’ gehérende algebraische Kurve im (n+ 1)- 
dimensionalen Raume besitzt keine singularen Punkte. 

Um einen Zusammenhang herzustellen zwischen den Punkten der im 
n-dimensionalen Raume gelegenen Kurve und denen der im (n + 1)-dimen- 
sionalen Raume durch die Nullstellen von p’ gegebenen, bedenke man 
das Folgende: Wenn x = (w, —¢,, ..., @, — ¢,) ein zum Fiihrer p = P:P 
teilerfremdes Primideal aus P ist, so ist ja 2P in P ebenfalls Primideal. 
Weil aber P/x = P/xP = & ist, so gilt: D4, = Cn4i1(2P), Cn yi C8. 
Durch die Zuordnung der beiden Primideale x-P und 2-P kann man 
jedem reguléren Punkte der Ausgangskurve einen reguliren Punkt der im 
(n + 1)-dimensionalen Raume gelegenen Kurve zuordnen. 

Wenn aber das Primideal x = (wm, —d,,..., %, —d,) den Fiihrer 
teilt, so seien die Primideale %,, ..., %,(t > 1) die Primidealteiler von 1 P 
in P. Weil die Restklassenkérper P/x und P/x, gleich & sind, so hat 
man wie vorhin: 

nor = Ore. (%P), dy CR. 


Das Ideal (w, — d,, ..., @_ — Gn, @a+; —de,,) ist Primideal und in %, 
enthalten. Mithin gilt: 
= (@, — dy,» +4 On — dn, Dn +1 — m +1) 

Da aber die Primideale %, im Ringe P zueinander teilerfremd sind, so 
ist fiir i+ k: d?,, + G,,. Jedem singuliren Punkte der Ausgangs- 
kurve entsprechen daher mehrere verschiedene regulire Punkte der im 
(n+ 1)-dimensionalen Raume gelegenen Kurve. Man kann diesem Tat- 
bestand der Auflésung der Singularititen noch durch die folgende Formu- 
lierung eine bekannte Form geben. 

Satz 4: Es existiert im (n+ 1)-dimensionalen affinen Raume eine 
algebraische Kurve ohne Singularitaten, deren Projektion in den gegebenen 
linearen n-dimensionalen affinen Unterraum mit der vorgelegten Kurve 
iibereinstimmt °). 

Aus dem Satze 6 ergibt sich noch, da8 man schon in einem 3-dimen- 
sionalen affinen Raume eine singularitétenfreie Kurve angeben kann, 
deren Projektion in einen passend gewahlten 2-dimensionalen linearen 





Algebraische Geometrie. 455 


Unterraum iibereinstimmt mit der Projektion der im n-dimensionalen 
Raume liegenden Kurve in diesen Unterraum. 


Satz 5: Eine im n-dimensionalen affinen Raume gelegene algebraische 
Kurve ist birational aquivalent mit einer im 3-dimensionalen affinen 
Raume liegenden singularitatenfreien Kurve. 

Es bleibt jetzt nur noch iibrig, die Gleichung P = P[®, 4,] wirklich 
zu beweisen. Es soll dabei mit den folgenden abstrakten Voraussetzungen 
gearbeitet werden: 

Es sei T ein Ring mit einem Einheitselement und ohne Nullteiler, 
in dem sich jedes Ideal a eindeutig als Produkt von endlich vielen Primir- 
idealen darstellen la8t. Der zu T gehorige ganz abgeschlossene Ring, 
also der Ring aller T-ganzen Elemente aus dem Quotientenkérper von T 
werde mit T bezeichnet. In T lasse sich jedes Ideal eindeutig als Produkt 
endlich vieler Primidealpotenzen schreiben. Das Fiihrerideal f = T: T, 
das aus allen Elementen a c T mit a-T c T besteht, sei ein vom Null- 
ideal verschiedenes Ideal aus T. Man wei, daB nur zu den Primideal- 
teilern p,,..., p, des Fiihrers f in T echte Primiarideale gehéren. Der 
Restklassenkérper T/p,  Primideal aus T, sei eine endliche, separable 
Erweiterung des Kérpers T/p, wobei p = TM gesetzt ist. T/p ent- 
halte fiir p > f unendlich viele Elemente. — Es soll dann der Satz 
bewiesen werden: 

Satz 6: Es existiert ein Element A in T, so daB T = T[A] ist. 

Zum Beweise dieses Satzes-sollen einige Vorbemerkungen und Hilfs- 
sitze vorausgeschickt werden. 

Es sei p>f ein Primideal aus T, fiir das in T die Zerlegung 
p-T = pf... pf gilt. Wie aus der Voraussetzung folgt, existieren r 
Elemente 0), ...,@' und r Polynome Q, (z), ...,Q,(x) niedrigsten Grades 
mit Koeffizienten aus T, so daB durch die Adjunktion der durch das 
Element @; mod p,; in T gegebenen Restklasse zum Restklassenkérper T/p 
gerade der Kérper T/p, entsteht und daB Q,(@;) = 0(P,) = 0(p?) fiir 
1=x=‘<r ist. Die letzte Beziehung ergibt sich aus einer gelaufigen 
SchluBweise. 

Hilfssatz 5: Es existieren r Elemente @,,...,@, als Reprisentanten 
fiir die erzeugenden Elemente der Restklassenkérper T/p, (1 <i < 1) iiber 
dem Kérper T/p und r dazugehérige Polynome P;(z) niedrigsten Grades 
mit Koeffizienten aus T, so daB gilt: 

P, (@,) = 0(B,) + 0(9?), P,(@,) + O(,) fiir alle k + i. 

Zum Beweise dieses Hilfssatzes bedenke man, da8 mit @; auch @;+ e, 
e beliebig aus dem Ringe T, erzeugendes Element des Restklassenkérpers 
T/p, tiber dem Kérper T/p ist. 

, 30* 
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Weil nach Voraussetzung unendlich viele mod p inkongruente Elemente 
aus T existicren, so gibt es unendlich viele ¢,, i = 1,2,..., mit 
Q, (@, + &;) = O(P,). Die Elemente Q,(@, —«,), » = 1, 2,.... kénnen 
nicht fiir alle ~ durch jp, teilbar sein. Es gibt daher ein «,,, so da8 
Q, (©; — Em) = O(P,) ist. 

Die Elemente ©, = ©, und ©, = ©, — e,, sind Reprisentanten fiir 
erzeugende Elemente der Kérper T/p, und T/p, tiber T/p mit den zu- 
gehérigen Polynomen P,(z) = Q,(r) und P,(z) = Q,(¢+ ¢,,), fiir 
welche gilt: 

P,(©,) = O(P,) = O(P7), P,(@,) = O(P,), 
P,(@,) = 9(p,) = O(P3), P,(@,) = O(P,). 

Der Beweis gelingt nun durch einen Induktionsschlu8: Sei namlich 
bis zum Index s <r nachgewiesen, dab @,,...,@, erzeugende Elemente 
der Kérper T/p,...., T/P, iiber dem Kérper T/p sind mit den zugehérigen 
Polynomen P, (x). ..-. P,(x), so dab: 

P,(O,) = O(P,)) = O(P7); PO.) = O(P,) (6 #4’, LAS). 

Seien Q,., (4) und @,,, Polynom und erzeugendes Element fiir den 
Index s +1. Wie vorhin schlieBt man auf unendlich viele mod p in- 
kongruente Elemente ¢ < T. so da fiir jedes 1 = ¢ < s gilt: 


QV. 41 (0; J &) aa 0(p,). 
Aber nur fiir endlich viele solehe ¢ kénnen die Kongruenzen 
P, (0,4, — &) = O(P. +1) (1 l 8) 


erfiillt sein. Es gibt daher sicher ein ¢,,,, fiir das die Elemente 
P,(,44 — €e41:) (1 S18) nicht durch p,,, teilbar sind. Es ist 


WA 
A 


Ora, = O41 — p41 erzengendes Element des Kérpers T/p,., tiber T/p 
mit P,.,(2) = Q.4:(@+e..,) als zugehérigem Polynom, fiir das gilt: 


P, «1 (@_ +1) = O(p i) = 0(p?.,), 
P,.,(@, # O(P,) ‘fiir 1 
P, (@, . ;) # 9(,,,) fir 1 


; 


l 


IA WA 


Damit ist der vorstehende Hilfssatz bewiesen. 


Hilfssatz 6: Es existiert ein Q c T, so daB 


sS. 
> 


P,(Q) = 0(9,) = 0(?) lsisn). 


P(2) #0) 1S," ik 
und daB 


T/B, = T/p(Q) 
ist fir alle i mit l1<icn. 
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Da die Ideale a, = Pj... p?_,-D74,...04 (1 S| i Sm) meinander 
teilerfremd sind, so gibt es Elemente ¢ CT mit @,+...+6 = 1. 
Das Element Q = ¢,0,+...+%¢,@, ist dann das gesuchte. 

Es ist nimlich Q = @,(p?) und somit P,(Q) = P,(@, = 0(®,) und 
+ 0(p}?). Aus P,(Q) = 0(p,) (i + k) folgte aber P,(@,) = 0(p,), ent- 
gegen dem Hilfssatz 5. 

Hilfssatz 7: Der Ring T, = T,[Q] ist der zu T, gehdrende ganz 
abgeschlossene Ring. 

Der Durchschnitt der ¢ Primideale §,-T,,...,),-T, im zu Ty ge- 
hérigen ganz abgeschlossenen Ringe T, mit dem Ringe Tj c T, liefert ¢ 
voneinander verschiedene Primideale p;,...,p; in T;. Wenn namlich fir 
1+ k p; = p, ware, dann miiBte wegen 

P,(Q) = O(p, T,) auch P,(Q) = 0(p; T>) 
sein. Das ergiibe 
P,(Q) = 0(P, Tp) 
und die falsche Kongruenz 
P, (2) = 0(p, T). 

Wenn nun der Ring Tj, nicht ganz abgeschlossen wire, mithin eines 
der Primideale p; nicht umkehrbar wire, so betrachte man die dann von- 
einander verschiedenen Quotientenringe (T})p; und (Tp)p;. 

Nach Voraussetzung ist f = T: T das Fiihrerideal von T nach T 
und somit f-T, + 0 das Fiihrerideal von T, nach Ty. In dem zu 
(T>)p; gehOrenden ganz abgeschlossenen Ringe (Tp)p; existiert aber nur ein 
einziges Primideal, das nach Satz 1 Hauptideal und zwar gleich (P;(Q)) 
ist. Der Fithrer g-(T5)p, = (Tp)p; : (Ty)p; ist aber wegen g-(Tp)p; > f - (Tp)p; 
vom Nullideal verschieden. 

Aus dem Hilfssatz 6 ergibt sich aber, daB sich jedes Element 
ac (Tp; so darstellen JaBt: 


a = @,-(P,(Q)) = H,(Q)-(P,(Q))’ + &41-(Pi(Q)*, 
wobei é,, 24, Elemente aus (T»)p, bedeuten und H,(Q) ein Polynom 
in Q mit Koeffizienten aus T ist, fiir welches gilt: 
H,(Q) = b+ i(P; (Q) - (T»)p’). 
Wenn man diesen Entwicklungsproze8 fortsetzt, so bekommt man: 


@ = 3 H,(Q)-P,()+ens1: P,Q)", 


(=? 


wobei N > » noch beliebig gewahlt werden kann und H,(Q) c (T>)p,; und 
Ena. Cc (T,)p; - Der erste Term ist ein Element aus dem Ringe (Tybp;, 
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der zweite liegt fiir geniigend groBes N im Fiihrerideal g-(T})p;. Mithin 
gilt: @ <(Ty)p; und (T)p; = (Tp)p; und der Ring (T>)p; ist ganz ab- 
geschlossen. Das Ideal p; ist daher umkehrbar, T, also nach Satz 1 
Hauptidealring und somit ganz abgeschlossen. 


Fiir jedes der im Fihrer f = T:T aufgehenden Primideale 
P,,---» Pe © T existieren T-ganze Elemente Q,,...,,, die die zuge- 
hérigen Quotientenringe T,,,..., Tp, ganz abschlieBen. Da die Ideale 
a; = pi... pe4.°P?4.---p? (1 Sit) in T aueinander teilerfremd 
sind, so gibt es d; c a, mit d,+...+d, = 1. Man bilde das Element 
A = 4,-0,+...+4,-Q, 

Satz 6: Der Ring T[A] ist gleich dem Ringe T. 

Wegen A = 2Q,(p? T,,) hat A alle die in dem Hilfssatz 6 ausge- 
sprochenen Eigenschaften, die T,[{A] fir p> f als ganz abgeschlossen 
erkennen lassen. Die Ringe T, fiir (p,f) = T sind aber schon ganz ab- 
geschlossen, um so mehr also die Ringe T,[A] = Tp. 

Der Durchschnitt der Ringe T,[A] ist nun der Ring T[A]. Denn 
fir ein Element g¢ im Durchschnitt gibt es ein zu p Cc T teilerfremdes 
acT, so daB a-yC T[A] ist. p,,,..-, Py, seien die Primidealteiler 
von (a)-T. Fir ein zu p,, teilerfremdes b, gilt aber auch: 6,-g C T[A]}. 
Daraus folgt T-(a,b,,...,bm)-¢@ ¢ T[A] oder aber T-gc T[A] und 
g < T[A]. Da aber der Durchschnitt von in demselben Quotienten- 
kérper ganz abgeschlossenen Ringen wieder ganz abgeschlossen ist, so gilt 
wegen T Cc T[A] c T sogar T[A] = T. 


(Eingegangen am 30. 10. 1934.) 








Separable systems in classical and wave mechanics. 
Von 


B. 8. Madhava Rao in Bangalore (Indien). 





1, Introduction. 


The problem of integration of the classical Hamilton-Jacobi equation 
has been solved by the researches of Stickel’), Levi-Civita*), Burgatti*) 
and Dall’Acqua‘). Of the types where such separation is possible, the 
two most important are Stickel’s case and Levi-Civita’s "essentially 
geodetic” case. Coming now to the question of solution of Schrédinger’s 
wave equation which corresponds to the classical H-J ‘*) equation, it is 
well-known, as pointed out by Brillouin®), that separability of the latter 
does not necessarily imply that of the former. Some general separable 
types of the wave equation including a large number of cases met with 
in physical problems have also been given by Brillouin®). In the case 
where the H-J equation is separable under Stickel’s theorem, it has 
further been shown by Robertson’) that the separability of the corre- 
sponding wave equation involves an additional condition in the form of 
a functional identity. 

I propose in this paper to give an alternative derivation of Robert- 
son’s condition by making use of the methods of Burgatti and Dall’ Acqua 
and show that all the types given by Brillouin come under Stickel’s 
case and satisfy Robertson’s condition. It is also shown that this con- 
dition is identically satisfied in the case of two degrees of freedom. An 
example is then constructed of a wave equation which is separable under 
Robertson’s condition but does not come under Brillouin’s types. I further 
prove that when the H-J equation is separable under Levi -Civita’s 
geodetic case, the corresponding wave equation cannot be solved, except 
in trivial special cases, by separation of variables. 


1) P. Stackel, Math. Annalen 42 (1893), S. 537. 

3) T. Levi-Civita, Math. Annalen 59 (1904), S. 383. 

8) P. Burgatti, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 20 (1911), p. 108. 

4) F. A. Dall’Acqua, Math. Annalen 66 (1909), 8.398 and also Rend. Circ. 
Mat. Pal. 33 (1912), p. 341. 

4a) H-J = Hamilton-Jacobi. 

5) L. Brillouin, C. R. 188 (1926), p. 24. 

6) Le Journ. d. Phys. et le Radium 7 (1926), p. 353. 

7) H. P. Robertson, Math. Annalen 98 (1928), 8.749. 
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2. Robertson’s condition for the Stickel type. 

Let us consider a mechanical system whose Hamiltonian is describable 
in terms of canonical co-ordinates and momenta and does not contain 
the time explicitly. Since there is no loss of generality, we might well 
consider the case of a single particle and put its mass equal to unity. 
Let the line element in the generalised g-co-ordinate space be given by 

d= J XZ 91849, 44s, (9rs ag sr) 


r=l1e=l 
and let g denote the determinant formed by the g,, and let D = Vigi. 
The elements of the determinant reciprocal to g are represented by the 
coefficients of inertia g’* in the usual notation. The kinetic energy can 


be represented by 
2T = J 2 Ge59e 4s 


or, in the reciprocal form, 
2K =ZZy"'p,p, 
and the classical H-J equation can be written as 
(1) H=j322¢'p,p,+V=E£ 
where V is a function of the co-ordinates only. In the case where (1) 
is separable under Stiickel’s theorem we have g’* = 0(r + 8) i.e. g,, = 0 
(r + s) and it is possible to find a set of n® functions g,,(g,) and another 
set of nm functions y,(q,) such that 
g’’ _ gy” 
V = 29" te(d) 


where g‘) is the general element of the determinant reciprocal to the 
determinant g = | q,,|._ The solution by separation of equation (1) then 
consists, according to Burgatti and Dall’Acqua‘*), of the system of equations 


4p? = & Pri + & Pra + oes + On—1 Gr, n—1 + EB Gen — Xr 


and, 


(2) s 
= 2 (45945) —%; (fr =1,2,..., 9; B =a,) 


such that the elimination of the arbitrary constants «,, a,, ..., %n—1 
between the equations (2) leads to a separable H-J equation. 

Considered from the point of view of wave mechanics, equations (2) 
are to be treated as equations in operators operating on a wave function y 
and it is evident that when the Schrédinger equation corresponding 
to (1) is separable by writing y = y, y,.-- Yn, the results of these 
operations will be ordinary differential equations for the different y,’s. 





*) F. A. Dall’Acqua, Reference *); see §17 of the Pal. Rend. paper cited. 
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By finding the correct form for the operator p?, I proceed to show that 
the separation of the wave equation involves the additional condition 
due to Robertson. 

By writing Schrédinger’s wave equation in the form 


div grad y+2h(E—V)y=0 (k = 1/h) 


and working out the vectorial operators, divergence and gradient in the 
curved space, we obtain 


i) 
(3) Zz D ag, (29 5¢) + 2H IE — V)y = 0 
and the density function is given by 
P=Dyy*. 


An operator F is Hermitian when 

[Dv*(F y)dq = [DF y)* vag 
and the momentum-operator p, is to be Hermitian in this sense and 
should satisfy the commutation condition 


h 
PeIe — Ue Pre = i 
We can therefore write) 


(4) py =F aq WD y). 
It is to be observed that equation (3) can also be immediately obtained 
from (1) if we write the latter in the correct form from the point of 


view of quantum mechanics. Such a form is well-known") to be 


(5) H= 7> oo p Dg" Py + V = E. 


If we now substitute in (5) the values for the operators p, and p, 
as given by (4) we get the wave equation in the form (3). We can now 
deduce from (5) the correct form for the operator p;. Since 


re + oo -_ re s 
9° P,P, is to be replaced by yp PP 9 Pei? 
it follows that p,p, = (g"*)~'g"*p, p, is to be replaced by 


1 (grs)- i ! @ ret O Ds 
—p@ ) wien wr of 0g, VD ay 


_ zo) 1 7 ig Dg" 3a," 


®) See W. Pauli, Handbuch der Phys. (Geiger-Scheel), 2te Aufl. (1933) 24 [1], 
Kap. 2, Ziff. 5, S. 120. 
10) See B. Podolsky, Phys. Rev. 32 (1928), p. 812. 
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Hence, 


and equations - can be written as 
1 n 
~ 3 irr reer (Voor 5,-) = 2% Prj)— Xr (r = a, Risen mn). 


If equation (3) is to be separable by putting 


Y = Pi Po--s Pn 
we should be able to operate, with both sides of the equation obtained 
above, on the wave function y,. Hence 


(6) Cr i aq, (Voor ® se) + 2e| 2 (a; ri) — Xe] y, = 0. 


Further in order that these be ordinary differential equations enabling the 
solution of the wave bears by separation, we should have 
1 
Voo’? 99, 





o Wog ’) = function of q, alone, 


ie {log (Vg 9"")} = function of g, alone. 


Assuming that the coefficients of inertia satisfy Stackel’s condition"), we 
can write g’’ = g”! and the above condition reduces to 


gi = yo F,(q,) where a, is independent of q, 
g 


l 
gp = Ve pa,F, 


But g y"' is the minor of g,, in the determinant » and hence independent 
of q,. Thus 


b 
G 9= x om b, having the same significance as a,. 
Since this condition must be true for all the co-ordinates g, ...q,, we 
should have 


1 1 
7 —- @ = an 
ie? = I (,) 
which is exactly the condition obtained by Robertson. 
1) This is equivalent to assuming that when the wave equation is separable 


the same is true of the H-J equation, a statement which can easily be justified on 
general grounds. 
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Equations (6) now reduce to 


Pet ot qe 3 + +2h[ 2 (e900) — xe] ye = 0 
or 
6) ade (eae) + 28 [Ee 00.) — ae] ve = 0 


and these are equations (9) of Robertson’s article referred to under 
foot-note "). 


3. Particular Cases. 

Brillouin has considered three general types where the coefficients 
of inertia are given as the product of several functions, each function 
depending on only one co-ordinate. 

Case 1: 


f° =f, (9;) Hs (9s) +++ My (qr); f* = 0 (r + 8) 
and 


= 2M (9) Ma (Jo) « «+» Mr—1 (Gr—1) Xr (Gr)- 


That this comes under Stickel’s type from the classical point of view is 
shown immediately by writing the determinant in the form 


- ee er et we 

My 
stm“ ee ORS 

Ma 

? - 0, —1, an 0, , 0, 0 
l 
0, 0, 0, 0, ’ -i, — 
My 








The value of @ is m,u,...@, and g = Vg'!...g"" and hence 
Tp? = MD (url Vr") = I/F) 


and thus condition (7) is satisfied ensuring the separability of the wave 
equation. 


Case 2: 
9” = My (G) Me (Gq) « - » Mr —1 (Gr —1) Ar (Gr), 


Vi= 2H (41) Ma (Ye) « - » Hr—1 Gr—1) Xe (Qe) 
This can be at once reduced to the previous case by the change of 


variables 
q: = ViA,/u,) dq, (r = 1,2,..., 0). 
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Case 3: g’” = ft, MMe --- fe (sb, 
g,** i+@ — My Mg +++ MiB tei +++ Bt+eas 
1 p §j 
-—_ Lng’ 4,4+2 atic 
r= j=0 @=1 


This is the case of divergent branching and similar expressions can 
be written for the case of convergent branching. In the former case, the 
variables are denoted after the /* by two indices and it comes under 
the generalisation of Stickel’s case given by Stickel’) himself and ob- 
tained by replacing the system of variables 


91992»--+39n DY Gee, (K = 1,2,...,; OQ, = 1, 2, ..., Ap). 
From the forms of g’’ (r S/) and gi+%'+* as the product of functions, 
each of one variable, it is evident that condition (7) is satisfied. 
Case 4: n= 2. 
In the case of two degrees of freedom, 
g' = g"; g? = g?? 


d, Vgit gt Voo' Voor" 
an %?> gig? og= gy: a 


but gq’! and @q*' are the minors of g,, and g,, in the determinant » 
and are therefore functions of g, and g, respectively. Hence Robertson’s 
condition is identically satisfied and we can state the theorem that it is 
only the case of two degrees of freedom in which the separability of the 
H-J equation under Stickel’s condition implies the separability of the 
corresponding wave equation **). 

Case 5: Case of Stankewitch. 

In the first three cases considered above condition (7) is satisfied 
in virtue of the coefficients of inertia being products of functions each 
of one variable and the potential energy being a sum of such functions. 
I have been able to find an example which does not come under these 
three types but satisfies condition (7). Such an example is afforded by 
the mechanical system considered by Stankewitch"*) where 

S we Be. xc 
fT = ? p> F,(q,) 2”’ 


V= > Xr (q,)/K, 


= r--1 





2) P. Stackel, C. R. 121 (1895), p. 489. 

8) Cf. also, K. F. Herzfeld, Zeitschr. f. Phys. 68 (1931), S. 325, where this 
theorem is proved by direct verification. 

14) J. Stankewitch, Mosk. Phys. Section 12 (1904), Lief. 1, p. 1—3. I have not 
been able to see the original article. For a summary, however, see F. d. M. 35 
(1904), S. 719. 





4 
4 
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and further 

K, — (L, ria L,)(L, ms [,). .(Z, oe, L,—,)(L, — L,.,)...(L, _— L,) 
where 

L, = L, (qr). 

To show that this comes under Stackel’s type consider the determinant 
@ given by 
eS cs TE. i QOS 

ek ee 
= oe er Seles +s~ alte 


ne Soe we Ce & De 2 oe Oo, OO se 


ge Oe a 





which gives 





+1 " ba ale, 
= F, F,. _ F. IT (L, — L;) (i < j). 
i,j=1 


Also g ¢’' = minor of g,, in @ 
J ee | aoe! Aes |e 





k 





+1 h,k 
ae EP ee REE A [[%— ice 


hy k 
and, 
F_IT(L, — L,) F 1 

i a ee a, ae oe me a ome ae 

gi = ML, —L,) tah od oak te 
Thus 

g* = y”" 
and 

V=Z2o"xz, 


which show that the present case belongs to Stiickel’s type and from the 
form of K, it is evident that it is not of Brillouin’s type. Again the 
value of 1/Vg is given by 


pepe a Vee 

e ec. <a a 
Substituting the values for K,,...,K, in terms of Z and multiplying, we 
easily find that 


H,K,...Ka=( i ,— Lf (i< 9) 
and hence 
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proving that condition (7) is satisfied. We can thus state the theorem that 
the wave equation which corresponds to the system considered by Stan- 
kewitch can be solved by separation. I have not so far been able to 
find in current physical literature a wave equation of this type. 


4. Levi-Civita’s geodetic case. 
In this case the classical H-J equation is given by 
(9) H=j;229'pp=E£F 
since it is not possible to associate a potential function with the equation, 


H = £. The solution by separation of equation (9) is given, according 
to Burgatti and Dall’ Acqua, by 


(10) Pe = & Pry + hy Peg +--+ +On—1 Pr, n—1 + Pen V2E—t 


where t is a quadratic in a,, ..., %—, and g,, is a function of gq; alone. 
If the wave equation which can be set up from (9) can be solved by 
separation of variables, the solution must consist of the differential equa- 
tions obtained from (10) by operating on the separate wave functions 
Y,,-++» Wx: Using for the momentum-operator p, the expression (4) given 
by Pauli and ery on yw, we, have 
77 yD aq, o (VDy,) = = = (a, Pri) + Prn V2E —r. 

In order that this be an “iit differential equation enabling the 
solution by es we should have 


(VD) = function of q, alone, 


iB a, 
and this, being true for all the co-ordinates, is satisfied only if 
(11) 9 = IT f(g). 


We can consider the determinant g as obtained by bordering the minor 
of g,, by the elements of the first row and first column and expand 
the determinant in terms of products of these elements. Such an ex- 
pansion would give 
0 e ‘ 

9 = 1 Gg — ZZ HI Tyg (r,s + 2). 
Since by an interchange of rows and columns any g,; can be made the 
leading diagonal element we should similarly have 


a , 
(12) 9 = Ji se — 22 Gr I 555g (r, 8 + 1). 
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In the essentially geodetic case it is well-known") that any element g,, is 
a function only of g, and q, and of the form g,, = s a? a? where a, 


j=1 
and a, are functions respectively of g, and g, such that 
Za” = La” = 1. 
j j 

It follows therefore that the partial derivatives appearing in (12) are 
independent of g, and equation (11) can be satisfied only if either 
(a) gr = 0 (6 +17) or (b) gi-gs¢ Contains g,, as a factor. In the latter 
case it follows from the form of g,, that all the functions a‘? must be 
of the form A, gi; where A, is a constant, and similarly g,, must also 
contain Vg,, as a factor. From the equation Za” = 1 we can there- 
fore conclude that g,, must be a constant. The same is true for g,, 
and g,, which means that g,;, and g,, are constants. Thus all the coeffi- 
cients of inertia are constants and the Hamiltonian is such that all the 
q's are cyclic co-ordinates and we no longer have the geodetic case. 
The other alternative (a) that g,, = 0 (¢ + r) reduces g to g,, ... Jn» and 
condition (11) is no doubt satisfied, but the Hamiltonian comes under 
the completely separable case. Hence, neglecting the trivial cases of all 
co-ordinates being cyclic and of complete separability, we can state the 
theorem that the wave equation cannot be solved by separation in the 
essentially geodetic case. 

The non-separability of the wave equation in this case can also be 
understood by means of the geometrical significance of separation variables **). 
The essence of the possibility of separation consists in this that, when one 
considers all eigenvibrations, the nodal surfaces split up into m groups 
such that the totality of surfaces of a group do not cut each other and 
lie everywhere dense. These groups then define the separation variables 
of Schrédinger’s wave equation. In the present geodetic case the 
co-ordinate n-surfaces are surfaces of translation and the same is true of 
the groups of nodal surfaces. From the method of generation of an 
n-surface of translation by imposing on a (m—1)-surface translations con- 
gruent with a set of other similar surfaces, it can be seen that, in general, 
surfaces of the same group intersect one another. Thus nodal surfaces 
of different solutions intersect in an irregular way so that the construction 
of the set of separation variables is not possible in this case. 

This can be illustrated clearly in the case of two degrees of freedom 
by writing the linear element as 


ds? = Edw’ + 2Fdudv+Gdv’. 


18) See F. A. Dall’ Acqua, Math. Annalen 66 (1909), S. 404—405, § 5. 
16) See K. F. Herzfeld, Reference '*) § II. 











468 B.S. Madhava Rao, Separable systems in classical and wave mechanics. 


In the geodetic case £ is a function of u only and G a function of 

v only, and the line element can be reduced to 
ds* = du® + 2cos (U + V) dudv+ dv’, 

U and V being functions respectively of u and v. But it is well-known") 
that these are exactly the conditions for the parametric curves to form a 
Tchebychef system on a surface. From the well-known property that the 
tangent to either family of a Tchebychef system undergoes a parallel 
displacement along each curve of the other family, it can be seen that 
members of the same family intersect one another in general. 


[Added in the proofs February 1935.] After this paper had 
been sent for publication, my attention was kindly drawn by Professor 
O. Blumenthal to a paper by L. P. Eisenhart on “Separable systems of 
Stackel”” in Annals of Math. 35, 2 (1934), p. 284. In this paper Eisen- 
hart derives the very interesting result that Robertson’s condition is 
equivalent to the vanishing of the Ricci tensor for the space considered 
and hence satisfied for an Euclidean space or for a space of constant 
Riemannian curvature. He also derives the canonical forms, for the 
equations which are reducible in the case n = 3. It will be readily 
seen that Brillouin’s types are included in the forms given by Eisen- 
hart. Again, his general canonical form leading to a system of confocal 
quadrics affording separation of variables is identical with the case of 
Stankewitch (see §3 above) which I have constructed as an example 
satisfying Robertson’s condition. 

In view of what I have proved in §4 of my paper, Eisenhart’s 
geometrical interpretation of Robertson’s condition leads to an interesting 
observation. It is well-known that for separability of the H-J equation 
under Levi-Civita’s type it is a necessary condition that the space be of 
the Euclidean variety (Cf. Levi-Civita, Math. Annalen 59, 8. 383). This 
is however not necessary for the Stickel type and it now appears accor- 
ding to Eisenhart, that imposing this as an additional condition makes 
the wave equation also separable. This affords a sort of justification 
for my result that the wave equation corresponding to Levi-Civita’s case 
cannot be solved by separation, for otherwise, it would mean a still 
further specialisation of a space already Euclidean. 


17) L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale. 3. Aufl. (1920), I, S. 153—162. 


(Eingegangen am 23. 12. 1934.) 











Nachruf auf Emmy Noether. 
Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Ein tragisches Geschick hat unserer Wissenschaft eine héchst bedeut- 
same, vollig einzigartige Persénlichkeit entrissen. Unsere treue Annalen- 
Mitarbeiterin Emmy Noether ist am 14. April 1935 an den Folgen einer 
Operation gestorben. Geboren war sie in Erlangen am 23. Marz 1882 als 
Tochter des bekannten Mathematikers Max Noether. 

Ihre absolute, sich jedem Vergleich entziehende Einzigartigkeit ist 
nicht in der Art ihres Auftretens nach auBen hin zu erfassen, so charak- 
teristisch dieses zweifellos war. Ihre Eigenart erschépft sich auch keines- 
wegs darin, daB es sich hier um eine Frau handelt, die zugleich eine 
hochbegabte Mathematikerin war, sondern liegt in der ganzen Struktur 
dieser schépferischen Persénlichkeit, in dem Stil ihres Denkens und dem 
Ziel ihres Wollens. Da nun dieses Denken in erster Linie ein mathema- 
tisches Denken und das Wollen in erster Linie auf wissenschaftliche Er- 
kenntnis gerichtet war, so miissen wir zuerst ihr mathematisches Schaffen 
analysieren, wenn wir ihre Persdnlichkeit einigermafen erfassen wollen. 

Die Maxime, von der sich Emmy Noether immer hat leiten lassen, 
kénnte man folgendermaBen formulieren: Alle Beziehungen zwischen Zahlen, 
Funktionen und Operationen werden erst dann durchsichtig, verallgemeine- 
rungs{ihig und wirklich fruchibar, wenn sie von iliren besonderen Objekten 
losgeiést und auf allgemeine begriffliche Zusammenhédnge zuriickgefiihrt sind. 
Dieser Leitsatz war fiir sie nicht etwa ein Ergebnis ihrer Erfahrung iiber 
die Tragweite wissenschaftlicher Methoden, sondern ein apriorisches Grund- 
prinzip ihres Denkens. Sie konnte keinen Satz, keinen Beweis in ihren 
Geist aufnehmen und verarbeiten, ehe er nicht abstrakt gefaBt und da- 
durch fiir ihr Geistesauge durchsichtig gemacht war. Sie konnte nur in 
Begriffen, nicht in Formeln denken, und darin lag gerade ihre Stirke. 
Sie wurde so durch ihre eigene Wesensart dazu gezwungen, diejenigen 
Begriffsbildungen ausfindig zu machen, die geeignet waren, als Traiger 
mathematischer Theorien aufzutreten. 

Als Material fiir diese Denkmethode boten sich ihr die Algebra und 
die Arithmetik dar. Als grundlegend erkannte sie die Begriffe Kérper, 
Ring, Ideal, Modul, Restklasse ‘und Isomorphismus. Das Vorbild aber 
fiir ihre, begrifflichen Entwicklungen fand sie in erster Linie in der 
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Dedekindschen Modultheorie, aus der sie immer neue Ideen und Methoden 
zu schépfen wuBte und deren Anwendungsgebiet sie nach jeder Richtung 
hin erstaunlich erweitert hat. 

Von der Gordanschen Invariantentheorie ist sie ausgegangen. Ihre 
Dissertation [1]'), mit der sie 1907 in Erlangen promovierte, behandelt 
das Problem, die von Gordan fiir das binaére und ternare Gebiet ausge- 
bildeten Methoden auf das n-are Gebiet zu iibertragen. Von den n-dren 
Reihenentwicklungen der Invariantentheorie hat sie spaiter noch schéne 
Anwendungen gegeben [4], [12]. 

Sehr bald jedoch kommt sie in den Bann der Hilbertschen Methoden 
und Fragestellungen. Dem Hilbertschen Problemkreise gehéren ihre End- 
lichkeitsbeweise fiir Invarianten endlicher Gruppen [3] und fiir ganzzahlige 
Invarianten binarer Formen an. Ihre wichtigste Arbeit aus dieser Periode 
ist die itiber Kérper und Systeme rationaler Funktionen [2], in welcher 
sie durch Kombination der Methoden der Hilbertschen Endlichkeitsbeweise 
mit denen der Steinitzschen Kérpertheorie die Existenz einer endlichen 
Rationalbasis fiir jedes System von rationalen Funktionen von n Ver- 
anderlichen beweist. Auf Grund davon lést sie einen Teil des Hilbertschen 
Problems der relativganzen Funktionen. Mit den Methoden derselben 
Arbeit [2] liefert sie dann auch einen wesentlichen Beitrag — den wich- 
tigsten, der bisher iiberhaupt erzielt wurde — zum Problem der Konstruk- 
tion von Gleichungen mit vorgegebener Gruppe [7]. 

Wahrend des Krieges kam Emmy Noether nach Géttingen, wo sie 
sich 1919 habilitierte und bald darauf einen Lehrauftrag erhielt. Unter 
dem Ejinflu8 von Klein und Hilbert, die sich in dieser Zeit beide sehr 
mit der allgemeinen Relativitatstheorie beschaftigten, kamen ihre Arbeiten 
iiber Differentialinvarianten [8], [9] zustande, welche fiir dieses Gebiet 
von groBer Wichtigkeit geworden sind. Sie zeigt in ihnen zum ersten 
Male die allgemeinen Methoden auf, die zur Erzeugung samtlicher Diffe- 
rentialinvarianten geeignet sind. In der ersten Arbeit wird der fundamentale 
Begriff des Reduktionssystems geprigt: eines Systems von Differential- 
invarianten, von denen alle iibrigen algebraische Invarianten sind. In 
der zweiten werden die Methoden der formalen Variationsrechnung zur 
Bildung von Differentialinvarianten herangezogen. 

Das Studium der arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen 
[10] machte sie niher mit der Dedekindschen Modul- und Idealtheorie 
bekannt, welche Bekanntschaft fiir ihr weiteres Schaffen richtunggebend 
werden sollte. In der gemeinsamen Arbeit mit Schmeidler [13] werden die 
modultheoretischen Begriffe: Direkte Summen- und Durchschnittsdarstellung, 
Restklassenmoduln und Modulisomorphie entwickelt und erprobt, welche 

1) Die Nummern beziehen sich auf das Schriftenverzeichnis am Schlu8. 
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sich wie rote Faden durch ihr spiiteres Werk ziehen. Hier werden auch 
zum ersten Male Eindeutigkeitsbeweise mit Hilfe der Austauschmethode 
gefiihrt und Durchschnittsdarstellungen auf Grund einer Endlichkeits- 
bedingung gewonnen. 

Der erste groBe Erfolg dieser Methode wurde in der jetzt schon 
klassischen Arbeit von 1921 ,,I[dealtheorie in Ringbereichen“ [15] erzielt. 
In ihr wird zunichst, nachdem die Begriffe Ring und Ideal definiert 
sind, aus dem Hilbertschen Satz von der endlichen Idealbasis eine aqui- 
valente Endlichkeitsbedingung, der Teilerkettensatz, hergeleitet. Die Dar- 
stellung beliebiger Ideale als Durchschnitte von Primaridealen, die E. Lasker 
fiir den Fall des Polynombereichs mit den Hilfsmitteln der Idealtheorie 
erhalten hatte, wird als Folge des Teilerkettensatzes allein erkannt. Neben 
dem Begriff des Primirideals (einer abstrakten Fassung des Laskerschen 
Begriffs, zugleich Verallgemeinerung des Dedekindschen Begriffs des ein- 
artigen Ideals) wird der des irreduziblen Ideals geprigt, und mit den 
schon erwaihnten Modulmethoden werden vier Eindeutigkeitssitze bewiesen. 

Diese Arbeit bildet die unverriickbare Grundlage der heutigen ,,all- 
gemeinen Idealtheorie“‘. Ihre Ergebnisse bedurften eines Ausbaus nach 
zwei verschiedenen Richtungen hin. Einmal galt es, die Eliminations- 
theorie der allgemeinen Idealtheorie unterzuordnen und die Nullstellen- 
theorie der Polynomideale von diesem Standpunkte aus neu zu begriinden. 
In ihrer Bearbeitung der Hentzeltschen Eliminationstheorie [17] und in 
zwei weiteren Arbeiten, [19] und [20], hat Emmy Noether mit diesem 
Problem gerungen; aber erst in ihren Vorlesungen 1923/24 gab sie der 
Lésung die endgiiltige Form. Es zeugt von ihrer GroBziigigkeit, daB sie, 
als ich ein Jahr spiter im Anschlu8 an ihre Arbeiten dieselbe Begriindung 
der Nullstellentheorie fand, mir die Publikation iiberlassen hat. 

Das zweite Notwendige war die Herstellung der Beziehung der all- 
géemeinen Idealtheorie zur klassischen Dedekindschen Idealtheorie der 
Hauptordnungen in Zahl- und Funktionenkérpern. Es galt die Be- 
dingungen aufzustellen, die ein Ring erfiillen muB, damit jedes Ideal 
nicht nur Durchschnitt von Primiridealen, sondern Produkt von Prim- 
idealpotenzen wird. Auch diese Aufgabe wird vollstiindig gelést [25]. 
Als wesentlich stellt sich dabei neben den Endlichkeitsbedingungen (Teiler- 
und Vielfachenkettensatz) die Bedingung der ,,ganzen Abgeschlossenheit*‘ 
heraus. Durch Ubertragung der Endlichkeitsbedingungen auf endliche 
Erweiterungen eines Ringes kam sie gleichzeitig mit Hilfe ihrer alteren 
invariantentheoretischen Methode zu einem Endlichkeitssatz fiir modulare 
Invarianten [24]. 

Die groBen idealtheoretischen Arbeiten [15] und [25] bilden den Aus- 
gangspunkt einer langen Reihe ergebnisreicher Arbeiten, meistens von 
31* 
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Emmy Noethers Schiilern, iiber welche W. Krull in seinem Bericht 
»Idealtheorie‘ (Ergebn. Math. 4, 3, 1935) zusammenfassend berichtet hat. 

Inzwischen war Emmy Noether selbst schon mit einem weiteren 
Problemkreis beschiftigt. Dieselben Modulbegriffe, aus denen heraus sie 
die kommutative Idealtheorie entwickelt hatte, sollten ihre Kraft auch 
im Nichtkommutativen zeigen. Zunichst gelang es, die Darstellungs- 
theorie der Gruppen und hyperkomplexen Systeme der Modultheorie 
unterzuordnen. Es entspricht nimlich jeder Darstellung eines Systems R 
durch lineare Transformationen eindeutig ein R-Modul, der Darstellungs- 
modul. Der Aquivalenzbegriff der Darstellungstheorie ordnet sich nun- 
mehr dem Modul-Isomorphiebegriff unter; ebenso erweisen sich die Be- 
griffe reduzibel, irreduzibel und vollstandig reduzibel als modultheoretische 
Begriffe. Als zentrales Theorem der Darstellungstheorie kristallisiert sich 
nun folgender Satz heraus: Jeder irreduzible R-Modul ist aquivalent 
einem Ideal des Ringes R. 

Diese enge Verkniipfung von Darstellungstheorie, Modultheorie und 
Idealtheorie hat Emmy Noether schon ab 1924 in ihren Vorlesungen ent- 
wickelt (vgl. die Note [23]); sie liegt auch ihrer Diskriminantenarbeit [26] 
zugrunde. In voller Klarheit und Allgemeinheit wurde dieser Zusammenhang 
aber erst in der Géttinger Vorlesung von 1927/28 und in der daraus ent- 
standenen Arbeit [29] erklairt. Diese enthalt auBerdem eine systematische 
Idealtheorie der hyperkomplexen Systeme, gipfelnd in dem Satz: Die halb- 
einfachen hyperkomplexen Systeme im Sinne von J. H. Maclagan-Wedder- 
burn sind direkte Summen von einfachen Rechtsidealen; ihre Darstellungen 
sind ebenfalls vollstindig reduzibel. Aus diesen Satzen wird nun die 
ganze Frobeniussche Darstellungstheorie entwickelt und sogar verallge- 
meinert. Wahrend namlich die Frobeniussche Darstellungstheorie vom 
K6érper der komplexen Zahlen ausging, gestattet die Noethersche Theorie, 
Darstellungen in beliebigen Kérpern direkt zu behandeln. Es entstand 
nun die Frage nach den Beziehungen zwischen den Darstellungen in ver- 
schiedenen Kérpern (die sogenannte arithmetische Theorie der Gruppen 
linearer Substitutionen), insbesondere die Frage nach den Zerféllungs- 
kérpern, in denen eine gegebene Darstellung in absolut-irreduzible zerfallt. 
In der Noetherschen Theorie ordnen sich diese Fragen der allgemeineren 
Frage nach der Struktur des Produktes von zwei einfachen hyperkom- 
plexen Systemen unter, welche Frage sich wieder mit modultheoretischen 
Methoden erschépfend beantworten lie [35]. Dabei ergab sich insbesondere 
eine Charakterisierung der Zerfallungskérper einer Divisionsalgebra als 
maximale kommutative Unterkérper der Algebra selbst oder eines vollen 
Matrixringes iiber dieser Algebra [27]. Diese Einbettung der Zerfallungs- 
kérper gibt gleichzeitig einen tiefen Einblick in die Struktur der Algebra 
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selbst: Diese laBt sich darstellen als ,,verschrinktes Produkt‘‘ des Zer- 
fallungskérpers mit dessen Galoisscher Gruppe’). 

Der einfachste Fal! des verschrinkten Produktes ist die ,,zyklische 
Algebra“, die entsteht, wenn der Zerfallungskérper zyklisch und in der 
Algebra selbst eingebettet ist. Die Struktur einer solchen zyklischen 
Algebra hingt davon ab, ob gewisse Elemente des Grundkérpers Normen 
von Elementen des Zerfillungskérpers sind. Ist nun insbesondere der 
Grundk6rper ein algebraischer Zahlkérper, so ist die Normentheorie der 
zyklischen Erweiterungen ein Gegenstand der Klassenkérpertheorie, welche in 
dieser Weise als eng mit der Algebrentheorie verkniipft erscheint [34]. Die 
weitere Auswertung dieser Verkniipfung durch Noether, H. Hasse, R. Brauer 
und C, Chevalley in staéndiger Wechselwirkung fiihrte einerseits zu einer Neu- 
hegriindung gewisser Teile der Klassenkérpertheorie mit hyperkomplexen 
Methoden, andererseits auch zum Beweis eines lange vermuteten ,,Haupt- 
satzes der Algebrentheorie“, der besagt, daB jede Divisionsalgebra iiber 
einem algebraischen Zahlkérper zyklisch ist [33]. 

Die Betrachtung beliebiger verschrinkter Produkte an Stelle der 
zyklischen Algebren erméglichte schlieBlich die Ubertragung von Satzen 
der Klassenkérpertheorie, insbesondere des ,,Hauptgeschlechtssatzes“, auf 
nichtabelsche Kérper [36]. 

Mit der begrifflichen Durchdringung der Klassenkérpertheorie war 
ein Ziel erreicht, das Emmy Noether schon seit vielen Jahren, unbeirrt 
durch die Skepsis der Zahlentheoretiker, beharrlich anstrebte. Die Er- 
reichung dieses Zieles war aber keineswegs ein Endpunkt ihrer Forschungen. 
Unermiidlich und iiber alle auBeren Umstande erhaben, schritt sie auf 
dem ibr durch ihre Begriffsbildungen gezeigten Wege fort. Auch als sie 
1933 in Géttingen die Lehrberechtigung verlor und an die Frauenhoch- 
schule in Bryn Mawr (Pennsylvania) berufen wurde, wuBte sie dort und 
in dem nahen Princeton in kurzer Zeit wieder eine Schule um sich zu 
sammeln. Ihre Forschung, die die kommutative Algebra, die kommu- 
tative Arithmetik und die nichtkommutative Algebra durchlaufen hatte, 
wandte sich jetzt der nichtkommutativen Arithmetik zu [37], wurde dann 
aber durch ihren Tod jah abgebrochen. 

Als charakteristische Wesensziige haben wir gefunden: Ein unerhért 
energisches und konsequentes Streben nach begrifflicher Durchdringung 
des Stoffes bis zur restlosen methodischen Klarheit; ein hartnickiges 
Festhalten an einmal als richtig erkannten Methoden und Begriffs- 
bildungen, auch wenn diese den Zeitgenossen noch so abstrakt und un- 

2) Die Noethersche Theorie der verschrankten Produkte ist dargestellt bei 


H. Hasse, Theory of cyclic algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 34, S. 180—200, 
sowie in.dem Bericht von M. Deuring, Algebren, Ergebn. Math. 4,1, S. 52—56. 
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fruchtbar vorkamen; ein Streben nach Einordnung aller speziellen Zu- 
sammenhange unter bestimmte allgemeine begriffliche Schemata. 

Thr Denken weicht in der Tat in einigen Hinsichten von dem der 
meisten anderen Mathematiker ab. Wir stiitzen uns doch alle so gern 
auf Figuren und Formeln. Fiir sie waren diese Hilfsmittel wertlos, cher 
stérend. Es war ihr ausschlieBlich um Begriffe zu tun, nicht um An- 
schauung oder Rechnung. Die deutschen Buchstaben, die sie in typisch- 
vereinfachter Form hastig an die Tafel oder auf das Papier warf, waren 
fiir sie Reprisentanten von Begriffen, nicht Objekte einer mehr oder 
weniger mechanischen Rechnung. 

Diese véllig unanschauliche und unrechnerische Einstellung war wohl 
auch eine der Hauptursachen der Schwierigkeit ihrer Vorlesungen. Sie 
hatte keine didaktische Begabung, und die riihrende Miihe, die sie sich 
gab, ihre Ausspriiche, noch bevor sie ganz zu Ende gesprochen waren, 
durch schnell gesprochene Zusitze zu verdeutlichen, hatte eher den um- 
gekehrten Effekt. Und doch: Wie unerhért gro8 war trotz allem die Wirkung 
ibres Vortrags! Die kleine, treue Hérerschar, meistens bestehend aus 
einigen fortgeschrittenen Studenten und haufig ebensovielen Dozenten und 
auswiartigen Gisten, muBte sich ungeheuer anstrengen, um mitzukommen. 
War das aber gelungen, so hatte man weit mehr gelernt als aus dem 
tadellosesten Kolleg. Es wurden fast nie fertige Theorien vorgetragen, 
sondern meistens solche, die erst im Werden begriffen waren. Jede ihrer 
Vorlesungen war ein Programm. Und keiner freute sich mehr als sie 
selbst, wenn ein solches Programm von ihren Schiilern ausgefiihrt wurde. 
Véllig unegoistisch und frei von Eitelkeit, beanspruchte sie niemals etwas 
fiir sich selbst, sondern férderte in erster Linie die Arbeiten ihrer Schiiler. 
Sie schrieb fiir uns alle immer die Einleitungen, in denen die Leitgedanken 
unserer Arbeiten erklirt wurden, die wir selbst anfangs niemals in solcher 
Klarheit bewu8t machen und aussprechen konnten. Sie war uns eine 
treue Freundin und gleichzeitig eine strenge, unbestechliche Richterin. 
Als solche war sie auch fiir die Mathematische Annalen von unschitz- 
barem Wert. 

Wie schon erwahnt, fanden ihre abstrakten, unanschaulichen Begriffs- 
bildungen anfangs wenig Anerkennung. In dem MaBe, wie die Erfolge 
ihrer Methoden auch den anders eingestellten klar wurden, anderte sich 
das, und seit etwa acht Jahren kamen prominente Mathematiker des In- 
und Auslandes nach Géttingen, um ihren Rat zu holen und ihre Vor- 
lesungen zu héren. 1932 erhielt sie mit E. Artin zusammen den Acker- 
mann-Teubner-Gedachtnispreis fiir Arithmetik und Algebra. Und heute 
scheint der Siegeszug der von ihren Gedanken getragenen modernen 
Algebra in der ganzen Welt unaufhaltsam zu sein. 
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Der singulire Fall der Reduktion 
hyperelliptischer Integrale erster Ordnung auf elliptische 
durch eine Transformation dritten Grades. 


Von 


Oskar Bolza in Freiburg i. B. 





Einleitung. 

Nachdem bereits Hermite’) im Jahre 1876 die ersten Beispiele von 
hyperelliptischen Integralen erster Ordnung und erster Gattung angegeben 
hatte, die sich durch rationale Transformationen dritten Grades auf ellip- 
tische Integrale reduzieren lassen, hat zuerst Goursat*) im Jahre 1885 
den allgemeinsten Ausdruck eines derartigen Integrals gefunden, indem er 
zeigte, daB jedes*) solche Integral durch eine lineare Transformation der 
Integrationsvariablen auf die Form gebracht werden kann 





dz 

: [ ae, 
(1) Ba) 
wo 
(2) R(2) = (2° + 3az+5)(2° +3 pat +9) 
und 
(3) q = 46+ l2ap. 
Das Integral (1) ist dann durch die Transformation 

_ #+3ax+6 

ie 3x2—3p 


auf ein elliptisches reduzierbar. 





1) Ch. Hermite, Sur un exemple de réduction d’intégrales abéliennes aux 
fonctions elliptiques, Annales de la Société scientifique de Bruxelles (Mémoires), 
1. Année, p. 1—16. 

2) E. Goursat, Sur la réduction des Integrales hyperelliptiques, Bulletin de la 
Société Mathématique de France 18 (1884/85), S.155—157. Wir schreiben 3a, 3 p 
statt Goursats a, p. 

5) Dies ist nur dann ausnahmlos richtig, wenn man den Grenzfall mit ein- 
begreift, den man erhalt, wenn man in den Goursatschen Formeln p = p’/e, 
q = qe setzt und dann e gegen 0 konvergieren l48t. Man wird so auf das erste 
Hermitesche Integral gefiihrt, das sich schreiben l4Bt 





dz 
j V(28 + 3az + b) (2? + 4a) 
Wir werden am Schlu8 unserer Untersuchung auf diesen Grenzfall naher eingehen. 
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Goursat hat dann durch einen eleganten Kunstgriff daraus das weitere 
Resultat abgeleitet, da8 unter der Voraussetzung (3) allemal noch ein zweites 
zu derselben Irrationalitat gehériges Integral erster Gattung existiert, das 
ebenfalls durch eine Transformation dritten Grades auf ein elliptisches 
reduzierbar ist, namlich das Integral 


adz 
() | \R(z) 


Die dazu gehérige, von Goursat angegebene reduzierende Transformation 
1aBt sich durch eine lineare Transformation der Variablen des elliptischen 
Integrals auf folgende, fiir unsere Zwecke bequemere Form bringen: 


6) om Si sew ts 


32°+ 124 








Bei der Goursatschen Methode, das zweite reduzierbare Integral aus 
dem ersten abzuleiten, bleibt die Frage ganz unberiihrt, ob es aufer den 
beiden Integralen (1) und (4) noch weitere 2u derselben Irrationalitat y R (z) 
und zu derselben Zerlegung von R(x) in zwei kubische Faktoren gehérige 
Integrale erster Gattung gibt, die ebenfalls durch rationale Transformationen 
dritten Grades auf je ein elliptisches Integral reduzierbar sind. Die Be- 
antwortung dieser Frage, die auch in der spiteren Literatur iiber das 
Reduktionsproblem -- mit einer einzigen, gleich zu erwaihnenden Aus- 
nahme — nicht behandeit worden zu sein scheint, bildet den Gegenstand 
der folgenden Untersuchung. 

Die eben erwahnte Ausnahme findet sich in einer Arbeit von 
Dolbnia*), in welcher sich der Verfasser fiir den speziellen Hermiteschen 
Fall gerade diese Aufgabe stellt, naimlich alle Werte von 6 zu bestimmen, 
fiir welche das Integral 

. (x— d)dz 
) \(z* + 4a) (2° 4+-3a2-+ 6) 
durch eine rationale Transformation dritten Grades von der Form 
z*+4a 
fags 4+ 3a2?+ 3f2+y 











auf ein elliptisches zuriickfiihrbar ist. Er hat jedoch die Untersuchung 
nicht zu Ende gefiihrt, sondern sich damit begniigt, zu zeigen, daB die 
von ihm fiir 6 aufgestellten Bedingungen durch den Wert 6 = 0 erfiillt 


werden, der auf die von vornherein von Hermite her bekannte Lésung 
fiihrt. 


4) J. Dolbnia, Sur la liaison entre la théorie de la transformation des fonc- 
tions elliptiques et Ja théorie de la réduction des intégrales abéliennes, Bulletin des 
sciences mathématiques (2) 28, premiére partie (1904), S. 228—231. 
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§1. 
Bedingung fiir das Eintreten des ,,singuliren Falles“. 


Wir nehmen an, die Werte der Koeffizienten a, b, p,q seien gegeben 
und geniigten der Goursatschen Relation 


(3) q = 46+ l2ap; 


auBerdem seien fiir dieses Wertsystem die Wurzeln der durch (2) de- 
finierten Funktion R(z) voneinander verschieden, was unter anderem zur 
Folge hat, daB 


(6) q(4p* + 9) (40° + 6) + 0. 
Wir setzen weiter voraus, dab 








| = aes — | dz 
(7) VR (2) Viz — 41) (2 — Ag) (2 — Ag) (2@— 24)’ 
2 = Ue) 
~ VW (a)? 


wo U, V zwei teilerfremde ganze Funktionen von nicht héherem als dem 
dritten Grade sind, von denen mindestens eine diesen Grad erreicht. 
Uberdies seien A,, 4, A, A, voneinander verschieden. Dabei diirfen wir 
ohne Einschriankung der Allgemeinheit voraussetzen, da die Koeffizienten 
von z* in U und V bzw. die Werte 1 und 0 haben, da wir dies stets 
durch eine vorausgegangene lineare Transformation von z erreichen kénnen. 

Dann folgt bekanntlich nach der schon von Jacobi*) fiir die Trans- 
formation der elliptischen Integrale entwickelten SchluBweise, daB sich 
R(x) im zwei Faktoren dritten Grades R,(xz) und R, (x) zerlegen laBt, 
derart da8 identisch in x die Gleichungen bestehen: 


U—A,V = (& —¢,)(z — &,), 

eo U—’,V = (2—o)(2 — &) 
U—A,V = (x —¢,) (2 — &,)’, 
U—A,V = R,(2), 

wo 

(9) R, (z) ” (x ay ¢,) (x — C,) (x —~ Cs) 


und die Gréfen &, noch zu bestimmende Konstanten sind. 
Wir fiigen unseren Voraussetzungen noch die weitere hinzu, da8 diese 


Zerlegung von R(z) gerade mit der gegebenen Zerlegung (2) identisch ist, 
und zwar so, daB: 


R,(z) = 2+3p2*+q, R,(z) = 2+3ar+5, 








5) ©. G. J. Jacobi, Werke Bd. I, 8. 39—41, 57—60. 
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so daB also 

(10) ce} +3ac,+56=0, i = 1,2, 3. 

Ferner diirfen wir, aus demselben Grunde wie oben, ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit annehmen, daB A, = 0, so daB also nunmehr 


U=2°+3p2'+q, V=3a2?+ 382+. 
Aus den Gleichungen (8) folgen dann die drei Gleichungstripel 


| 3(p — Aya) = — (e, +2 &), 
= 34,8 = &} + 2¢,&,, 

| q—Ay = — ¢, €}, ‘= 1, 2,3. 
Es la6t sich nun leicht zeigen, daB stets « + 0 sein mu8. Denn 
bei der Annahme « = 0 fiihren die Gleichungen (11) zusammen mit (3) und 
(10), da ¢;-c,,c, verschieden sind, auf: a = — p*, b= 2p*, q = — 4p’, 
was mit der Voraussetzung (6) im Widerspruch wire. Daher diirfen wir 
weiter ohne Beschrinkung der Allgemeinheit « = 1 setzen. 

Die neun Gleichungen (11) zwischen den acht Unbekannten: £, y; 

E,, &s, &3; Ay Ay A; stellen dann die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir die Existenz eines zur Irrationalitét ) R(x) gehérigen hyper- 
elliptischen Integrals erster Gattung dar, das durch eine Transformation 
dritten Grades von der Form 


(12) z 


(11) 


_ 8+3p2zt+¢ 
~ Sat+3pa+y 
auf ein elliptisches Integral reduzierbar ist. 

Ferner erhalt man zu jedem den Gleichungen (11) geniigenden Wert- 
system der obigen acht Unbekannten einen zugehérigen Wert von 4 aus 
der bekannten, nach der Jacobischen SchluBweise (l.c) zu beweisenden 
Gleichung 

dU adv 
as) = VSU_ 0 SF = 8(2—&)(e — &) (2-8) (@ — 9), 
aus der sich zugleich fiir den in (7) vorkommenden Faktor C der Wert 
C = } ergibt. 

Eliminiert man jetzt aus den drei Gleichungen (11,), nachdem man 
darin « = 1 gesetzt hat, 4,, so erhilt man 
GP + 2(B +0) & +B Sp +e) = 0, 


(14;) ; 
3c, &f — 2y &, +- (3q—3yp — ye) = 0. 


Hieraus eliminieren wir £,, ordnen die Resultante nach Potenzen von c, 
und reduzieren ihren Grad mittels der Gleichung (10) auf den zweiten. 
So erhalten wir drei Gleichungen von der Form: Lce?+ Me,+N =0, 
i = 1, 2,3, aus denen, da c¢,,c,,c, voneinander verschieden sind, folgt: 
L=0, M=0, N = 0. Ersetzt man schlieBlich noch die beiden letzten 
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Gleichungen durch die Kombinationen: M—2pL=0,N+pM+p*L=0, 
so erhalt man das Resultat: 


—y?+ l2Zay+9[(3p* — a)P + 289) = 0, 
y (6p? + 2a)B6 + q] 


(15) +3[(—6p*—3ap+2q) # —6pqp —4aq] = 0, 
(4p + 9)B(y + *8?) =0. 


Diese drei Gleichungen sind die notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir das gleichzeitige Bestehen der drei Gleichungspaare (14;) und daher 
auch der neun Gleichungen (11). 

Nun ist nach Voraussetzung (6): 4p*°+ q + 0; daher sind nunmehr 
zwei Fille zu unterscheiden. 

Fall I: 8 =0. Dann gehen die beiden ersten der Gleichungen (15) 
iiber in 

y(y—12a)=0, q(y—12a) =0. 


Da nach (6) auch g + 0, so folgt aus der zweiten Gleichung: y = 12a, 
womit auch die erste befriedigt ist. Die GréBen a,b, p,q erfahren also 
in diesem Falle keine weitere Beschrinkung tiber die Bedingung (3) hinaus 
und wir erhalten die reduzierende Transformation (5) fiir das zweite 
Goursatsche Integral. Uberdies ergibt die Gleichung (13) den Wert 6 = 0, 
Der Fall I fiihrt also auf das bekannte Goursatsche Resultat und braucht 
uns weiter nicht zu beschiaftigen. 


Fall II: 6 + 0. Dann folgt 


(16) y= —*2e 


Diesen Wert setzen wir in die beiden ersten der Gleichungen (15) ein 
und erhalten 


({r* —a) 6+ 2(q—ap) =0, 
(17) 


(9p + 4ap— 24) P+ pgp +4aq=0. 
Hier sind nun nochmals zwei Fille zu unterscheiden: 
Unterfall Il,: Pt —a + 0. Dann folgt aus (17,) und (16) 
(18) 6 = 222-2 i _ 3p(ap—9) 


il , li 
one om an —_ 
ig 77-4 
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Setzt man jetzt in (17,) den Wert von # aus (18) ein, so erhalt man die 
folgende notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Bestehen der drei 
Gleichungen (15): 


5 
(19) F(p,q,@) = 4(ap — q)? (97° + 4ap— 74) 
ll ll 2 
+ 13 pq(ap — 9) (7? a a) + 4aq(>P _ a) = 0. 
Fiir spaitere Anwendungen erwaihnen wir noch die aus (18) und (3) fol- 
genden Gleichungen 
ll 

(20) ~~ b — (4— 33 p*) B— 22 pg 

B+2p ° 4(B+2p) 
und die aus (20) und (19) folgende Gleichung fiir #: 


(21) 5 (4p*— +9) B° + 6 p(3p* + 29) + Ap gh + 8q* = 0. 





Unterfall Ilj: a = vp. Dann ist nach (17,) ¢ = Dp’, woraus 
nach (6) folgt: p + 0 und weiter aus (3): 
11? 


Endlich liefert die Gleichung (17,) fiir 6 die quadratische Gleichung 
(23) 5-53 A? + 2-11-13 p8 + 4-112 p* = 0, 


ihre beiden Wurzeln bezeichnen wir mit f,, 8,, mit y,,y, die denselben 
mittels (16) zugeordneten Werte von y. 

Da jetzt aus (17) folgt: gap = 0, so ist auch im Fall Il, die 
Gleichung (19) erfiillt. Wir werden den Fall II, der somit durch die 
Gleichung (19) charakterisiert ist, den ,,singuldren Fall der Reduktion“ 
nennen und die dazu gehérigen reduzierbaren Integrale ,,singulére Inte- 
grale*. 

Wie wir iibrigens spiter sehen werden, la8t sich der Fall Il, als 
Grenzfall von II, auffassen. 

Die drei Gleichungen (15) waren die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir das gleichzeitige Bestehen der drei Gleichungspaare (14,) 
fiir « = 1,2,3. Sind sie erfiillt, so ist die gemeinsame Lésung &, von 
(14,) gegeben durch 


3(py—g+(yt+8phje,+3Bep , 
(24,) i= - 2(y + 3 Be, + 3c?) > + = I, 2, 3. 
Dabei ist der Nenner stets von Null verschieden; denn wire derselbe = 0, 


so ware stets auch der Zahler = 0; es miiBte also die Resultante dieser 





. 
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beiden in c, quadratischen Gleichungen verschwinden. Dieselbe hat aber 
in den drei Fallen I, II,, IIy, abgesehen von Zahlenfaktoren, beziehungs- 
weise die Werte 


4a°+b*, (4p°+ 9), 9, 


welche wegen (6) alle drei von Null verschieden sind. Dieselbe Uberlegung 
zeigt, daB stets ¢, &,&, + 0, wovon wir spiter Gebrauch zu machen haben 
werden. 


Nachdem so é, gefunden ist, ergibt sich A; aus (11,): 


2pé,+ &} 
B+26, ’ 





(25) A; _ 


womit das Gleichungssystem (11) vollstandig gelést ist. 

Ohne schon jetzt auf die Bestimmung von 6 einzugehen, kénnen wir 
doch bereits so viel sagen, da8 im singuliren Falle jedenfalls 6 + 0 ist 
und bei Vertauschung von é,, &,, &, ungeindert bleibt, wie aus der Glei- 
chung (13) folgt. Das gestattet uns nunmehr den folgenden Satz aus- 
zusprechen, immer unter den im Eingang dieses Paragraphen gemachten 
Voraussetzungen: 

Satz I. 1. Wenn 

F (p, q,@) + 9, 
so ist das Goursatsche Integral (4) das einzige zur Irrationalitét ) R(x) 


gehorige Integral erster Gattung, welches durch eine Transformation von der 


Form 
w+3p2z2+q 
ex?+3a29+3f82+y 


auf ein elliptisches reduzierbar ist. 
2. Wenn 





= 


F(p,q.a)=0, a+ Tp, 


so gibt es auBer dem Goursatschen Integral noch ein weiteres derartiges 
Integral. 


3. Wenn 


ll 
F(p,ga) = 0, a= Zr: 


so gibt es aufer dem Goursatschen Integral noch zwei weitere derartige 
Integrale*). 


6) DaB diese den beiden Werten ,, 8, zugeordneten Integrale nicht etwa zu- 
sammenfallen, wird die spitere Bestimmung von 4 ergeben (§ 3). 
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§ 2. 
Auflésung und geometrische Deutung der Bedingungsgleichung: 
F (p, q, a) = 9%. 

Fiir die weitere Fortfiihrung unserer Untersuchung ist es nun von 
entscheidender Wichtigkeit, da8 sich die Bedingungsgleichung (19) in der 
Weise auflésen la8t, da8 man @ und gq rational durch p und einen Hilfs- 
parameter r ausdriickt. 


Zum Beweis gehen wir von der wegen (20) mit (19) aquivalenten, 
in g quadratischen Gleichung (21) aus und lésen dieselbe nach g auf; das 
Resultat ist 


q = & [p" — 48 pf — 96 p") + (58 — 8p) VB (B— 16p)- 
Hierin setzen wir 
— 
B= iF 
so wird bei passender Wah] des Vorzeichens von ¢ 


VB (B— 6p) = ;*P5 


_ 8 p3(3¢—13) 
~~ (=P * 


und daraus 


Die Formeln vereinfachen sich, wenn wir statt £ einen neuen Parameter r 
einfiihren durch die Gleichung 


Pp 


r= > 
c—i° 
Dann erhalten wir als Auflésung der Gleichung (21) 
16 r? 
B= — 5. ¢= 87 (3p — 107). 


Daraus ergibt sich nach (20) die gesuchte Auflésung der Gleichung (19) 
und wir erhalten den 
Satz II: Die den singuliren Fall der Reduktion charakterisierende 
Gleichung 
F (p,q, a) = 0 
lapt sich in der Weise auflésen, daB man a und q durch p und einen 
Hilfeparameter r rational ausdriickt, wnd zwar ist 


213 (p— 2071) 
() ey Se 
p—2r 


(26) » 9=8r'(3p— 107). 
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Aus (3) und (16) ergibt sich daraus der 


Zusatz: Durch p und denselben Parameter r lassen sich dann auch 
der Koeffizient 6 und die Koeffizienten £,y der reduzierenden Trans- 
formation rational ausdriicken, und zwar ist 


_ 8 (ll p+ 5r) 

(27) —— sai 
= 16 r3 _ 24pr* 
(28) be—stie “stir 


Deuten wir a,q bei festgehaltenem p als Koordinaten eines Punktes 
in einer Ebene, so stellt die Gleichung (19) eine ebene Kurve vierter Ord- 
nung, C,, dar, und die Gleichungen (26) geben dann eine Parameter- 
darstellung dieser Kurve, welche zeigt, daB C, eine rationale Kurve ist. 

Jedem Wert von r entspricht ein Punkt von C,, und umgekehrt 
entspricht jedem Punkt a,g von C, ein und im allgemeinen auch nur 
ein Wert von r. Derselbe wird aus den beiden Gleichungen (26) nach 
dem Verfahren des gréBten gemeinsamen Teilers gefunden und lautet 

8#q— (4 12 p®) a + 8 pa*® 
(29) r=? toe e ee ae ; 

Die Kurve C, hat zwei Doppelpunkte und eine Spitze. Der erste 

Doppelpunkt hat die Koordinaten 





a=Tr, @=7P° 
und entspricht den beiden Wurzeln r,, 7, der Gleichung 
(30) 80r? — 44pr4+1lp?=0. 
Der zweite Doppelpunkt hat die Koordinaten 
sa—f, gu—ty 
und entspricht den beiden Wurzeln 7,,7, der Gleichung 
(31) 10r+2pr+p? = 0. 
Die Spitze hat die Koordinaten 
a = 0, q=0 
und entspricht dem Wert r = 0. 
Der Nenner des Ausdrucks (29), und dann allemal auch der Zabler, 


verschwindet in diesen drei Punkten der Kurve C, und nur in ihnen. 


Fiir unser Reduktionsproblem sind alle diejenigen Punkte a,q von 
C, mit den zugehérigen Werten von r auszuschlieBen, fiir welche R (z) 
zusammenfallende Wurzeln hat oder fiir welche U und V einen gemein- 


samen Teiler haben. Das sind auBer dem zweiten Doppelpunkt und der 
Mathematische Annalen. 111. 82 
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Spitze noch die den Werten: 2 r=t entsprechenden Punkte, 


wozu noch r= — - als auszuschlieBender Wert hinzukommt, weil £ 


und y endlich sein miissen. Der Ausschlu8 der eben aufgezihiten Wert- 
systeme (p, r) laBt sich in die Ungleichung zusammenfassen): 
(32) r(p? — 47°) (3p — 1017) (p? + 2pr+ 10r*) + 0. 

Wir kénnen nunmehr auch die oben ausgesprochene, fiir unsere 
weitere Untersuchung wichtige Behauptung beweisen, da8 der Fall Il, 
sich als Grenzfall von II, betrachten l48t. Der Fall Il, ist namlich 


durch die Werte: a = +P, q= oP charakterisiert, die die Koordinaten 
des ersten Doppelpunktes der Kurve C, sind, dem die beiden Werte r,, r, 
entsprechen. In der Umgebung dieses Doppelpunktes la8t sich nun aber 


die Kurve C, durch zwei Reihen nach Potenzen von (a -- +?) darstellen 
mit den Anfangsgliedern 
ll li ‘ 
—s9 = «,p(a—Z Pp") + in Sai 
wo x,,%, die Wurzeln der Gleichung 
5-534 —9-43x%+3-81=0 
sind. 
Jetzt kénnen wir die Grenzwerte bestimmen, denen sich die GréBen 
r, 8, y nahern, wenn sich der Punkt a, g der Kurve C, dem ersten Doppel- 
punkt einmal auf dem ersten, das andere Mal auf dem zweiten der beiden 
durch den Doppelpunkt gehenden Kurvenzweige nahert. Es stellt sich 
heraus, daB diese Grenzwerte*) mit den friiher mit r,, 8,,y, bzw. 1,, B,, Vs 
bezeichneten GréBen identisch sind, die zu den beiden im Falle II, vor- 
handenen singularen Integralen gehéren. Damit ist aber gezeigt, da8 in 
der Tat der Fall Il, als Grenzfall von 11, betrachtet werden kann. 


§ 3. 
Bestimmung von 6, 


Die zur Bestimmung von 6 dienende Gleichung (13) lautet aus- 
geschrieben : 


(33) a+ 2p2°+(y+3pf)x°+2(py —g)e—gB 
= (x — &,) (x — &,) (x — &,) (x — 9). 


7) Die Bedingung (6) driickt aus, daB die Diskriminanten von R, und R, 
nicht verschwinden. Die Bedingung, da8 auch die Resultante von R, und R,, 
sowie die Resultante von U und V nicht verschwinden, fihrt im Falle II zu 
keinen iiber (6) hinausgehenden Einschrankungen. 

8) Bei geeigneter Wahl des Vorzeichens der in r, und r, vorkommenden 
Quadratwurzel. 
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Die linke Seite, die wir mit @(z) bezeichnen, ist die nicht-homogen ge- 
schriebene Funktionaldeterminante der beiden homogen geschriebenen 
Funktionen U, V in der Clebschschen Normierung. Fir z = 0 folgt 
aus (33) 


worin der Nenner stets +0 ist (§1 gegen Ende). Aus (24,) ergibt 
sich nun: Bezeichnet man mit G und H die Resultanten der Funk- 
tion: 2° +3a2z+6 mit der Funktion: 32°+ 382+y, bzw. mit: 
3px + (y+ 9pp)x+ 3(py —Qq), 80 ist 
H 

é, é, é, = ~~ Be 
Ersetzt man jetzt in G und H die GréBen a, b, 9, 8, y mittels (26) bis 
(28) durch ihre Ausdriicke in p und r, so erhilt man 
32 r3 (3 p — 10r) 


&, 66; = — p+2r 


Andererseits ist 
p = 128r4(3p—10r) 
p+2r ‘ 
Also erhilt man das einfache Resultat: 
(34) 6= —4r. 

Da diese Methode zur Bestimmung von 6 etwas langwierige Rech- 
nungen erfordert, so fiige ich noch eine einfache nachtrigliche Bestatigung 
fiir die Richtigkeit des Resultates (34) bei: Ersetzt man in den Koeffi- 
zienten der Gleichung O(z) = 0 die GréBen g,8,y durch ihre Ausdriicke 
(26) und (28) in r, so erhalt man 


O (xz) = (p+ 2r) at — 322% 2 — 24 pre? 
+ 647° (p+ 5r)x + 12844 (3p — 10r) = 0. 


Man verifiziert zunichst, daB diese Gleichung durch den Wert z = — 4r 
identisch in p und r befriedigt wird; eine der vier GréBen é,, &,,&,,4 
muB also gleich —4r sein. Wire nun etwa &, = — 4r, so wiirde sich 
aus der aus (14,) folgenden Gleichung 

_ 3p8+265,+ 8 


a Te B+2é, 





ergeben 
_ 4r(5r—p) 
a odes <7 We 
Setzt man diesen Wert von c, aber in die Gleichung (10,) ein und er- 
setzt a und 6 durch ihre Ausdriicke in 7, so erhilt man 


r(p — 2r) (p> + 2pr+ 107°) = 0, 
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was der Ungleichung (32) widerspricht. Es kann also §, (und ebenso 
&,,&,) nicht = — 4rsein, somit mu8 6 = — 4r sein, was zu beweisen war. 

Wir haben also jetzt den Satz bewiesen: 

Satz III: Das allgemeinste, durch eine Transformation von der 
Form (12) reduzierbare singuldre Integral lautet 

(x+4r)dz 

“_ J VR (z) 
dabei hat man sich die GréBen a, b, q, B, y mittels der Gleichungen (26) bis 
(28) durch die beiden willkiirlich bleibenden Parameter p,r ausgedriickt zu 
denken. 

Zusatz: In dem Grenzfall Il,, in welchem 





3 
a= FP, b=—ier, a= FP 
lauten die alsdann vorhandenen zwei singularen Integrale 
{eaealss [itpae:, 
VR(z) VR(z) ’ 
dabei sind die zugehérigen Werte r,,8,,y, und 1,,8,,y, durch die 
Gleichungen (30) und (28) gegeben. 

Die elliptischen Integrale, auf welche diese singuliren Integrale 
reduzierbar sind, sind durch die Formeln (24) und (25) bestimmt. Freilich 
wird dabei die Gleichung z* + 3az+ 6 = 0 als gelést vorausgesetzt, und 
es ist wiinschenswert, sich von dieser Voraussetzung unabhingig zu 
machen. Den einfachsten Weg dazu werden wir in §6 kennenlernen. 


§ 4. 
Singulire Integrale zweiter Art. 


Wir kénnten nun eine analoge Untersuchung mit genau analogen 
Resultaten unter der Voraussetzung durchfiihren, daB die beiden Fak- 
toren R, (x), R,(z) von R(x) ihre Rolle vertauschen, daB also die redu- 
zierende Transformation jetzt von der Form wire: 

w#+3az+b56 
¥=F7es+3enP>3pr+," 


Wir wiirden dann zu jedem der gefundenen reduzierbaren Integrale erster 








Gattung ein zweites, zu derselben Irrationalitit VR(z) gehériges, eben- 
falls durch eine Transformation dritten Grades reduzierbares Integral er- 
halten. 


Dieser Miihe werden wir aber durch eine wichtige Bemerkung von 
Goursat iiberhoben. Schreibt man nimlich 


(2° + 3az +- b) (z* + 3p2*+ q) = Riz; a,b, p,q) 
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und wendet auf das Integral 


dz 
1 —— as 
0 lames 
die folgende Transformation der Variabeln und Koeffizienten an: 
t= a 
(35) j 1 ¥ 7 1 
ee _ ai in 
7 a dead y we ees 


so geht das Integral iiber in 
 s az’ dz’ 
und iiberdies bleibt die Relation (3) invariant: 
q = 4b'+ 12a'p’. 
Daher ist das Integral (4’) durch die Transformation (5’): 
23+3p'2?%+q' 
32+ 12a’ 
auf ein elliptisches Integral reduzierbar, und indem man nun schlieBlich 
durch die zu (35) inverse Transformation, welche lautet 


, 








mae 
x > 
©) en eo ee | 
ee, line 
wieder zur Variabeln z und zu den Konstanten a,b, p,q zuriickkehrt, 
erhalt man die Reduktionsformel fiir das Integral (1). — 
Die Goursatsche Transformation (35) fiihrt nun aber auch im singu- 
liren Fall zum Ziel; denn es stellt sich heraus, daB dabei nicht nur die 
Relation (3), sondern auch die fiir den singuldren Fall charakteristische 


Relation (19) invariant bleibt. Die Rechnung ergibt niamlich 

F (p, q, 4) = b*g® F(p’, q’,@’). 
Also folgt aus (19), wenn 6b + 0, 
(19’) F (p’, 7, a’) = 0. 
Daraus folgt nun aber genau wie friiher, daB auch die Gleichung (19’) 
in der Weise aufgelést werden kann, da8 a’,g’ durch einen Parameter r’ 
rational ausgedriickt werden kénnen durch Formeln (26’), die sich von 
(26) nur dadurch unterscheiden, da8 alle Buchstaben akzentuiert sind; 
desgleichen gelten Gleichungen (27’), (28’) und (29’). 

Driickt man jetzt in (29’) die GréBen p’,q’,a’ mittels (36) durch 
?,q,4,6 aus und ersetzt dann a,b,q mittels (26) und (27) durch ihre 
Ausdriicke in r, so ergibt eine einfache Rechnung 

1 


(37) f=-— 5 
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und weiter aus (36), (26) und (27) { 

, doe r 
(38) P = py 
Man erhalt so der Goursatschen Transformation (35) entsprechend eine 
Transformation zwischen p,r und p’, r’, die sich ebenfalls als ein-eindeutig 
und von der Periode 2 erweist. — 

Wir wenden jetzt auf das Integral 
(x —5r)dz 

| VR (2; a,b, p, 9) 
die Transformation (35) an, wobei gleichzeitig r die Transformation 
ni sar 
erfabrt. Dann geht das Integral iiber in 
=| (z’ +4r')dz’ 
Yoq) VR(s0',0,p.¢) 
Das letztere Integral ist aber auf ein elliptisches reduzierbar durch die 
Transformation 2243p 241¢ 

327+ 3p 2’ +y"’ 
und indem man nun hierin durch die Transformationen (36) und (37) 
wieder zu den GréBen z, p,r zuriickkebrt, erhalt man den 
Satz IV: Das Integral 


f= 








z= 





i (z—5ridz 
Tre 
ist durch eine Transformation dritten Grades von der Form 
4+3a2r+5 
= e284+3a'2? + 3f'2r+y’' 
auf ein elliptisches Integral reduzierbar; desgleichen im Grenzfall Il, die 
beiden Integrale 








[(@ypniss | Sapales 
Riz) ’ R(x) ~ 
Wir wollen diese singuliren Integrale ,,singuldre Integrale zweiter Art“ 
nennen. 
Wir bemerken noch, da8 die Goursatsche Transformation (35) in dem 
speziellen Fall 6 = 0 versagt; trotzdem bleiben, wie wir spater sehen 
werden, die daraus resultierenden Reduktionsformeln richtig. 


§ 5. 
Konjugierte reduzierbare Integrale. 


Wir ziehen nun einen bekannten Satz aus der transzendenten Theorie 
der Reduktion hyperelliptischer Integrale heran: Ist u, ein hyperelliptisches 
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Integral erster Ordnung und erster Gattung, das durch eine rationale 
Transformation n-ten Grades auf ein elliptisches Integral reduziert werden 
kann, so gibt es nach dem WeierstraB-Picardschen Satz*) stets ein kano- 
nisches Querschnittsystem A,, A,, B,, B, der zugehérigen Riemannschen 
Fliche und eine Konstante C,, derart daB das Integral v, = C, u, an 
diesen Querschnitten der Reihe nach die folgenden Periodizitétsmoduln 
besitzt: 
1 0 <, 


und umgekehrt. ; 
Es gibt dann stets ein zweites, eindeutig bestimmtes Integral erster 
Gattung v,, welches an denselben Querschnitten die Periodizitétsmoduln 


0 L = 4%, 


besitzt. Dieses Integral ist dann stets ebenfalls durch eine rationale 
Transformation n-ten Grades auf ein elliptisches Integral reduzierbar"*). 

Wir wollen zwei solche Integrale v,,v, ein Paar konjugierter redu- 
zierbarer Integrale nennen, dieselbe Bezeichnung aber auch auf irgend 
zwei Integrale u,,u, ausdebnen, welche sich von zwei Integralen v,, v, 
nur um konstante Faktoren unterscheiden. 

Nun hat McDonald den folgenden Fundamentalsatz iiber solche kon- 
jugierten Integrale bewiesen"): 


Es seien, in homogener Schreibweise, 


— {2 (dz, z) — (ee (dx, z) 


VQ (2, 23)” VQ (x;, 2) 


zwei konjugierte hyperelliptische Integrale erster Ordnung, die durch 
Transformationen n-ten Grades auf je ein elliptisches Integral reduzierbar 
sind, und es sei 


iid 
~ 


die reduzierende Transformation fiir u,; alsdann ist (x 6)"—1(2 6’) apolar 
sowohl zu U als zu V. 


®) Vgl. dariiber A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903, 
8. 468—493. 

10) Diese Folgerung aus dem WeierstraB-Picardschen Satz scheint zuerst Picard 
ausgesprochen zu haben, vgl. Bulletin de Ja Société Mathématique de France 11 
(1882/83), S. 47 und Krazer, loc. cit., S. 487. 

11) J. H. McDonald, A Problem in the Reduction of Hyperelliptic Integrals, 
Transactions of the American Mathematical Society 7 (1906), S. 578—587. 
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Wir wollen zunichst diesem Resultat eine fiir die Anwendung be- 

quemere Form geben. Dazu schreiben wir symbolisch 
U=a;, V=b2, (xd)*~*(zd’) = ch. 
Dann lautet die obige Apolaritétsbedingung symbolisch: (ca)" = 0, 
(cb)" = 0; aber: (ca)* = aj ‘ay, (cb)" = b3~*by; 4), dg geniigen also 
den beiden linearen Gleichungen 
aj ‘a, 6, + a5 *a,6,=0, bj3~*b,d,+03~*6,d, = 0. 
Beide Gleichungen sind vertriaglich, weil nach § 3 ihre Determinante 
(ab) aj *b5~* = 0, 
da ja die linke Seite nichts anderes ist als die Funktionaldeterminante 
von U,V fir den Wert z= 46. Je nachdem man die erste oder die 
zweite Gleichung zur Bestimmung von 6, : 6, benutzt, erhilt man: 
(c ’) = pas ‘a, bzw. (2 5’) = obj *d,, 

wo o,o konstante Faktoren sind. Hine der beiden Bestimmungen kann 
illusorisch werden, dann aber sicher nicht die zweite, weil U und V teiler- 
fremd sind. Wir erhalten also den folgenden Zusatz zu McDonalds Satz: 

(x 6’) ist bis auf einen konstanten Faktor gleich der (nm — 1)-ten 
Polare von U in Beziehung auf 6, und gleichzeitig bis auf einen kon- 
stanten Faktor gleich der (n —1)-ten Polare von V in Beziehung auf 4. 

Wenden wir dieses Resultat zunichst auf das Goursatsche Integral 
(4) an, so ist 

6,=0, 6=1, U=2+3peix,+ 925, 

woraus sich ergibt: (x 6’) = oqaz, = 0’ 2,. 

Dagegen ist fiir das erste singulire Integral (34,) 

6,=—4r, 6g=1, V=24+3peziz,+8r°(3p —10r) zs. 
Daraus ergibt sich: 

(x 5’) = — 8or(p — 2r) (x, —5rz,) = o' (x, — 5rz,). 

Somit haben wir den Satz bewiesen: 


Satz V: Die beiden Goursatschen Integrale, und ebenso die beiden 
singuldren Integrale 





(39) [eta { (apede 
VR(z) ° VR (2) 
sind konjugierte Integrale im Sinn der transzendenten Theorie. 
Zusatz: Dasselbe gilt fiir die beiden Paare singularer Integrale im 


Grenzfall II,, wo r das eine Mal durch r,, das andere Mal durch r, zu 
ersetzen ist. 
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§ 6. 
Reduktion der beiden singuliren Integrale auf die Goursatsche 
Normalform. 

Um nun schlieBlich fiir unsere singuliren Integrale auch die elliptischen 
Integrale, auf die sie reduzierbar sind, in méglichst einfacher Form zu 
erhalten, stellen wir uns jetzt die Aufgabe, die beiden singulairen Integrale 
(39) durch eine lineare Transformation der Integrationsvariabeln auf die 
Goursatsche Normalform zu bringen, wobei wir uns wieder der homo- 
genen Schreibweise bedienen werden. Nach einem allgemeinen Satz von 
McDonald") iiber konjugierte Integrale kénnen wir die lineare Substitution, 
die das bewerkstelligt, unmittelbar hinschreiben; sie lautet einfach 


(40) a = 0,(2,—5rz,), 2 = o,(z,+4rz,), 


wobei 0,, @, zwei willkiirlich bleibende konstante Faktoren sind. 


Durch die zu dieser Substitution inverse Substitution werden die 
beiden singularen Integrale 





| (x, + 4r2_) (dx, x) | (x, —5r2q) (dz, x) 
J VR(x,, 23 a, , p,q)’ =) VR(x,, 2; a,b, p,q) 


in zwei Integrale von der Form") 








0, | , x’, (d 2’, x’) . r x (dz', x’) 
VR (x, 25 a’, b', p’, g’) J VR ex), 2; a’, UY, p,q’) 
iibergefiihrt. Dabei ist 
R(z,, 2; a, b, p, q) = (ai + 3a, 2} + bay) (zi + 3p ai x, + 923); 
a’, b', p’, 7 sind gewisse Funktionen von a, b, p, q, 7, 0,, @, und es ist 
q = 4b'+12a'7’. 


Dariiber hinaus ergibt sich nun aber das wichtige Resultat, daB die 
beiden konstanten Faktoren o,, o, sich so wihlen lassen, daB 


=a, =b, yp =7, 7 =¢. 
Und zwar sind die speziellen Werte derselben, fiir welche dies stattfindet: 
eo, = 4 = — a , 80 daB die Substitution (40) nunmehr lautet 


(41) r= $(2,—5ra,), = — 2 (2, +414). 


12) J. H. McDonald, loc. cit. S. 585. 
18) Die Bezeichnung hat nichts mit der von § 4 zu tun. 
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Thre Determinante ist — 1 und sie ist identisch mit ihrer inversen Sub- 
stitution, also von der Periode 2: 


(42) a, = 5 (2; — 5 ay), t= — = (a, + 41 my). 


In der Tat liefert die Anwendung der Substitution (42) nach den be- 
kannten Regeln der Invariantentheorie, immer unter Benutzung der 
Gleichungen (26) und (27), 





4, ae ttenst+bat= — 55; i + Spay’ ah + 92%"), 
(48) 
a} + Spa} z,+q2} = — 25?" (2 + 3a nia +b 25), 





so da8 wir also zunichst den Satz erhalten: 

Satz VI: Im singularen Fall bleibt die Funktion 

R(z,, %,) = (2} + 3az, 2} + 623) (2? + 3pa} a, + 923) 
unter Vertauschung ihrer beiden kubischen Faktoren invariant bei der 
linearen Substitution 
a, = 5 (%,—59m%), % = —— (2, + 47m), 
dh. es ist 
(44) R(z,, 2) = R(z;, 2). 
Hieraus folgt nun weiter 
(aes - 6 xy (d2’, x’) 








4s) VR (z,, 2) VR (x, 25)” 
[ ypu * -3{ z', (d2’, 2’) 
VR (x,, 2) 2 } VR(z;, 23) 


Nun sind aber die Reduktionsformeln fiir die beiden Integrale auf der 
rechten Seite von Goursat™) her bekannt, und indem man schlieBlich 
noch in den zugehérigen reduzierenden Transformationen von den 
Variablen z,, 2, durch die Substitution (41) zu den Variablen z,, x, 
zuriickkehrt, erhilt man die folgenden Reduktionsformeln™) fiir die singu- 
laren Integrale: 


14) Bei Goursat, loc. cif., ist in Gleichung (17) der konstante Faktor )3q au er- 


15) Will man die reduzierenden Transformationen in der in §1 und § 4 ge- 
w&hiten einfacheren Form haben, so hat man noch lineare Transformationen der 
elliptischen Integrale vorzunehmen, wobei jedoch die letzteren wesentlich kom- 
plizierter werden. 
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Satz VII: Es ist 
[cate a ay ( dy 











VR(z) Vy [4 (y —a)® — (3 py + 6)*) 
aN 216 r# (x5 + 3p 2? + g) 
Y= ~ —2r) + 47 (PF 47) 2 + ar (p—Or))” 
(46) 
|p" - — dz 
VR (z) 2 J Ve(4(b2+ p)? + ¢(3az—1)] 





ae (p — 2r)* (2° + 3a + b) 
1673 (2 — Br)? [((4p —5r) +r (13 p+ 40r)]° 

Darin ist R(x) durch (2) definiert und die Koeffizienten a, b, p, q 
geniigen den Gleichungen (3) und (19), wahrend r durch (29) definiert 
ist; statt dessen kann man auch a, 6, q mittels (26) und (27) durch 
die beiden unabhangig bleibenden Parameter p, r ausdriicken. — 

Wir haben bereits in § 4 darauf aufmerksath gemacht, da8 die Goursatsche 
Methode zur Herleitung des zweiten reduzierbaren Integrals aus dem 
ersten in dem speziellen Fall b = 0 versagt. Wir sind nunmehr in der 
Lage, die hier vorliegende Liicke auszufiillen. Da namlich die Reduktions- 
formel (46,) fiir 6 = 0 nicht illusorisch wird, so schlieBt man durch einen 
einfachen Grenziibergang, daB sie auch fiir b = 0 giiltig bleibt. Fir b = 0 
liefert aber die Gleichung (27) 


s= 





— 
_ 


= — 


P, 


| 


woraus nunmebr nach (26) folgt 


a aii sy, q = 8-11" p’. 


Wir erhalten so den 


Satz VIII: In dem speziellen Fall b = 0 lauten die beiden singuliren 
Integrale ; 


(z | F )az 
(41) | Whe! [tunes 


VR (2) 





wo 
R(x) = (2 + 2-11* p* az) (a + 3pz* + 8-11* p). 


§ 7. 
Weitere Folgerungen aus der Invarianz von R (x,, x,). 


Aus der Invarianz von R(z,, z,) unter der Substitution (42) ergeben 
sich nun aber noch weitere Eigenschaften der singuliren Integrale. 
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A. Fiir den Fall II,: 
Die Gleichungen (43) zeigen, daB die Wurzeln c,, ¢,, ¢, von 


o+3ar+b 
durch die nichthomogene Substitution 
(48) z= — Meee 


in die Wurzeln von 2° +3pz*+q, die wir mit d,, d,, d, bezeichnen 
wollen, iibergehen, so daB bei passender Wahl der Indizes die drei Gleichungen 
gelten 

4r(c,—5r) 


.—— ¢+4r ’ 


$=], 32, 8. 


Die Substitution (48) ist aber von der Periode 2 und hat die Fixpunkte 
2r, —10r. Also gehéren die drei Wurzelpaare 
(c,, d,), (€y, dy), (¢s, ds) 
derselben quadratischen Involution an. Daraus folgt’*) aber der 
Satz IX: Im singuldren Fall gibt es stets auch zwei zur Irrationalitat 
VR(z) gehérige Integrale erster Gattung, die durch quadratische Transfor- 


mationen auf je ein elliptisches Integral reduzierbar sind, niimlich die beiden 
Integrale 








(49) (7—2r)dz (a 
VR (z) VR (2) 
und zwar beziehungweise durch die beiden Transformationen 
_ (z—2r\3 a z+10r\? 
(50) v= (FSH) ° w = (=3,)- 


In der Tat ergibt die Anwendung der zur Substitution 
y¥, = 2%,—2rg,, y, = 2,+ 10rz, 
inversen Substitution auf die Form R(z,, z,) das Resultat 


R(a,, x.) = x { y3 [(7p + 10r) y? + (p — 2r) yi? 


(51) a 
— yi [3(3p — 107) y? — (p + 10r) yi}, 


wo 


1 
*% = 3.256 (p—2r)r 


Daraus ergeben sich unmittelbar die zugehérigen elliptischen Integrale. 


16) Vgl. z. B. J. I. Hutchinson, On the Reduction of Hyperelliptic Functions 
(p = 2) by a Transformation of the Second Degree, Diss. Chicago, 1897. 

















Reduktion hyperelliptischer Integrale auf elliptische. 497 


Mit Hilfe des in §5 angefiihrten Satzes von McDonald erhilt man 
iiberdies den 
Zusatz: Die beiden Integrale (49) sind konjugierte Integrale. 


B. Fiir den Fall Ij. 


Hier existieren, wie wir gesehen haben, drei Paare konjugierter In- 
tegrale vom Reduktionsgrad 3, deren Integranden lauten: 


Z,, Ly; ZT, + 47, %, %, —5r7,2,; 2+ 47, 2%,, 2, — 547, 2. 


Ferner ist die Form R(z,, z,) jetzt invariant unter den beiden linearen 
Substitutionen 


Ss ' 1 , ’ 
33% % = 3 (ti —57,%), a = — Gr, i + 4%), 


2 ’ ’ l ’ ’ 
T,: 2 = 3 (ts — 5%), 7 = ~ ie (a, + 47, 2). 


und daher auch bei den samtlichen Substitutionen der von 7, und 7, 


erzeugten Gruppe. 
Zur Bestimmung dieser Gruppe bilden wir zunichst das Produkt 
T, T, = 8: 
8: 2, = Stu +P Y—-lin, 2 = 4-8 , , 8-F 8 





6 33 p 6 
Man zeigt nun weiter, daB S*: 2, = —a,, 7, = — 2, also S'’=1. Da 
aber T? = 1, T? = 1, 80 ist S'* = 7,7,, also T,S = S'T, = S*T. 
Daraus folgt aber, daB die 12 Substitutionen ° 


r = {8*T"\, 4 =0,1,...5; »=0,1 


eine Gruppe bilden und zwar die homogene Dieder-Gruppe fiir n = 3. 

Fiir spitere Anwendungen erwihnen wir noch, daB die Substitution 
ST, = T, lautet 

y—11 _., 2)—11 . 
T,: 2,=—? 5 1, y= iP 2. 

Wendet man die Substitutionen der Gruppe J’ auf die oben ge- 
nannten sechs reduzierbaren Integrale an, so werden dieselben, abgesehen 
von konstanten Faktoren, untereinander vertauscht. — 

Aus der Invarianz von R(z,, z,) unter I" folgt nun weiter nach 
F. Kleins Theorie der endlichen Gruppen von linearen Substitutionen *’), 








17) F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, Leipzig, 1884, S. 37, 48, 49. 
Vgl. auch O. Bolza, On binary Sextics with linear Transformations into themselves, 
American Journal of Mathematics 9 (1888), S. 57. 
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da8 R(zx,, z,) sich durch eine lineare Transformation der Variablen auf 
die kanonische Form bringen laBt: 
i + mii ty + 4, 

wobei gleichzeitig die Substitutionen der Gruppe I’ in die von Klein 
(loc. cit. S. 37) angegebene kanonische Form iibergehen. 

Die fragliche Transformation lat sich leicht bestimmen. Die der 
homogenen Substitution S entsprechende nichthomogene Substitution hat 
namlich die Periode 3 und die beiden Fixpunkte 


A = Bie i = n= oe os. 


2 
Daraus folgt, daB die Form R(z,, x,) durch die zu 
0:4, = 2,—1,%, Oot = 2, — fe 
inverse Substitution, wenn 
38.112 33.113. 

in die obige kanonische Form iibergeht und zwar mit dem Wert") 
(52) m = =. 
Dies fihrt zu folgendem 

Satz X: In dem Grenzfall Il, bleibt R(xz,, x) bei einer Dieder-Gruppe 
(n = 3) von linearen Substitutionen von xz,, x, invariant, was zur Folge 
hat, daB die in diesem Fall vorhandenen drei Paare konjugierter Integrale 
mit dem Reduktionsgrad 3 sich durch eine lineare Transformation der 


Integrationsvariablen, abgesehen von konstanten Faktoren, auf die kanonische 
Form bringen lassen 











(09 t + @* 0; %) (dt,t) ( (01 ts — @* 09 ty) (dt, t) 
(53) ; , 
VR (t;, t) VR (t,- ty) 
worm: 
2a 
Ki, =8+ OU adie, ome*, x =0,1,2. 


Endlich gelten die am Ende des unter A. aus der Invarianz von 
R(z,, 2) gezogenen Schliisse nunmehr fiir jede der drei Substitutionen 
T,, T,, T; von der Periode 2, und wir erhalten so den 

Satz XI: In dem Grenzfall Il, gibt es gleichzeitig auch drei Paare 
zur Irrationalitét R(x,, x.) gehériger konjugierter Integrale erster Gattung, 
die durch Transformationen zweiten Grades auf je ein elliptisches Integral 


18) Vorausgesetzt, daB man die bei der Bestimmung von ¢,, 9, noch willkirlich 
bleibenden sechsten Einheitewurzeln so wahit, daB .f, 0? =/, 03. 
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reduzierbar sind. In den kanonischen Variablen t,, t, geschrieben lauten 





(54) (Sau t) i. + a” ',) (dt, t) f 
R (t,, ty) R(t, ty) 


§ 8. 
Der Hermitesche Fall. 
Wir wollen zum Schlu8 nun noch den im Eingang erwahnten Grenz- 
tibergang durchfiihren, der auf den Hermiteschen Spezialfall fiihrt. 
Dazu wahlen wir zwei GréBen p,, q, willkiirlich, nur der Bedingung 
q + 0 unterworfen, und setzen in den Formeln (29), (26) und (27) fir 
r, a und b 
Pp = e, q = te 
und lassen dann e gegen 0 konvergieren. Die Grenzwerte von r, a, 6, 
die wir mit r,, a,, 5, bezeichnen, sind 
— 
= Ge 
Daraus folgt zwischen a, und 6, die Relation 
b; — 8-1l*a} = 0, 


die man auch durch denselben Grenziibergang aus der fiir den singuliren 
Fall charakteristischen Gleichung F (p, g, a) = 0 erhalt. Gleichzeitig geht 
die Goursatsche Relation (3) tiber in 


T, a, = 273, b, = 8843. 


Go = 124, py. 


Es miissen also a, + 0, p, + 0 sein, woraus folgt, daB hier der Fall Il, 
nicht eintreten kann und daS wir p, = 1 wahlen diirfen. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt den Grenziibergang 
auch in den beiden Reduktionsformeln (46) vornehmen. Bezeichnen wir 
noch 

lim %=—y,, limez = —%, 


e=0 € e=0 


so erhalten wir, wenn wir schlieBlich iiberall den Index 0 weglassen, den 


19) Diese Integrale sind iibrigens nicht nur bei dem speziellen Wert (52) von 
m, sondern fir beliebige Werte von m durch quadratische Transformationen auf je 
ein elliptisches Integral reduzierbar und treten in diesem Sinn bereits in der oben 
genannten Arbeit von J. I. Hutchinson auf, bei der Lésung der Aufgabe, alle 
hyperelliptischen Gebilde vom Geschlecht 2 zu bestimmen, fiir die es mehr als zwei 
Integrale erster Gattung gibt, die durch quadratische Transformationen auf je ein 
elliptisches Integral reduzierbar .sind. 
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~. 2h. 


Satz XII: Im Hermiteschen Fall gibt es zwei singulare, durch Trans- 
formationen dritten Grades auf elliptische Integrale reduzierbare, konjugierte 
Integrale erster Gattung. Sie lauten mit den zugehérigen Reduktionsformeln: 


b 
Vizt+3ax+b) (2*+4a) 224 J Vy[4a? + (3y—d)))’ 


__ 2-8la?(z* + 4a) 
= <a 
(=+ iz) 


5b d 

{ (*- aa) ¢ _ 3Va dz 

\(28 + 8a2-+ b) (2? + 4a) 2 Vz ((62— 1)? — 274829)’ 

1l (#8 + 3a2-+ 5b) 

136 56 \?’ 
2b(42+ G7) (*—aa) 
wobei zwischen a und b die Relation besteht: 
b? — 8-1l*a* = 0. 











und 








s= 





(Eingegangen am 29. 3. 1935.) 











Construction de la fonction analytique effectuant 
la représentation conforme d'un domaine plan 
queleconque sur le cercle. 


Von 
F. Leja in Warschau. 


1. Soit D un domaine borné et simplement connexe du plan de la 
variable complexe z. Nous supposerous que ce domaine contient le point 
zx = 0 dans son intérieur. Désignons par F la frontiére de D et par 


(1) een 
n-+1 points quelconques situés sur F,n étant un nombre fixe. 
Formons le produit & 4(n-+ 1) facteurs que voici: 


(2) U (bye Ey «+» be) = Se 


- §. &,/ 
osSj<ksn J 


Lorsque les points (1) varient sur F, le produit (2) reste borné et atteint 
sur F un maximum (car F est fermé et borné et ne contient pas le point 
z=0). Soit 

(3) Bag Byy 2 + 09 By 

une suite de m+ 1 points de F en lesquels ce maximum est atteint. On 
a done quels que soient les points (1) de F 

(4) U (aq, Ly» +++) Gn) & U (Eq Ey, «+ +» En): 

Formons encore les n + 1 produits que voici"): 


(+2)... dd—.. 











Cy; = 





(- =) a | ee 


et supposons que, parmi eux, le produit w, soit le plus petit. On a donc 
quel que soit 7 = 1, 2,...,” 








(5) u S uy. 
2. Cela posé, formons la foaction gy, (x) suivante 
a . (2 — 2) (%)— 2) ---(%,— 2) Ont 
(6) pale) = Ye eo - 


ou 0, est un nombre réel déterminé comme il suit: Soit x == a un point 
fixe, différent de zéro, du domaine D. Nous supposerons que la déter- 





1) Quels que soient les points (3) on a évidemment la relation 
UU, ---4, = [U(x 2,-+4%,)). 
Mathematische Annalen. 111. 33 
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mination du radical et le nombre 6, dans l’expression (6) soient choisis 
de maniére que la valeur 

Pn (@) 
soit réelle et positive. Dans ces conditions la fonction (6) est réguliére 
et uniforme dans le domaine D. 


Faisons maintenant varier n. On obtient une suite de fonctions 
analytiques intimement liées au domaine D, 


(7) Pi (Z), Py (ZL), «++» Pu(Z), ++ +s 
réguliéres et uniformes dans D, s’annulant au point z= 0 et ayant des 
valeurs positives au point z = a de ce domaine. 

Je vais établir les propositions suivantes: 

I. La suite (7) tend dans le domaine D vers une fonction analytique 
réguliére dans D 
(8) Pn (x) > (2). 

II. L’équation 
(9) y = 9(2) 
effectue la représentation conforme du domaine D sur le cercle | y| <1 de 
maniére que les points « = 0 et y = 0 se. correspondent et que Vimage du 
point x =a de D se trouve sur le rayon positif du cercle |y| <1. 


3. Démonstration. Effectuons la transformation 


du plan de la variable z sur le plan de la variable z et soient D’ et F’ 
les images sur le plan des z du domaine D et de la frontiére F respec- 
tivement. I] est clair que le domaine D’ contient le point a l’infini 
dans son intérieur. Le produit 


Vlets--od= PP \tj—Seb 


oSj<kSn 


ou n est quelconque mais fixe, et les points ¢,,¢,,...,¢, varient sur F’, 
reste borné et atteint sur F’ un maximum. II résulte du paragraphe 1 
que ce maximum est atteint aux points 


= eer ou z= 
et que, parmi les produits 


0; = |(z — 2)... (-1— 2%) (G41 — %).--(2n — 2m) |, J = 9,1,....0, 


celui d’indice 7 = 0 est le pius petit. 














Représentation conforme d’un domaine plan. 
Ceci étant, formons le polynome suivant 
(z — z,) (@ —2,)...(z—2,) 
0 pal n 
(10) ®,, (2) (2, — 2,) (2, — 2,).-+ (z —2,) 
et faisons varier m. J’ai démontré ailleurs*) ce qui suit: 

Le polynome (10) satisfait (quel que soit m) sur la frontiére F’ du 
domaine D’ a l’inégalité 





|®,(z)| = 1 
et la suite 


V|®,, (z) | (n = 1,2,...) 
converge dans le domaine D’. La fonction limite |®(z)j de cette suite est 
telle qu’on a |®(z)| >1 dans D’ et que lim |®(z)| = 1 si z tend vers 
un point quelconque de la frontiére F’ de D’. 

Observons maintenant que, dans le domaine D du plan des z, on a 


identiquement 
1)| = (5-<)---(5-<) 1 


(5 = (z a 2) ~ Tq (2) 








Il en résulte que les fonctions (7) satisfont sur la frontiére F du domaine D 
& Vinégalité 


| Pn (x)| 21 
et que la suite de leurs modules 
(11) 1G ()|, | G2 (@)|, «+» |@n(a)|, --- 


converge partout dans le domaine D. La fonction limite de cette suite 
est plus petite que l’unité dans D et tend vers l’unité si x tend vers un 
point quelconque de la frontiére F de D. D’autre part, cette fonction 
ne sannule qu’au point zs = 0. 

4. Je dis que la suite (7) est uniformément bornée dans chaque do- 
maine fermé 4 intérieur au domaine D. En effet, désignons par R le 
diamétre de D, par r >0 la distance entre 4 et F et par 7 >0 la 
distance entre F et le point z= 0. Si z est un point quelconque de 4 
on a, d’aprés la formule (6), 

Ri/R*  R 
lga(z)|S Rye =< 
ce qui prouve notre assertion. 

Je dis maintenant que la suite (7) converge uniformément dans 
chaque domaine fermé A intérieur 4 D. 


2) Annales de la Soc. Polon. de Mathém. 12 (1934), p. 57—71. 
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En effet, supposons que 4 contienne dans son intérieur le point 
2 = a (appartenant, comme on sait, 4 D) et. admettons que la suite (7) 
ne soit pas convergente dans 4. Dans ce cas il existerait, d’aprés un 
théoréme connu de P. Montel, deux suites partielles de la suite (7) ten- 
dant uniformément dans 4 vers des fonctions limites différentes: 

Pu, (%) > (2), Y, (2) > (2). 

Mais on a | p(xz)| = | p(z)|, car la suite (11) converge dans 4. D’autre 
part, les fonctions (z) et y(z) sont réguliéres dans 4 et p(a) = y(a) > 0, 
car, quel que soit mn, on a g(a) >0 et la limite de la suite (11) ne 
s’annule qu’au point z = 0. II s’ensuit immédiatement que les fonctions 
g(x) et p(x) ne peuvent pas étre différentes et, par conséquent, la 
suite (7) converge dans 4. La proposition I (du paragraphe 2) est donc 
démontrée. 

Soit (zx) la fonction limite de la suite (7). La proposition II 
résulte du fait qu’on a | g(z)| <1 dans D et que lim|g(z)| = 1 si z 
tend vers la frontiére F de D, car la fonction »(z) est réguliére dans D*). 


8) Pendant la correction des épreuves M. B. L: van der Waerden a bien voulu 
attirer mon attention sur le manque de démonstration de |’univalence (Schlichtheit) 
de g(x). Pour compléter ce point il suffit de prouver que la fonction 

_ 
v (2) = lim jg, (2)-e~%=*= 1: @(2) 


est univalente dans le domaine D’. Pour ce but considérons la fonction yw, (z) = w 
effectuant la représentation conforme de D’ sur le cercle |w| > 1 de sorte que les 


points z = co et w = co se correspondent. On sait que 





z | : 
——-|-—> d si z + ©, 
Yo (2) 
ou d est le diamétre transfini (de M. Fekete) de la frontiére F’ de D’. D’autre 
part, j'ai prouvé dans le travail cité plus haut que Fri —+d si z-» co, donc 
(ez) | 


le quotient (2) | tend vers 1 si z tend ou bien vers l’infini ou bien vers F’. 
| Yo 


On en déduit aussitét que la fonction we est constante dans D’, donc y (z) 


Yo 
est univalente dans D’, car y,(z) l’y est. Cette démonstration est appuyée sur 
Vexistence de la fonction y,(z). On pourrait éviter cette hypothése en démontrant 
directement que y’ (z) + 0 dans D’, mais, dans ce cas, la démonstration serait un 
peu plus longue. 


(Eingegangen am 19. 1. 1935.) 
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spezieller ganzer Funktionen (Exponentialsummen). 
Von 


Martin Regensburger in Minchen’). 


Seite 
ee ee eS ee ee eee 506 
I. Teil. 

§ 1. Die Funktion F(z) und ihr Verhalten gegeniiber gewissen 
SEP ag aa eee ee a 507 
§ 2. Komplexe Bereiche und Exponentenpunkte.......... 508 


§ 3. Asymptotische Darstellung der Funktion F(z), wenn an einer 
Ecke des Indikatordiagramms zwei geradlinige Stiicke zu- 
ED. so 5 a a 0 6 6 6.4; 6 6 4 08 ba oe ee 509 
§ 4. Asymptotische Darstellung auBerhalb logarithmischer Streifen 512 
5. Asymptotische Darstellung von F(z), wenn an einer Ecke des 
Indikatordiagramms zwei nicht geradlinige Stiicke zusammen- 
PS ee ee et ee 516 
§ 6. Asymptotische Darstellung von F(z) fiir gewisse Richtungen, 
wenn die Begrenzung des Indikatordiagramms eine Kurve 
GED 6 +. 0% ews ca 8 Ke ee gan enero tes SES 518 
§ 7. Untersuchung des Falles, daB an einer Ecke des Indikator- 
diagramms, die nicht Exponentenpunkt ist, zwei Strecken zu- 


SE 0. 6) S00 FS bo ee ORs ore oe ee 519 
§ 8. Anzahl der Nullstellen von F(z) in der Umgebung einer 

NOU eos £0 PR PS tS 522 
§ 9. Untersuchung des Verhaltens von F(z) in den Wechsel- 

OPS eee eee ee cae ihe ances 530 


1) Diese Arbeit ist von der philosophischen Fakultét II. Sektion der Uni- 
versitat Miinchen als Dissertation angenommen worden. Herrn Prof. S. Bochner 
dankt der Verf. herzlich fir die Stellung des Themas, Herrn Prof. F. Hartogs fir 
seine Beratung wahrend der Bearbeitung. 





506 M. Regensburger. 


II. Teil. Seite 

ii, i i aT hs oy Ble ee Be 533 
§ 11. Indikatordiagramm und asymptotische Darstellung der Funk- 

9 eee ce ee ee ee eee oe 534 

§ 12. Darstellung von ®(z) auBerhalb logarithmischer Streifen. . . 535 


§ 13. Asymptotische Darstellung lings einer logarithmischen Linie. 536 
§ 14. Anzahl der Nullstellen in der Umgebung einer logarithmischen 
EE oc RR ae et ho ee ns a Pee Se 538 


Einleitung. 


Es werden im ersten Teile dieser Arbeit Funktionen behandelt von 
der Form 


F (z) = ¢, e%1* + 6, e%2* + = Dr ve". 


1 


Fiir die Zahlen a,, die komplex sind, gelte: |a,|< a, a> 0; D>? lel 


1 
wird als konvergent vorausgesetzt, wobei die Zahlen c, auch komplex sind. 
Es soll der Versuch gemacht werden, im Anschlu8 an Arbeiten von 
G. Pélya und E. Schwengeler*), in welchen bloB endliche Summen der 
obigen Art behandelt werden, Untersuchungen iiber Lage und Anzahl der 
Nullstellen bei diesen ganzen transzendenten Funktionen anzustellen. 
Im zweiten Teile sollen fiir eine allgemeinere Klasse von Funktionen 


®(z) = >» ce, P, (z)e*"* 


analoge Untersuchungen angestellt werden, wobei iiber die c, und a, die- 
selben Voraussetzungen gemacht werden wie bei F(z); fiir alle Polynome 
P,(z) aber soll gelten: 


|P,(2)| =| D# AP |< (m+) Al", A>0, m>0. 


%) G. Pélya, Geometrisches iiber die Verteilung der Nullstellen gewisser ganzer 
Funktionen, Sitz.-Ber. Bayr. Akad. d. Wiss. 1920. E. Schwengeler, Geometrisches 
tiber die Verteilung der Nullstellen spezieller ganzer Funktionen (Exponential- 
summen), Dissertation, Zirich 1925. Uber damit zusammenhangende Frage- 
stellungen sind noch folgende Arbeiten erschienen: E. C. Titchmarsh, The zeros of 
certain integral functions, London Math. Soc. Proceedings (2) 25 (1926), S. 283—302; 
L. A. Mac Coll, On the distribution of the zeros of sums of exponentials of poly- 
nomials, Transact. Amer. Math. Soc. 36 (1934), S. 341—360. Weitere Hinweise 
finden sich bei G. Pélya, Untersuchungen itiber Liicken und Singularitaéten von 
Potenzreihen, Math. Zeitschr. 29 (1929) in FuBnote *°) (S. 594). 
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I. Teil. 


§ 1. 
Die Funktion F(z) 
und ihr Verhalten gegeniiber gewissen Transformationen ‘), 


In der Funktion F(z) = ae e*** seien alle a, komplex und von- 
1 
einander verschieden und alle |a,| <a, ferner seien alle c, komplex und 


> |c,| sei konvergent. 
1 
Da c,e""* eine in der ganzen Ebene analytische Funktion ist, und 
da in |z| < R gilt: 


Jo, 6°" | <= |o,| **!"!! <= Je, e°*, 
oo ao 
dD: loler® = e® Dlc,| 
1 1 


konvergiert, so ist F(z) = De e’* eine fiir |z| << R gleichmaBig kon- 
1 

vergente Reihe analytischer Funktionen und als solche analytisch in 

|z|} = R. Da nun R beliebig groB sein kann, so ist F(z) in der ganzen 

Ebene analytisch, also eine ganze Funktion. 

Die zu den a, konjugiert komplexen Punkte a, sind fiir die folgenden 
Untersuchungen wichtig. Sie mégen Exponentenpunkte heiBen. Es wird 
sich ein Zusammenhang zwischen der Lage der Exponentenpunkte und 
der der Nullstellen in der komplexen Ebene ermitteln lassen. 

Da oft eine spezielle Lage der Exponentenpunkte a, in der kom- 
plexen Ebene von Vorteil ist, so wird jetzt das Verhalten der Nullstellen z, 
der Funktion F(z) und ihrer Exponentenpunkte a, gegeniiber einfachen 
Transformationen untersucht. 

Sind z, die Nullstellen von F(z), also F(z,) = 0, so besitzt die 
Funktion e%*F(z) dieselben Nullstellen. Die Exponentenpunkte sind 
a,+a,. Diese haben also gegeniiber denen von F(z) eine Parallelver- 
schiebung erfahren. Es ergibt sich also der Satz: 

Bei einer Parallelverschiebung der Figur der Exponentenpunkte und 
festgehaltenen c, bleibt die Lage der Nullstellen ungeandert. 

Die Funktion F (ze‘’), wo y eine reelle Zahl ist, hat die Nullstellen 
z,e—*’, wenn z, wieder die Nullstellen von F(z) sind. Die Nullstellen 


da ferner 


8) Vgl. B. Schwengeler, a. a. O., S. 7 ff. 
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von F(ze‘’) gehen also aus denen von F(z) durch Drehung um den 


Winkel —y um den Nullpunkt hervor. Da F(ze‘’) = Dee”, 
1 
so sind die Exponentenpunkte dieser Funktion a,e—‘”. Die Exponenten- 
punkte haben dieselbe Drehung wie die Nullstellen erfahren. 
Mit Hilfe dieser Transformationen kann man die Figur der Ex- 
ponentenpunkte in eine beliebige Lage der komplexen Ebene bringen, 
wovon 6fters Gebrauch zu machen sein wird. 


§ 2. 
Komplexe Bereiche und Exponentenpunkte ‘), 

a) Definition eines konvexen Bereiches. Eine ebene Punkt- 
menge bildet einen konvexen Bereich, wenn sie 1. beschrankt, 2. ab- 
geschlossen ist und 3. die Konvexititseigenschaft hat, mit einer sie tref- 
fenden Geraden stets eine einzige Strecke gemein zu haben, die sich 
natiirlich auch auf einen Punkt zusammenziehen kann. 


Die dritte und wesentliche Eigenschaft kann man auch durch die 
gleichwertige Forderung ersetzen, daB die Punktmenge zu zwei beliebigen 
ihrer Punkte immer auch deren Verbindungsstrecke enthalten soll *). 


Jeder Punkt, der im konvexen Bereich 8 nicht enthalten ist, soll 
ein duBerer Punkt von 8 heifen. 


Unter der Begrenzung eines konvexen Bereiches 8 verstehen wir die 
Gesamtheit der Punkte des Bereiches, die Haufungspunkte von auBeren 
Punkten sind. 


b) Schranken und Stiitzgeraden eines konvexen Bereiches. 
Unter einer Schranke eines konvexen Bereiches 8 versteht man eine Ge- 
rade, welche keinen einzigen Punkt von 8 enthialt. 

Unter einer Stiitzgeraden eines konvexen Bereiches versteht man eine 
Gerade, die @ ganz auf einer Seite ]48t und mit 8 wenigstens einen 
Punkt gemeinsam hat. 

Es gilt der Satz: Durch jeden aduBeren Punkt eines konvexen Be- 
reiches 6 kann man eine Schranke, durch jeden Punkt der Begrenzung 
eine Stiitzgerade legen. 


*) Das Folgende ist eine dem Zwecke dieser Arbeit angepaBte Wiedergabe der 
einschlagigen Darstellungen in: W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, 
S. 43 ff.; C. Carathéodory, Uber den Variabilitatsbereich der Fourierschen Kon- 
stanten von positiven harmonischen Funktionen, Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo 32 (1911), S. 197—199. 

5) Blaschke, Kreis und Kugel, 8. 43. 


ee 
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c) Konvexe Hiille einer Punktmenge. ® sei eine beschrinkte 
und abgeschlossene Menge, jedoch sonst beliebig. Unter einer Schranke 
von M verstehen wir hier eine Gerade, die keinen Punkt von M enthilt 
und M nicht in zwei getrennte Bestandteile zerlegt. 

Es gilt der Satz, da® es einen kleinsten konvexen Bereich gibt, der 
M enthalt. 

Dieser kleinste konvexe Bereich 8 besteht aus der Gesamtheit der 
Punkte, durch welche keine Schranke von M hindurchgeht. 

d) Konvexer Bereich und Exponentenpunkte. Mit a, werden 
wieder die Exponentenpunkte bezeichnet. Da alle |a,| << a, wobei a> 0, 
und da die Menge der a, unendlich viele Elemente enthilt, so gibt es 
nach dem Satze von Bolzano-WeierstraB wenigstens einen Haufungspunkt 
der Exponentenpunkte a,. Die Haiufungspunkte der Exponentenpunkte a, 
kénnen zur Menge der a, gehéren oder nicht. 

Betrachtet man die Menge, welche 

1. alle Exponentenpunkte a, enthilt, 

2. ferner alle Haiufungspunkte der a,, 
so ist diese Menge abgeschlossen. Sie kann daher nach dem vorigen mit 
einem kleinsten konvexen Bereich $8 umschlossen werden, den wir kon- 
vexe Hiille*) der Menge oder auch das Indikatordiagramm’) der Funk- 


tion F(z) nennen wollen. 


§ 3. 
Asymptotische Darstellung der Funktion F (z), wenn an einer Ecke 
des Indikatordiagramms zwei geradlinige Stiicke zusammenstoBen. 

Die Begrenzung der konvexen Hiille enthalte den Exponentenpunkt a,, 
in dem die zwei Strecken a,a, und a,a, zusammenstoBen (Fig. 1). Durch 
a, soll mehr als eine Stiitzgerade gehen; wir wollen dann a, eine ,,Ecke“ 
des Indikatordiagramms nennen. Die Stiitzgeraden durch a, fallen in 
einen bestimmten Winkelraum, dessen GréBe 6 sei. Der Winkel mit dem 
Ursprung als Scheitel, dessen Schenkel senkrecht sind zu den Schenkeln 
des die Stiitzgeraden enthaltenden Winkels, hat auch die Offnung 6. 

Der Richtungswinkel der Strecke 4,a, sei 6,, der von a,@) sei ds, 
so daB 6, = 6,+46—2. 

Es wird behauptet: 

Fiir alle Strahlen von O aus, deren Richtungswinkel » der Bedingung 
geniigen: 

+5 —-2a<y<b,-F 


6) Blaschke, Kreis und Kugel, S. 54. 


7) Pélya, Math. Annalen 89 (1923), S. 181; Schwengeler, a. a. O., S. 9. 
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oder 

(1) +5 <pt24<4,4+, 

die also zwischen jenen beiden Loten liegen, gilt fiir F(z) die Beziehung 


(2) lim *© — 1, 


a 
lel >ece™ 








Fig. 1. 


wo z=re%, und @ unverandert bleiben soll. Wir wollen fiir diese 
Grenzbeziehung kurz sagen: F(z) la§t sich fiir die angegebenen Strahlen 
asymptotisch darstellen in der Form 


F(z) ~c,e**. 


Zum Beweise schreiben wir: 


o~ 7 


F (2) nis Dr ee _ o,e™**(1 + >» get —tw*), 
1 


1 


c <4 , 
wo = = ¢, gesetzt ist und > bedeutet, daB bei der Summation der 
1 


Index x auszulassen ist. Ferner erhalt man 





| F(z) _ = Yo (ay — ay)2 | Y _ , R(a,—a,)z 
(3) ) et =| ce = 2 ale 
| ' 
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Es sei®) 
a, — a, = |a, — a,| (cos 6, + ¢ sin 6,) = la, —a,| e; 


6, ist der Winkel, den die Verbindungsstrecke a, a, mit der positiven 
reellen Achse bildet. 
Dann ist 


R (a, —a,)z = R la, — a, |r? +? — |a, — a,|7 cos (py + 4,). 


An Stelle des Winkels 6, der Strecke a, a, mit der positiven reellen 
Achse ist es zweckmaBig, den Winkel 6, einzufiihren, den die zu a, a, 
spiegelbildlich (beziiglich der reellen Achse) gelegene Strecke a, a, mit 
der positiven reellen Achse bildet. 

Zwischen beiden besteht die Beziehung 

6,+6,=22, also 6, = 2a—6, 
und es wird dann 
(4) R(a,—a,) z = |a, —a,|r cos (yp + 6,) = | a, — a,|7 cos (p — 4,). 

Es gilt aber wegen der Konvexitit des Indikatordiagrammes, das 
alle Exponentenpunkte a, enthalt, folgende Ungleichung: 
(5) 6,545, = 4. 

Beachtet man die Beziehung (1), so folgt: 
3 
F< pt22-4<F 
und somit 
(6) cos (p — 6,) <0. 


In unserer zu betrachtenden Summe (3), die jetzt 


= 
4. , 1@y—a, | reos @—4d,) 
’ |@le 

1 


lautet, sind also alle Exponenten negativ. 
Zu einem vorgegebenen ¢ > 0 wird jetzt n so bestimmt, daf 


~~” 


D lel<¢¥- 


n+l 


Dann wird fiir die endlich vielen Glieder y = 1, 2,...,m 1, so groB ge- 
wahlt, daB 


n 

2 |a,—a,| r cos (py —4,) € 

D léle <§ 
: 4 


8) Cf. Schwengeler, a. a. O., S. 14. 
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firr>r,. Jetzt ist 


Pa n Da 
> |e e! ty — axl P eos @—4,) < D\e,| e!4— 4x1 cos (@—4,) + D> lel <e 
1 1 








n+1 
fir r > 1, oder 
2 4 fiir r >, und z = re'?, (8, — 3% 5 =) 
(2a) a <e firr>r, und z = » (9, =z <9<4,-F5), 
wie behauptet. 


Der Wert von r,, von dem an die Beziehung (2a) gilt, ist abhiangig 
von dem vorgegebenen Werte « und von der Richtung g des Strahles, 
auf dem z = re’” wandert. Es ist aber méglich, ein r, anzugeben, das 
nicht mehr von @ abhangt, wenn nur die Richtung » ganz im Innern 
des betrachteten Winkelraumes liegt, d. h. wenn 


(7) ,— 2424595 6,-5-4, 


wobei ¢, beliebig klein gewahlt werden darf. 
Dann ist namlich unter Beachtung von (5) 


FtaSevt2x—-4< Fe, 
und somit 
cos(g — 6,) = — sine, (< 0). 
Bestimmt man jetzt r, so, daB 


DF la, erent fir r>r,, 
: 1 
80 ist 
oo a x 
DF lajee—sire-® SD? [8] oer selon 4 > |é <e 
1 1 n+1 
fir r > r,. 


Dabei ist r, abhangig von « und ¢,, nicht mehr aber von g. Also 
gilt (2) fiir den betrachteten Winkelraum gleichmaBig, d.h. unabhingig 
von ~, sofern m der Bedingung (7) geniigt. 


§ 4. 
Asymptotische Darstellung au8erhalb logarithmischer Streifen*). 


Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen Jassen noch eine Verfeinerung 
zu. Die Beziehung (2), die nach dem vorigen Paragraphen zwischen den 
Schenkeln des beiderseits um ¢, verkleinerten Winkels gleichmaBig galt, 


*) Schwengeler, a. a. O., S. 13 ff. 
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besteht sogar noch bis zu logarithmischen Linien, die die Strahlen der 


Richtung 6, — = und 6, — > zur Achse haben, und zwar gleichmiaBig 


(Fig. 1). 

Um den Beweis dafiir zu erbringen, drehen wir das Indikator- 
diagramm so um den Nullpunkt, daB der Strahl von der Richtung 
6, — = mit der positiven reellen Achse zusammenfillt. Zu diesem Zwecke 
miissen wir die z-Ebene durch die Transformation z = Ce’, wo y = 6, — * 
ist, in die ¢-Ebene iiberfiihren. 

Durch diese Drehung wird die Allgemeingiiltigkeit der Resultate nicht 
gefibrdet. Wenn namlich in der z-Ebene fiir den Exponentenpunkt a, und 
fiir eine Richtung gy, wo z = re” ist, gilt 


F (z) = 


so ist dann in der ¢-Ebene, da z = ¢ e'’, 


; F(tet? 
lim ZS. => 
[S|—-+2 a Y 
oder 
9 - ea i 
Te a,fet? ayo 
vce reve 
It] —>e ay Se It] 2 ay Ilo, 9% 
° c,é ce ° c,e 
ao 
*. 
‘ 
wo a,e’’ =af und )+c,e* = f(¢) gesetzt wurde. 


1 

Die Exponentenpunkte a? der ¢-Ebene, also auch az, sind aus den 
Exponentenpunkten a, der z-Ebene wegen ay = a,e~‘’ durch Drehung 
um den Winkel — y um den Ursprung hervorgegangen; auch die Richtung 
des Strahles der ¢-Ebene ist wegen ¢ = ze~‘Y durch Drehung um den 
Winkel —+y aus der Richtung des betrachteten Strahles der ¢-Ebene 
hervorgegangen. In der ¢-Ebene gilt also dieselbe Grenzbeziehung fiir die 
transformierten Elemente. 

Ebenso gelten die Umformungen riickwirts. 

Das Indikatordiagramm ist also so gedreht worden (Fig.2), daB die 
Strecke a,a, senkrecht zur positiven reellen Achse liegt. Es wird be- 
wiesen, da8 Beziehung (2) fiir r>r, in dem Gebiete zwischen y = klogz 
und y = ztge, gilt, wobei k und «, zwei beliebig zu wiahlende positive 
Konstanten sind, ¢, hinreichend klein. 

Zum Beweise untersuchen wir wieder (3). 
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Dort setzen wir analog den Bezeichnungen in § 3 





a, — a, = |a, — a,| (cos d, + tsin 6,) = |a, — a,|(cosd, — isin 4,); 


6, ist der Winkel, den die Strecke a,a, mit der positiven reellen Achse 
bildet (Fig.2). Wenn man noch z = 2+ ty setzt, so erhaélt man 


R (a, — a,)z = |a, — a,| (x cos d, + y sin d,). 


& 


di 

















Fig. 2. 

Jetzt werden folgende Fille unterschieden: 

1. Fall: = <5,<2. 
Dann ist 

(F<)4545F. 

Die Winkel 4, werden eingeteilt in 6,, und 4,,, fiir welche gilt: 
(8) (F <)4, Son 5 22-4,(< F), 
(9) (17 <)22-8, <6, <*2. 

Wir erhalten dann fiir die Summe (3): 


"te _ é. a. 
)? |2,| a,| (z cos J, + y sin 4,) 


on DIALS e!2r1 — Sx! ond, + yin dy) | >, les ge) tva— Sul eon dyg + yin yg) 
1 1 
a) Abschatzung von > Es ist wegen (8) 


cos 6,, S cosd,(<0); sind,, < sind, (< 1) 
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zcos 6,, + ysind,, <= rcosd, + ysind, 
< zrcos 6, + rtge, sind, = x(cosd, + tge, sind,) 


fir 0< y < xtge, und c > %. 
Wahlt man jetzt «, so klein, daB 


cos 6, + tge, sind, < 0, 
so ist die Summe 


>, és el v1 — %| (2008 d,, + y sin dy) <>»? |é:| el tv1 — x12 (oon 4; + tg ey sin dy) 5 
fir 2 > a, ahniich wie in § 3. 
b) Abschatzung von >, Wegen (9) ist 
cos 6,3 = 0; sind,» < sin(2% — 6,) = — sind, (< 0). 
Man erhalt dann, wenn man noch y > klogz beachtet, fir zs > 2, 
x cos 6,9 + ysind,,s = — ysind, = — klogzsinéd,. 
Fiir die Summe ergibt sich dann 


- - 4 6 
Y7 [era] el” a,| (x cos 9,9 + y sin J, 9) 


Gq | e~ tra ext é = | -—Idyg—ay| sind 
< D} lasle lay — @, | k log z sin 0, sas Dd}, |eale lay a,| k sin 3; 
Fiir hinreichend groBes xz > z, ist dann wie in den friiheren Abschitzungen 
ia —|ay9— a, |k sin Jy £ 
Dy lesa <¥- 


Fa8t man die Abschatzungen von a) und b) zusammen, so erhalt man 
y é, | a,| (z cos J, + ysin d,) <e 
1 


fir z > 2, wo x, die gréBte der Zahlen z, und z, ist, gleichmaBig fir 
alle y, welche der Bedingung geniigen: 
klogzs ys rtge,. 
2. Fall: ns6< 7. 
Dann ist: 
@<)6,<56,<%. 
Die Winkel 6, werden eingeteilt ia 6,, und 4,., fiir welche gilt: 


(10) asonis, 


(ql) F <n F. 
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Die Summe (3) wird dementsprechend in >, mit 6,, und >, mit 4,5 
zerlegt. 
Man erhalt wegen (10) fir alle Glieder aus >, 


tw! 


\: 


52 
4 


Fiir die Glieder aus pf bekommt man wegen (11) 


x C08 6,, + ysin d,, = ysin 92 = — is ys —? blogs fir z > x. 


zcos 6,, + ysind,, = rcos— + ysina = — > a. 


to| 


Die weitere Abschitzung von ye und » verliuft wie im ersten Falle 


und fiihrt zu dem gleichen Ergebnis. 
Dieser Paragraph erbrachte also den Beweis dafiir, da3 sogar fiir 
klogz Sy S atge, gleichmabig 


oo 
> ee —_ 2 é, 
1 


sobald z > z,, wo x, von y unabhingig ist, und daB somit Beziehung (2) 
bis einschlieBlich zur logarithmischen Linie y = k log z giiltig bleibt. Uber 
die Steigung k wurde nur vorausgesetzt, daB 


(12) k>0. 


§ 5. 

Asymptotische Darstellung von F(z), wenn an einer Ecke 
des Indikatordiagramms zwei nicht geradlinige Stiicke zusammenstoBen. 
Auch wenn in einer Ecke des Indikatordiagramms zwei nicht gerad- 
linige Begrenzungsstiicke zusammenstoBen, laBt sich die Darstellung von 
‘ F(z) in der Form (2) durchfihren. Es 
4, ow kann hier die gleichmaBige (d.h. von 
unabhingige) Konvergenz sogar fiir den 
ganzen Winkelraum bewiesen werden, der 





ax gebildet ist von den zwei Strahlen durch 
den Ursprung, die senkrecht zu den be- 

=X riihrenden Stiitzgeraden durch die Ecke a, 

/] | sind (Fig.3), wahrend in § 4 nur fiir einen 
Fig. 3 um e, verkleinerten Winkelraum diese Tat- 


sache bewiesen werden konnte. 

Zur Vereinfachung der Darstellung denken wir uns das Indikator- 
diagramm so gedreht, daB die eine beriihrende Stiitzgerade in Richtung 
der Y-Achse fallt, so daB die positive reelle Achse der eine Schenkel des 
Winkelraumes wird. Wie in §5 bezeichnen wir mit 6, den Winkel der 





wa Pe 
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anderen beriihrenden Stiitzgeraden mit der positiven reellen Achse. Es 
gilt dann fiir alle » des Intervalls 
0S 754,- 5 
und fiir alle z = re” die Beziehung (2) 
tim ZO) 21, 
Isl>om ge *” 


wo a, der Punkt ist, der zum Exponentenpunkt @, konjugiert ist. 
Zum Beweise unterscheiden wir nach der GréBe des Winkels 6, zwei 
Fille: 


1. Fall: 5 <5, <2. 
Dann ist 
a na 
0S 7s5,- zr < 2° 
1>cosy >sind, >0; 0< sing < — cosd, <1. 
Die Richtungswinkel 4, der Strecken a,a, geniigen der Bezichung 


n 32x 
(3 <) 6, < é, < 2° 
a) Fiir alle 6, des Intervalls 6, < 6, << 2 gilt 


0 > cosd, > cosd,; 1 > sind, > sind, 
und 
cos (y — 6,) = cos y cos 6, + sin p sind, 
= sin 6, cos 6, — cos 6, sind, = sin(6, — 6,) < 0, 
wo die Schranke sin(é, — 6,) unabhingig von 9 ist. 
b) Fiir alle 4, des Intervalls x < 6, < os gilt: 


-icua cc -©. 0>sint,>—-2 


und 
cos (y — 6,) = cos pcos dé, +. singsind, < sind, cosd, < 0. 


c) Fiir alle 6, aus <3,<% ist 


—"? < c0s8,<0; —2>sina,>—-1 
und 
cos (gy — 5,) = cos gy cosd, + sin y sind, < sind, cosd, < 0. 
Fiir alle 6,, die im ersten Falle méglich sind, kann also fiir cos(g—-4,) 
eine Schranke gefunden werden, die von g nicht abhingt. 


2. Fall: nx6,<*%, 
Mathematische Annalen. 111. 
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09S 954,-F(<2) ' 
(x <) 4, <4, < %, 


cosé, <0, sind, < 0. 
a) Wenn nun OS ps =. dann ist 
cos (g — 4,) = cos pcos d, + sin @ sin 4, = V2 08 , < 0. 
b) Fir <9 < F wird 
cos (y — 6,) = cos pcos 6, + sin psind, <= 12 sin 6, < 0. 
c) Wenn =< 954,-F, dann ist 6, > 2 und 
0> cosy > sind,; 1 > sing > —cosd, (> 0). 
Man erhalt dann 
cos (gy — 6,) = cos ycosd, + sin psind, 
S sin 6, cos 6, — cos 6, sind, = sin(6, — 6,) < 0. 


Auch im zweiten Falle 1a8t sich also fiir cos (gy — 6,) eine Schranke finden, 
die g nicht enthalt. 

Die im ersten und zweiten Falle gefundenen Abschatzungen ergeben, 
wenn man, ausgehend von der Beziehung 


= 3 lé, |e! *r— tal reooer— 4) 


die ieee des §4 anwendet, daB 
F (z) 


c,e"™* 


Ft) inl 











lim 


|z| poo 








ahs he 


im ganzen Winkelraum 0 < » < 4, — = gleichmaBig, d.h. unabhingig 
von 9. 


§ 6. 
Asymptotische Darstellung von F(z) fiir gewisse Richtungen, wenn 
die Begrenzung des Indikatordiagramms eine Kurve enthilt.: 
Die konvexe Hiille der Exponentenpunkte enthalte in der Begrenzung 
ein nicht geradliniges Stiick (Fig.4). Wir nehmen an, daB auf diesem 
nicht geradlinigen Stiicke auch Exponentenpunkte a, liegen. 











Nullstellen von Exponentialsummen. 519 


Ist a; ein Punkt aus der Menge der Exponentenpunkte G,, der auf 
dem Kurvenstiick liegt, so geht durch ihn nur eine einzige Stiitzgerade 
des konvexen Bereiches. Durch jeden benachbarten Exponentenpunkt 
auf der Kurve geht eine Stiitzgerade, 
die von dieser verschieden ist. 

Fiir den Strahl durch O, der senk- 
recht ist zur Stiitzgeraden durch G;, 
d. h. fir z= re*"i, wo g; der Rich- 
tungswinkel dieses Strahles ist, laBt sich re 
bei groBem |z| F(z) asymptotisch dar- %~ 
stellen in der Form 

lim *( 


|z!—>oo ees" 








as 1. Fig. 4. 





Zum Beweise setzen wir wie friiher z = re” und 


ort 


ao 


’ 
Y; ce, a;)z 


1 





a; 
c,e/ 


Ie; 
D>} enthiilt das Glied mit dem Index j nicht; 4, ist der Winkel, den die 
Verbindungsstrecke @;4, mit der positiven reellen Achse bildet. 

Nun ist fiir alle a, 


1 


SDF baleen etme, 
aes 








3 
i+ %<4< 943; $<4-9,<%, 
also 
cos (p; — 6,) < 0. 
Dann ist fiir geniigend groBe r = r(e, a;, c;) bei vorgegebenem ¢ > 0 
wie in §4 


F(z) 





ee 
aly | S pad lal-de—sa-® < o, 
he 





a;z 
.e/ 
ce 


und somit die Behauptung bewiesen. 


§ 7. 
Untersuchung des Falles, da8 an einer Ecke des Indikatordiagramms, 
die nicht Exponentenpunkt ist, zwei Strecken zusammenstoBen. 
Die Ecke A des Indikatordiagramms sei kein Exponentenpunkt. 
Dort sollen zwei geradlinige Begrenzungsstiicke zusammenstoBen. A ist 
notwendig ein Hiaufungspunkt von Exponentenpunkten, da andernfalls 
das Indikatordiagramm mit der Ecke A nicht mehr kleinste konvexe 
Hiille der Exponentenpunkte wire. 
34* 
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In diesem Paragraphen soll untersucht werden, ob auch in diesem 
Falle eine asymptotische Darstellung von F(z) méglich ist. Zu diesem 
Zwecke legen wir um A einen Kreis von 
kleinem Radius. Seine Schnittpunkte mit 
der Begrenzung seien B und C (Fig. 5). 

Wir bezeichnen jetzt (fiir diesen Para- 
graphen) die Exponentenpunkte, die in dem 
Kreissektor, einschlieBlich seiner Begrenzung 
liegen, mit A,, die Exponentenpunkte im 
iibrigen Indikatordiagramm mit 4a,. Als- 
dann lautet unsere Funktion: 


F (z) — >» c,e"* + a C,e4"* one F,(2)+ »? C,e4"* 
1 1 1 


Wir untersuchen jetzt das Verhalten von 


F(z)— Soc, 4? 
— 1 


=. ae J a — a) 
Ayz 2 A,z . A,z 
a Cie 2 Cie 2 Cie 


in einem geeigneten Winkelraum fiir groBe | z|. 








Zur Durchfiihrung dieser Aufgabe wihlen wir aus den Exponenten- 
punkten A, einen sehr nahe an A gelegenen, A,,, aus und dividieren 
Zahler und Nenner unseres Ausdruckes durch das diesem Exponenten- 
punkt entsprechende Glied: 


Fy (2) 7 ¢, (ay— Ag) = 
oi: Save 
C,,, eAm a C., 


How ae He 7 
A,z vy (A, — Ag)? vy (Ay— Am)2 
Cie’ v= 6 - 1 + , —e 
id . C., ~ C,, 


Dabei ist in D>? des Nenners bei der Summation der Index m auszulassen. 


Jetzt gilt es, Zahler und Nenner dieses Ausdruckes in einem geeignet zu 
wihlenden Winkelraum abzuschitzen. 


= «8 








“Me 


1. Zur Abschitzung des Zahlers fiihren wir (Fig. 5) den Winkel- 
raum «,, ein, der von den Senkrechten durch O zu A,,B und A,,C 
gebildet wird. Da unser Punkt A,, beliebig nahe an A gewahlt werden 
kann, so kommt Winkel xz, dem Winkel, der durch die Senkrechten 
durch O zu AB und AC gebildet wird, beliebig nahe. Den beiderseits 


um ¢, > 0 verkleinerten Winkelraum «,, nennen wir a,,. Mit g bezeichnen 
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wir eine Richtung, die in On liegt, mit z einen Punkt dieses Strahls, 
mit 4, den Winkel der Strecke A,,@, mit der positiven reellen Achse. 
Nun ist 


R (a, — A,,) 2 = |a, — A,,| r cos (p — 46,) S —drasine, < 0, 





















weil 
a) |a,— A,,| => d(> 0), 
8) wenn ¢, die Richtung der Senkrechten durch O zu A,, C bezeichnet, 
punt: SSP +t+oim— &,; 


a 
P+ > + Om SO, SM + = 
und daher 


3 
$+ 54-95 5-4, 
somit 
cos (y — 3) < cos (+ e,) = — sine, (< 0). 
Dann gilt aber fiir alle z des Winkelraumes «,,: 


rr Fete) =|3¢ ’ fer Ant) < ys 


r=>r,(e,e,,6), wo e>0, —E>0; 
€ wird spiter noch geeignet gewahlt werden. 








c, 
a |< eé, 
sobald 


2. Zur Abschitzung des Nenners setzen wir 


2.68 
1+ DF ge 40 = HG) 
1 m 


und unterscheiden folgende zwei Fille: 
a) Es ist lim H(z)=0 gleichmaBig im ganzen Winkelraum «ap. 


|z|—~>2 
Dann ist es nicht méglich, den Nenner nach unten abzuschitzen und 
iiber das Verhalten unseres Ausdruckes eine Aussage zu machen”). 


b) Es ist nicht lim H(z)=0 gleichmaBig im ganzen Winkel- 


|z|->2 


raum. Dann ist sicher lim |H(z)| =p, wo p > 0 ist, und es gibt 
|z|—>2 
auBerhalb jedes Kreises |z| = R unendlich viele Stellen in «,,, wo z. B. 


10) Dieser Fall tritt nicht immer bei unseren Funktionen auf. Wenn namlich 

bei einer Funktion dieser Fall vorliegt, so gewinnt man eine Funktion, bei der er 
Or (at — 

nicht mehr auftritt, dadurch, daB man zu H (z) ein einziges Glied ce y ~ Aw) # 


™ 
addiert, wo der neue Exponentenpunkt A* dem Kreissektor angehdrt. 
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|H(z)| > £ und wegen der Stetigkeit von H(z) um jede dieser Stellen 


ein Gebiet, in dem | H(z)| > 5: Diese Gebiete, die nicht notwendig 


miteinander zusammenhingen, erstrecken sich in ihrer Gesamtheit ins 
Unendliche. 


Um jetzt die Abschitzungen des Zahlers und Nenners vereinigen zu 
kénnen, wahlen wir das bei der Zahlerabschitzung vorkommende § = 5: 
Dann gilt in allen Gebieten, die durch 2b) bestimmt sind, soweit 


sie in r > 17, (e, e F liegen, wo r, die in 1. bestimmte GréBe ist, 





om 

F (2) S| Fy (2) < o_ e 

2 2 p " 
A,z y A,z — 
>} C,¢ 5} 0,6 10 





Es ist also unter Beschrinkung auf die obigen Gebiete 
(13) in —— ol 
|z| +o y C Ayt 
ie 


und damit unter den erwaihnten Einschrinkungen eine gewisse asympto- 
tische Darstellung auch in diesem Falle gefunden. 


Bemerkung: Wenn die Begrenzungsstiicke, die in der Ecke 4, 
welche nicht Exponentenpunkt ist, zusammenstoBen, nicht geradlinig sind, 
so findet man durch ganz analoge Betrachtungen und unter analogen 
Voraussetzungen eine Darstellung von F(z) in der Form (13) in gewissen 
sich ins Unendliche erstreckenden Gebieten. Dabei liegen die den A, 
entsprechenden Exponentenpunkte A, in einem kleinen Kreis um A. 

Eine Darstellung von F(z) in der Gestalt (13) laBt sich sogar dann 
noch fiir gewisse ins Unendliche sich erstreckende Gebiete finden, wenn 
der Punkt A, der nicht Exponentenpunkt ist, auf einem nicht geradlinigen 
Begrenzungsstiick liegt. Die den A, entsprechenden Exponentenpunkte A, 
liegen wiederum in einem kleinen Kreise um A. 


§ 8. 
Anzahl der Nullstellen von F(z) in der Umgebung einer Wechselrichtung. 
Das Indikatordiagramm, das wiederum die spezielle Lage des § 4 
habe, enthalte in der Begrenzung die Strecke @,a,, die senkrecht zur 
positiven reellen Achse sei (Fig. 6). Die Endpunkte @, und a, der Strecke 
sollen nicht nur Exponentenpunkte sondern auch ,,Ecken“ des Indikator- 
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diagramms sein; es schlieBe sich z. B. an @, eine Strecke, an G, ein nicht 
geradliniges Stiick an. 
Nach den Ergebnissen der § 3 und 4 gilt in dem Gebiet 


k, loge S y S xtg(d,— 5 — 4) 


F(z) 
6, 2°18 


(14) 








— 1| <e fiir geniigend groBe z. 
Ebenso gilt nach § 3, 4 und 5 in dem Gebiet 
x tg (6, + 5) Sy Sky loge 


< 1| <« fiir geniigend groBe z. 


Cy e%2 = 


6, 





(15) | 

















Fig. 6. 


Keine dieser Grenzbeziehungen hat dagegen in der Umgebung der 
positiven reellen Achse selbst Giiltigkeit. Beim Uberschreiten der positiven 
X-Achse wechselt vielmehr die asymptotische Darstellung von F(z). Man 
nennt daher diese Richtung ,,Wechselrichtung’‘"'). Wiirde das Indikator- 
diagramm nicht diese besondere Lage haben, so wiirde man die Wechsel- 
richtung dadurch finden, da8 man durch den Nullpunkt die Senkrechte 
zur Strecke @,4, zeichnet, die die Strecke in Richtung vom Innern zum 
AuBern des Indikatordiagramms iiberschreitet. 

Da F(z) in den bezeichneten Gebieten asymptotisch dargestellt 
werden kann, so kénnen die Nullstellen von F(z), die allenfalls in dem 
Winkelraum 6, + = Ss ¢s4,- 3 — , liegen, abgesehen von endlich 
vielen, nur in der Umgebung der Wechselrichtung, d. h. in unserem Falle 
der positiven reellen Achse liegen. Sie kénnen durch logarithmische 
Linien eingeschlossen werden, die beliebig flach verlaufen kénnen, da nur 
vorausgesetzt wurde, daB k, > 0 (bzw. k, < 0) nach (12). 


1) E. Feyer, Asymptotische Darstellung gewisser meromorpher Funktionen. 
Dissertation, Breslau 1919, S. 8. 
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DaB die Ergebnisse tiber die Nullstellen durch die spezielle Lage des 
Indikatordiagramms nicht geandert werden, wurde bereits in §1 gezeigt. 
Die Anzahl der Nullstellen von F(z) in dem Gebiet, das begrenzt n 

ist (Fig. 6) von den logarithmischen Linien e 
y=k,logz, y=k, logr(iz>1, k, <0, k, > 0) 

und der Geraden z = z,, ist gegeben durch 


1 F' (z 
B (a) = sg > Fo @ és, 
ABCA 
erstreckt iiber die Berandung des Gebietes; z, soll wenigstens so groB 
sein, da8 fiir > 2, lings der beiden logarithmischen Linien die ihnen 
entsprechenden Ungleichungen (14) und (15) gelten. Der Integrationsweg 
mu8 natiirlich so gewahlt werden, da8 keine Nullstelle von F(z) auf ihn 
zu liegen kommt; das ist immer méglich, weil die Nullstellen von F (z) 
im Endlichen keine Haufungsstelle besitzen. 

Zur Ausfiihrung der Integration wird das Integral zerlegt wie folgt: 

K c A 

1 F' (z 1 1 
2ni > Fo a? e=95|+on | toh. 
B é 


ABCA A 








a) Berechnung des Integrals langs AB. Integrationsweg ist 
die logarithmische Linie y = k, logz. Die Grenzen sind 
ta4=1; zt = 2, +k, log z,. 
Als zweckmaBige Darstellung von F(z) wahlen wir 


F(z) = c,e"** + > ce%*: 
1 


>? enthilt das Glied mit dem Index 2 nicht. Wir setzen jetzt 


FO) — 1 = DF ate = f(a), 











¢,¢° 1 
a *t) 
wo &, = = ist. ins ; =1+/ (2) folgt dann 
F’(z) _ I (2) 
Fe) ~ % + TE 7@)" 
Das zu berechnende Integral lautet jetzt: 


B 





1 (Fe) f' (2) 
[5g e- sai | oat ofits a 
A A 
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Das erste Integral liefert 


B 
1 
(16) ri | de = 52; (e2 — 24) = ths a, + 3% log a, — sis 
A 
falls a, = a, — if, gesetzt wird. 
Fiir das im zweiten Integral vorkommende /(z) = = —1 gilt fir 





z > 2, auf unserem Integrationsweg y = k, log x liane aby lf(z)|<e. 
Wir schalten auf dem Integrationsweg den festen Punkt D (Fig. 6) mit 
der Abszisse z, so ein, daB auf der logarithmischen Linie y = k, log x 
fir > 2, |f(z)| <4, was nach §4 méglich ist. Dann zerlegen wir 
das Integral in zwei Bestandteile 


B D B 


1 f' (z) 1 f (2) 1 f' (2) 
mm JrFi@ = es | Payee + che | Ey ae 
A D 








Da D fest sein soll, wahrend z, als verinderlich betrachtet werden wird, 
so ist 
D 


1 f' (2) - 
(17) es | Pe de = const, 
A 


d. h. von 2, unabhingig. 
Fiir das andere Integral erhalten wir 


B 


fp Sha de = og (a + feng. 


D 


Da nun langs des ganzen Integrationsweges |/(z)| <4, also 1 + f(z) 
bestindig innerhalb des Kreises um z=1 mit dem Radius } ist, so 
bleibt auch log (1+ /(z)) und daher das Integral dem absoluten Betrage 
nach unterhalb einer von z, unabhangigen Schranke x > 0. Also ist 
dann 

B 


f' (2) 
(18) lam | rF75 4] <* 


Fassen wir die Ergebnisse von (16), (17), (18) zusammen, so erhalten wir 


B 


1 ’ (2) 18. 
ini \5 dz = 2— "3 x + O(log z,). 


A 





F(z) 22 
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b) Berechnung des Integrals langs CA. Wendet man die- 
selben Uberlegungen auf den Integrationsweg y = k, log an, so erhilt man 
A 


1 ( F'(z) _ _—s- & — $8. 
Ini j F(2) dz= — — i z, + O (log 2,), 
Cc 


wenn a, = a, — if, gesetzt wird. 
c) Berechnung des Integrals lings BC. Zu dieser Berechnung 
benétigen wir einen Satz von Backlund"), welcher gestattet, 








Cc 
1 F'(z) 
® (57 | F@)?*| 
B 


lings einer Strecke BC, die parallel zur y-Achse liegt, abzuschitzen. 

Von der Funktion F(z) wird dabei vorausgesetzt, daB sie in dem 
Kreise um B mit dem Radius BC = |zp—zg| = 1 und auch noch in 
einem gréBeren konzentrischen Kreise mit dem Radius L > / analytisch 
ist und daB sie lings BC nicht verschwindet. 











Dann gilt 
L og MAI a +0) 
1 F’ (z) 1 | F (zp) | 1 
[leas | Fepes|| 3 em + 3: 
B 8 > 


ijt] = L>l= BC. 
Von B bis C ist der Integrationsweg die Gerade x= 2z,. Fir die 
Berechnung der Anzahl der Nullstellen kommt nur die reelle Komponente 


des mit a multiplizierten Integrals 


‘ zr Pp F 






in Betracht. Diese wird uns direkt 
geliefert durch den Satz von Biick- 
lund. Wir haben nur noch die rechte 
Seite der Ungleichung abzuschitzen. 
Fig. 7 zeigt uns die naheren Einzel- 
heiten des Integrationsweges; y = 
k, log x (k, > 0) ist die Gleichung der 
logarithmischen Linie durch C, y = k, log x (k, <0) ist die Gleichung 
der logarithmischen Linie durch B; 


y=k logz(ki>0) und y =k, log x(k, < 0) 


sind die Gleichungen der logarithmischen Linien, welche den gréBeren 
Kreis oben bzw. unten beriihren. 


Fig. 7. 


#2) Ein Beweis findet sich in E. Schwengeler, a. a. O., S. 34ff. 








oT 
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Die Abszisse von B ist z,. Wir setzen voraus, da8 zu e > 0 fiir 
tS, 
la) lings y = k, logz 








F (z) a 
(19) 1b) lings y= ki, log x c,e%* | < @ 
2a) lings y=k, loge | py.) 
(20) 2b) lings y= k,logz | ce%* ii<s 





Wenn die logarithmische Linie y = k, logz fir «> 2, zwischen 
y = k, logz und y = ztge, liegt, so ist Voraussetzung 1b von selbst 
erfiillt nach §4. Ahnliches gilt auch iiber 2b. 
3. daB bei den Exponentenpunkten 
a4,=a+%8, und as—a+if, 
der Realteil « > 0 und die Imaginirteile 8, > 0 und £, < 0 sind. 

Der Fall « < 0 1a8t sich auf den Fall « > 0 zuriickfiihren, wenn 
man die Funktion e**-F (z) betrachtet (a, ist dabei geeignet zu wahlen) 
welche nach § 1 dieselben Nullstellen wie F(z) hat. Die bei den Imaginar- 
teilen 6, und f, noch méglichen Fille wiirden zu einer Abschitzung 
fiihren, die im wesentlichen mit der im folgenden gewonnenen iiber- 
einstimmt. 

Die Radien der beiden Kreise sind: 


Ll = (k, — k,) log 2,; L = (k, — k,) log z,. 

Dem Prinzip vom Maximum am Rande zufolge ist 

Max |F (zg + ¢)| = Max |F(z)|. 

Is]=L Pi PQA 
Wir wollen jetzt Max |F(z)| abschitzen. 

Py PQA 
a) |F(z)| langs P, P. 
Wegen Voraussetzung 1b gibt es sicher eine positive Konstante ¢’, 

so daB bereits von P, an lings y = k, log = gilt: 


| aa) —1|<e’ und daher |F(z)| << (1+ €’)|¢,e%*|. 





lee 
Nun ist aber langs P, P wegen k, > 0 und f, > 0 (a, = « —#8,) 
| e"*| _ erzt ki 8, loge < e**Rt*, B loeeR 
da Zp = Zp. 


Somit kénnen wir Max |F (z)| folgendermaBen abschitzen: 
PiP 


(21) Max | F (z)| < (1 + ¢£’) |e, | e°72 7 "1 %1 872, 
P\P 


B) |F(z)| lings Q,Q. 
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Dieselben Uberlegungen lassen wegen 6,< 0 und kj <0, also 
B,k > 0 folgende Abschitzung zu: 
(22) Max | F (2)| < (1+ e”) |e, | e**# + *2%s 6 *R, 
ae 


y) |F (2)| langs PQ. 
Zuerst wird |F (zy)| abgeschitzt (Fig.7). Wir wahlen als zweck- 
maBige Darstellung 


F (zz) = » C, en *R + DM oette, 
1 1 


Dabei ist a, = «—1f, (2 > 0); a, = a, — if, (a, < a). >> enthilt 
also alle Glieder, deren Exponentenpunkte auf der Strecke a, a, liegen, 
Po: alle iibrigen Glieder. Wir formen um: 


F (zz) = en 'R (diego tase + DF eaten), 
1 


1 
Also ist 


| F (zz)| = e**k.C,, wo C, — D> lel, weil ZR = Tp. 


1 
Um |F(z)| lings RP zu untersuchen, beachten wir, daB hierfiir 
z= Zp = const; O< y= k, logzy. Wegen der Beschranktheit der 
Menge a, = a, — 1, gibt es ein B > 0, so daB fir alle » 
—-bSh S86. 
Es ist mit denselben Bedeutungen wie bei der Abschitzung von |F (z,)| 


F(z) = (Ss Cy en tPnt 4 oto —ee— tt), 
1 1 


Dann ist fiir alle z der Strecke RP: 


co 


| F (z)| < ewtR (> realm? 4 32 |e, “02+ fev) 


1 


<O,-e°782*"") wo OC, = > lel. 
Also ist 
Max |F (z)| << OC, e**#* °¥P, 
RP 
Auf dieselbe Weise findet man lings RQ: 
Max |F (z)| < C, e*78~ °%, 
RQ 
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Also gilt dann lings PQ wegen — yo > yp 
(23) Max |F (z)| < C, e*7#~ °¥@ — ©, e**8—P*s 82K, 
PQ 


8) |F(z)| lings P,Q,. 
Auf dieselbe Art findet man 


(24) Max |F (2)| << C, e* 78: ~° 987, 
Pi 

Vergleicht man (21), (22), (23), (24), so findet man 

(25) Max | F (z)| < C, e**8~ °*s 6 #R, 
Pi PQQ 


Fiir das in der Ungleichung von Backlund vorkommende |F (zg)| gilt 
wegen Voraussetzung (20) 


(26) (1 — e)|o,|et%+ Pots toes < | F (25)|, 
Nun ist (Fig. 7) 
(27) tp = 2,+L = 2, + (k, — k,)logz,. 
Dann ist wegen (25), (26) und (27) 

A ad (z) | 0, gent @ (ky — kg) log 7; — Pky log tp 





|F (zp) | a (1 — e) | eg | e* 7 + Pokglogz, 
= C, 2,7 1 — #2) — Poke -o,— Bes (1 +(k, —k 1) 821) 6 kg 
< C, 2,21 — ke) — Bake — Bk 
wegen 
= < = fir 2, >e. 
Dabei ist 
a (k; — ky) — B, ky — Bk, > 0. 
AuBerdem ist 
L k', —k 
log . = log —- > 0. 
Wenn man alles in die Ungleichung von Backlund einsetzt, so er- 
halt man 


c 

1 F' (z k', — k,) — By k k,] log x, + log C 1 

m (st; [Fae | x © 1 — fy) <a —6 cua gx, + log i+. 
B 8y pier k—k, 
= O (log z,). 

Wir bekommen das gleiche Ergebnis, wenn wir statt durch die Gerade 
z=, das Gebiet nation durch den Kreis |z| =r = Vr? + e, 
denn 


Je] = Vat + Ff =a, Y1 4B (E*) =o, (14+ 5h (E+...) 




















d) Ergebnis der Integration langs ABCA. Fassen wir die 
Ergebnisse von a), b) und c) zusammen, so erhalten wir unter Beachtung 
von @, = a, = a: 

2.2 








ni 2a 2% 
ABCA 


o & =P =f z, + O(log z,). 


Da nun f, — f, die Lange der Strecke @,@, ist, so kann man das 
Ergebnis folgenderma8en formulieren: 

Ist 4,4, eine Strecke in der Begrenzung der konvexen Hiille, a, und 
a, selbst je ein Punkt der Menge a,, d.h. Exponentenpunkt, und geht 
durch a, und a, mehr als eine Stiitzgerade der konvexen Hiille, so liegen 
die Nullstellen in der Umgebung der Wechselrichtung zu @,4,. Diese 
Umgebung sei von logarithmischen Linien begrenzt und abgeschlossen 
durch den Kreis r = z,. 

Die Anzahl der Nullstellen ist proportional 

1. dem Radius r des Kreises, 

2. der Lange der Strecke a, a,. 

Diese Anzahl ist asymptotisch richtig bis auf einen Fehler, der, durch 
log r dividiert, unterhalb einer endlichen Konstanten bleibt. 


§ 9. 
Untersuchung 

des Verhaltens von F(z) in den Wechselrichtungsriumen “), 

Wenn das Indikatordiagramm von F(z) in der Begrenzung eine 
Strecke enthalt, deren Endpunkte nicht nur Exponentenpunkte, sondern 
auch ,,Ecken“ sind, so ist die Senkrechte zur Strecke durch O, welche 
die Strecke vom Innern zum AuSern des Indikatordiagramms iiber- 
schreitet, ,,Wechselrichtung’ (vgl. § 8). F(z) kann in der Umgebung 
einer Wechselrichtung, die von logarithmischen Linien begrenzt ist, nicht 
asymptotisch dargestellt werden. In dieser Umgebung, die wir ,,Wechsel- 
richtungsraum‘ nennen, liegen Nullstellen von F(z). In diesem Para- 
graphen wollen wir auch in den Wechselrichtungsriumen das Verhalten 
von F(z) untersuchen. 


18) Vgl. E. Feyer, a. a. O., 8. 18. 











5 ETE PTT ES 
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Die Exponentenpunkte, die auf der in der Begrenzung enthaltenen 
Strecke liegen, bezeichnen wir mit A,, alle anderen mit a, (Fig. 8). Dann 
lautet unsere Funktion 


Fa= Soe + 3 DF ene! “= 10+ Soe 


wenn > C,e*** = f(z) gesetzt wird. 
1 


Die Strecke A, A, der Begrenzung liege parallel zur Y-Achse. Das 
Indikatordiagramm erstrecke sich in Richtung der negativen X-Achse. 


y-h/oge 














Fig. 8. 


Dann ist die positive X-Achse die Wechselrichtung, die zur Strecke A, A, 
gehort. 

Die Exponentenpunkte a, sollen auf der Strecke A, A, keinen 
Haufungspunkt besitzen. 

Wir bilden 


F (z) F (z) —Foe 1 


4. = : 
< Ayz 7 C, (A,—A,yz 
Bod 14 Se cans 
1 2 C1 


f(z) f (2) 
(Die Division des Zahlers und Nenners durch C, e42* wiirde zu demselben 
Ergebnis fiihren, wie aus der folgenden Rechnung sich ergibt.) 
Wir miissen diesen Bruch im Wechselrichtungsraum abschitzen. 
1. Zur Abschitzung des Zahlers beachten wir, daB die a, keinen 
Haufungspunkt auf A, A, haben. Wir erhalten dann, wenn z = re'?, 


R (a, — A,) z = |a, — A,|rcos(p — 4,), 


oo 
»? ye - 
9 ce” rae Ajt 
1 
1 





wo 6, die Richtung von A,4,, also 


cd 3 
stes4gy—h. 
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Wird also — p, < » S Pp, gewahlt, wo p, kleiner als « und kleiner als 
—eé 

hk iPS a ae so folgt 


3 ‘ 
7 +455-95 5-4 cos(y — 6,) = —sine,; 
ferner ist |a, — A,| >; so erhalt man 


| oo 
| SYS @,—ape 
a C, e . < é é, 
sobald r > 1, fiir alle — p, <= » < p,; 1, soll dabei so groB gewahlt sein, 
da8 der Wechselrichtungsraum in den Winkelraum zu liegen kommt. 
2. Zur Untersuchung des Nenners setzen wir 


= Cc, _ z 
1+ Sa 40* — H(z). 


Jetzt sind zwei Fille denkbar, je nachdem, ob 
a) lim H(z) = 0 gleichmaBig im Wechselrichtungsraum oder 


|\z|>= 


b) nicht lim H(z) = 0 gleichmaBig im Wechselrichtungsraum. 


|z|->2 
Der erste Fall kann aber nicht eintreten. Denn es ist nach § 4 
lings y = k, log z 


(28) DE ¥ fy ~ adel 


Wahlt man nun 0<k<k,, so verlauft die logarithmische Linie 
y =klogz im Wechselrichtungsraum. Da aber in §4 (vgl. (12)) nur 
k > 0 notwendig war, so gilt auch lings y = k log x Beziehung (28) fiir 
z > 7, (e, k). 

Dabei wird z, im allgemeinen bedentend gréBer sein als z,. 

Wir erhalten dann fiir z > z, lings y = k log z 


<e fir 2 > zz, (e,k,). 





,; yO 
| H (z)| os a+ DF geen am D> like 


also ist sicher nicht lim H(z) = 0 gleichmaBig im Wechselrichtungsraum. 


|2|-»2 
Sonach ist nur der zweite Fall méglich. Dann ist aber 
jim | ()| = p, 


wo p> 0, und es gibt auBerhalb jedes Kreises |z| = R unendlich viele 
Stellen, in denen z. B. | H (z)| > Fr. Wegen der Stetigkeit von 4H (z) 
existiert um jede dieser Stellen ein Gebiet, in welchem | A (z)| > 5 
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Diese Gebiete hingen nicht notwendig miteinander zusammen und er- 
strecken sich in ihrer Gesamtheit ins Unendliche. 

Wahlen wir nun das in der Zahlerabschitzung vorkommende § = a ; 

so gilt von r >r1, (e, i) an in den Gebieten des Wechselrichtungsraumes, 


in denen |H (z)| > 








10’ p 
Fi) | —* 10 
Ta -\< ew 
10 


Damit ist eine asymptotische Darstellung von F (z) fiir die genannten Teil- 
gebiete des Wechselrichtungsraumes gefunden. 


Il. Teil. 


§ 10. 
Die Funktion # (z). 
Im zweiten Teil wollen wir eine allgemeinere Funktion als bisher 


behandeln. Wir gewinnen sie aus F(z) = ae e*’*, indem wir zu den 


1 
ExponentialgréBen noch Polynome als Faktoren anfiigen: 


@ (2) = Die, P, (2) e**. 


1 
oo 


Es seien wiederum die c, komplex und >> |c,| sei konvergent; fiir 


alle a,, die auch komplex und voneinander verschioden sein sollen, soll 
gelten: ja,| Sa, a> 0. 
In den Polynomen 


my, 


P, (z) = Dt A? z" 
0 
seien fiir alle ~ und y | A® | <= A,A>0; m <= m,m>0. Keines der 
Polynome soll identisch verschwinden. 
Es gilt fiir alle » 


(29) | Ps (2)| << SAAD | |2|" < (m4 1) 4|z\ 
und ’ 


1 (2)| < YF Jon|| P. (2)| [e%*| < (m+ 1) A |z[merl2! Yoh, 
1 1 


Es ist also ®(z) absolut und gleichmaBig konvergent in der ganzen Ebene, 
somit eine ganze Funktion. 
Mathematische Annalen. 111. 35 
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Die zu den a, konjugierten Punkte a, sollen wieder Exponenten- 
punkte heiBen; die Nullstellen von ®(z) seien z,. Die Exponentenpunkte 
a, und die Nullstellen z, von ®(z) verhalten sich gegeniiber den einfachen 
Transformationen des §1 nach den dort gefundenen Sitzen, was man 
auch hier wieder durch Betrachtung der Funktionen e%*®(z) und ® (ze*”) 
zeigen kann. 

Wir beschrinken uns im folgenden darauf, die Ergebnisse ohne Be- 
weise mitzuteilen. 


§ 11. 


Indikatordiagramm und asymptotische Darstellung der Funktion @ (z). 

Wir betrachten auch von ®(z) das Indikatordiagramm, das wiederum 
aus der konvexen Hiille der Exponentenpunkte besteht. Dieses Indikator- 
diagramm enthalte in seiner Begrenzung die Strecke @, a@,. Die End- 
punkte a, und 4a, sollen Exponentenpunkte, ,,Ecken” des Indikator- 
diagramms und nicht Haufungspunkte der a, sein. An @, und a, 
schlieBen sich dann zwei begrenzende Strecken an. 

Das Indikatordiagramm liege so in der komplexen Ebene, daB die 
Strecke a, a, auf der Y-Achse liegt und das Indikatordiagramm in die 
linke Halbebene fallt (Fig. 9). 











Fig. 9. 


Diese Lage kann durch eine Drehung und eine Parallelverschiebung 
des Indikatordiagramms erreicht werden. Von einer Drehung und einer 
Translation wird die Allgemeingiiltigkeit der folgenden Ergebnisse nicht 
beriibrt. 

Man kann nun zeigen: Wenn 6, der Winkel der an a, anstoBenden 
Strecke mit der positiven reellen Achse und z = re‘® ist, so gilt fiir 


0<¢5954,-F-«, 








we aes 


: 
‘ 
A 
wi 
5 
® 












SPT ST SS Pe eee 





gleichmaBig, d. h. unabhangig von 
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(30) ie — = I 
|z|—>oo © P, (2) e*!* 
Ist 6, der Richtungswinkel der an a, anstoSenden Strecke, so gilt 
fir z = rev’, wo 


§+5+%&SyS2xr-e, 


(31) ie ee 
|2|—> 00 Cg Py(z)e%2* 

Dagegen laBt sich fiir die Richtung der positiven reellen Achse keine 
derartige Grenzbeziehung aufstellen. Fiir diese Richtung kommen wenig- 
stens zwei Glieder fiir die asymptotische Darstellung in Betracht. Wir 
nennen daher wie in § 8 diese Richtung ,,Wechselrichtung’. Die dortigen 
Erwagungen gelten natiirlich auch hier. Insbesondere miissen Nullstellen, 
die eventuell im Winkelraum 


6+5+%55954,-F-4 


liegen, abgesehen von endlich vielen, in einem Winkelraum beliebig kleiner 
Offnung enthalten sein, der die Wechselrichtung in sich schlieBt. 





§ 12. 
Darstellung von ®(z) auBerhalb logarithmischer Streifen. 


Die asymptotische Darstellung (30) von ®(z) des vorigen Paragraphen 
ist sogar noch bis zu der logarithmischen Linie y = k, log x méglich, 
also fiir groBe x gleichmaBig in dem Gebiete (vgl. Fig. 2) 


k,logzs ys rtge,. 


m—m m—m, 
k, > (Tam. y2 ') 
: ok 


Dabei mu8 





sein. (m, ist der Grad des Polynoms P,(z), m die obere Grenze aller 
Grade m, der Polynome P,(z), 6, der Richtungswinkel der in @, an- 
stoBenden Strecke und 0 < d< |a, —a,)}). 

Auch die asymptotische Darstellung (31) gilt fiir groBe x gleichmaBig 
in dem Gebiete 


—sztge,sysk, log z, 


‘m—m m— mM, 
b<( Tan 7 a”): 


wo 
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Jetzt lat sich das Ergebnis des vorigen Paragraphen folgender- 
maBen verschirfen: Die dem Gebiete 


6i+5+a45956,-F-«4 


angehérigen Nullstellen der Funktion ®(z) liegen, abgesehen von endlich 
vielen, in einem gewissen logarithmischen Streifen, der die Wechselrichtung 
y = 0 einschlieBt. 


§ 13. 


Asymptotische Darstellung lings einer logarithmischen Linie. 

Das Ergebnis des vorigen Paragraphen la8t eine abermalige Ver- 
feinerung zu. Das Indikatordiagramm habe wieder die spezielle Lage des 
vorigen Paragraphen. Alle Exponentenpunkte, die auf der Strecke a, a, 
liegen und deren Anzahl auch unendlich groB8 sein kann, haben die Form 
a, = iB,, wobei also a, = — if, gesetzt ist. Wir setzen voraus, daB 
alle Haufungspunkte der auf a, a, gelegenen Exponentenpunkte zugleich 
Punkte der Menge a, sind und daB alle nicht auf a, a, gelegenen Ex- 
ponentenpunkte auch keinen Haufungspunkt auf a, a, haben. 

Wir werden nun das Indikatordiagramm in gewisser Weise erweitern 
(Fig. 10). Durch jeden der Exponentenpunkte der Strecke a, a,, z. B. 


¥ Kona 






y-ha loge 4 ychaghgz 
note) | ries 
4 n ‘ [—s | 
Zo 2; 
ae (mg fig) 
(m5, fe) 

















Fig. 10. 


durch a,, ziehe man eine Parallele zur Wechselrichtung, das ist zur posi- 
tiven reellen Achse, und trage auf ihr alle Exponenten auf, die im zuge- 
hérigen Polynom enthalten sind, also im gewihlten Beispiel die im Poly- 
nome P,(z) vorkommenden Exponenten mit von Null verschiedenen 
Koeffizienten. Die neuen Punkte, die wir Gradpunkte“) nennen wollen, 
haben ganzzahlige Abstande von der Strecke a, a, und die Koordinaten 


14) Schwengeler, a. a. O., S. 19. 





ieee 2 | 








| 
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(u, B,). Wenn ein Polynom ein konstantes Giied enthalt, so wird 
der Exponentenpunkt selbst Gradpunkt. Wenn einer der Gradpunkte 
Haufungspunkt fiir weitere solche ist, so liegen diese letzteren auf einer 
Parallelen zur Y-Achse, welche auch wieder einen ganzzahligen Abstand 
von 4, a, hat. 

Wir wollen voraussetzen, daS alle Haufungspunkte unserer Grad- 
punkte selbst Gradpunkte sind, daB also die Menge der Gradpunkte alle 
ihre Hiufungspunkte enthalt. Alle Gradpunkte kénnen dann mit einem 
kiirzesten konvexen Linienzug umschlossen werden, dessen Ecken Grad- 
punkte sind. Davon nehme man nur den Teil, der gegen die Strecke 
a, 4, konkav ist. Die zwei Strecken, die méglicherweise durch a, und a, 
gehen und parallel zur X-Achse sind, sollen also nicht betrachtet werden. 

Fiir gewisse logarithmische Linien l48t sich nunmehr ®(z) in folgen- 
der Weise asymptotisch darstellen. 

Ein Eckpunkt des Gradpunktpolygons sei (m,, 8,) (siehe dazu Fig. 10). 
Die Senkrechten zu den anstoBenden Polygonseiten sollen die Richtungen 


kya = tg @,; und kig — tg Wig 


haben. Wenn nun k,, < k, <k,,, 80 gilt fiir die logarithmische Linie 
y = k, log x 

P ®(z) 
e) ss ¢, 42 eae , 

Fiir die logarithmische Linie y = k,, log z, wo k,, der Richtungs- 
koeffizient der Senkrechten zur Verbindungsstrecke der Punkte (m,, ,) 
und (m,, 8,) ist (Fig. 10), kann ®(z) nicht in ahnlicher Weise asymptotisch 
dargestellt werden. Wir nennen eine solche logarithmische Linie eine 
logarithmische Wechsellinie"*). 

Man bekommt offenbar alle logarithmischen Wechsellinien, indem man 
zu den Strecken des nach dem Indikatordiagramm konkaven Linienzuges 
die Senkrechten durch (1, 0) zeichnet und die logarithmischen Linien 
konstruiert, fiir die diese Richtungen Tangenten im Punkte (1, 0) sind 
(,,Anfangstangenten“). Wenn eine Strecke des Linienzuges senkrecht zur 
X-Achse ist, so wird diese selbst logarithmische Wechsellinie. 

Fiir eine logarithmische Linie dagegen, die zwischen zwei aufein- 
anderfolgenden logarithmischen Wechsellinien liegt, laBt sich ®(z) nach 
dem Ergebnis dieses Paragraphen asymptotisch darstellen durch das 
Glied, das dem Gradpunkt entspricht, in dem die zwei zu den Anfangs- 


15) ‘Schwengeler, a. a. O., 8. 21. 
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tangenten der logarithmischen Wechsellinien senkrechten Strecken zu- 
sammenstoBen. 

Die Verfeinerung des Ergebnisses des vorhergehenden Paragraphen 
besteht darin, daB die dort erwihnten breiten logarithmischen Streifen, 
die die Wechselrichtungen enthalten, jetzt weiter aufgeteilt werden konnten 


§ 14. 


Anzahl der Nullstellen 
in der Umgebung einer logarithmischen Wechsellinie. 

Die Nullstellen, die nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen 
moéglicherweise in der Umgebung einer logarithmischen Wechsellinie liegen, 
werden jetzt durch das Cauchysche Integral berechnet. Das Indikator- 
diagramm habe wieder dieselbe Lage wie in § 13 (Fig. 10). 


Die logarithmische Wechsellinie y = k,, log x [ie =— | sel 
¢ Q 1— Be 


durch die zwei benachbarten logarithmischen Linien y = k, log z und 
y = k, log x eingeschlossen, wobei 
m,—m 
O< ky <hyis kya <i <his ye = — —. 

’ ¢ ¢ B,—B, 
Durch die Gerade x = z, soll der logarithmische Streifen abgeschlossen 
sein. Auf diese Begrenzungslinie soll keine Nullstelle zu liegen kommen, 
was méglich ist, da die Nullstellen von ®(z) im Endlichen keine Hiiufungs- 
stelle besitzen. Die GroBe z, sei so gewahlt, daB fiir s> 2, zu einem 
vorgegebenen «> 0 lings der logarithmischen Linie y = k, log z 
®(z) 


(Q) Mp oz 
Ce Am, ? e 


(33) 





—li<e 





und lings der logarithmischen Linie y = k, log x 


P(z) 


(4) mj ajz 
A, 2 e 


(34) 





—li<e. 





Die Anzahl der Nullstellen von ®(z) im logarithmischen Streifen ist 


B Cc A 
N(z,) = 5; f Sites 5h ({+f+]). 


ABCA A B 





a) Das Integral lings 4B. Wir setzen 
@(z) 


() m, a2 
c¢ AY 2 te 
ee 


—1= 92) 
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und bemerken, da® lings y = k, log x fiir > x, wegen (33) | p(z)| <s. 
Es ist dann 








@'(z) _ my g' (2) 
Ge) — tS Ti+ ¢e)" 


Unser Integral ergibt dann: 





B 
1 (o@ B 
rs | uy at = - a + O(log 2,). 
A 


b) Das Integral lings CA. Wenn man dieselhben Uberlegungen 
auf den Integrationsweg y = k, log z anwendet, so findet man 


A 
1 (@ B 
ri | Sp de= 5 5~ % +0 (log 2). 
6 


c) Das Integral langs BC. Die Anzah) der Nullstellen wird uns 
geliefert durch die reelle Komponente des mit oa multiplizierten Integrals. 


Der Satz von Backlund (§ 8, c), der uns diese abzuschitzen gestattet, 
liefert : 





oni) Bey 2% = O (log z,). 


le 1 \sge| 


d) Ergebnis der Integration langs ABCA. Wenn wir die Er- 
gebnisse von a) bis c) zusammenfassen, erhalten wir 








on > ou dz = am 8 x, + O(log z,). 
ABCA 

Man kann jetzt, wie in § 8, den logarithmischen Streifen statt durch 
die Gerade x = z, durch den Kreis r, = z, abschlieBen. So erhalt man 
das Ergebnis: 

Die Anzahl der Nullstellen, die in der Umgebung einer logarithmischen 
Wechsellinie,* jedoch innerhalb eines Kreises mit gegebenem Radius 1, 
liegen, ist 

1. proportional der Linge der Projektion der fraglichen Seite des 
erweiterten Indikatordiagramms auf die zugehérige Seite des Indikator- 
diagramms; : 

2. proportional dem Radius r, des Kreisbogens, der den logarithmischen 
Streifen’ abschlieBt. 
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Das Ergebnis ist richtig bis auf einen Fehler, der durch logr, divi- 
diert, unter einer endlichen Schranke bleibt. 

Nun erfiillen die Projektionen simtlicher Seiten des erweiterten 
Indikatordiagramms, die der Seite a, a, zugeordnet sind, diese Seite ganz. 
Wir erhalten dann: Die Anzahl der Nullstellen, die sich der zur Strecke 
a, a, gehérigen Wechselrichtung des Indikatordiagramms anschlieBen, ist 
proportional der Lange der Seite a, 4,. 

Da lim “Ee = “—", so gilt auch: Die Dichtigkeit der Nullstellen, 
die sich einer Wechselrichtung anschlieBen, ist gleich der Lange der be- 
treffenden Seite, dividiert durch 2 2. 


(Eingegangen am 1. 6. 1935.) 











Abhingigkeiten zwischen den Flichenintegralen einer 
stetigen Funktion. 


Von 


F. John in Cambridge (England). 





Einleitung. 

Die vorliegende Arbeit betrifft eine gewisse Klasse von Integral- 
gleichungen. Es liege eine Schar von Hyperflichen Ee, ...% im R,, vor, 
die von den r+ 1 Parametern a,, ..., a,,5 abhangt. Wir betrachten 
eine Funktion f(z,,..., %), die stetig in einem gewissen beschrinkten 
Gebiet G ist und auBerhalb G gleich 0 gesetzt werde. Man denke sich 
das Integral g (a,,..., a,, 6) von f tiber die Flache } mit einem 


Tr 


willkiirlichen analytischen Flachenelement Qdo versehen, gegeben. Die 
Bestimmung von / aus g entspricht der Integralgleichung 


CL) Cayo eey yy) = fF (Yay eos Ya QUGay eo es Yrs os Yu) dO 
...« 
fiir f. 
Wir machen nun die wesentliche Annahme, daB die p ..a. eine 


analytische Flachenschar bilden und daB sie fiir festes (a, ...a,) G schlicht 
iiberdecken. Wir kénnen dann die Integralgleichung in eine vertrautere 
Form bringen, indem wir statt g den Ausdruck 


b 
y (a1, ..+) @,, 6) = fola, «++, Gy, B) dB 

gegeben denken. jy stellt dann das Integral der mit einem bestimmten 
Kern multiplizierten Funktion / iiber einen Teil J'(a,,...,a,,6) von G 
dar. Den Zusammenhang zwischen { und y kénnen wir als eine Vol- 
terrasche Integralgleichung erster Art in mehreren Variablen betrachten. 
Wahrend nun im allgemeinen Volterrasche Integralgleichungen erster Art 
in einer Variablen sich leicht auf solche zweiter Art zuriickfiihren lassen 
und ein sehr einfaches Verhalten haben, ist das hier nicht mehr der Fall. 

Man sollte erwarten, daB man die Integrale einer stetigen Funktion / 
iiber die Flachen einer n-parametrigen Schar willkiirlich (eventuell mit 
gewissen Regularitatsvoraussetzungen) vorgeben kann. Das ist aber nicht 
zutreffend. Schon im Falle r = 1 ist g(a,, 6), also die Integrale von / 
iiber die Flachen einer nur zweiparametrigen Schar, nicht willkirlich vor- 
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gebbar. In der Tat ist g(a,, 6) schon fiir alle a, und } eindeutig be- 
stimmt, wenn es nur fiir irgend unendlich viele a, (mit einem Haufungs- 
wert) und alle b gegeben ist. 

Die Ausdriicke g(a,, ..., 4,, 6) sind zwar fiir stetiges f im allgemeinen 
keineswegs analytisch; man kann ihnen aber eine regulire analytische 
Funktion F (a,, ..., a,, 6) (im wesentlichen die Fouriertransformierte von g 
beziiglich b) derart zuordnen, da sich alle Eindeutigkeitssitze fiir ana- 
lytische Funktionen von F auf g iibertragen lassen und zwar in folgender 
Weise: Wenn eine Menge M von r-tupeln (a,, ...,@,) vorliegt mit der 
Eigenschaft, daB die regulire Funktion F (a,, ..., a,, 6) eindeutig bestimmt 
ist, falls sie fiir alle (a,, ..., a,) aus M und alle b gegeben ist (wir wollen 
M dann als vollstdindig bezeichnen), dann hat auch g(a,, ..., a,, 6) die 
Eigenschaft, eindeutig bestimmt zu sein, falls es fiir alle (a,, ..., a,) aus M 
und alle 6 gegeben ist’). Die Variable 5 spielt also eine ausgezeichnete 
Rolle, was in der Voraussetzung zum Ausdruck kam, daB die P= re 
fiir festes (a,, ...,@,) das Gebiet @ schlicht iiberdecken sollen. g hat 
diese Art quasi-analytischen Verhaltens in den iibrigen Variablen, wenn 
es jedesmal fiir alle 6 bekannt ist. 

Man kénnte 6 als eine zeitartige Variable zum Unterschied von den 
raumartigen Variablen a,, ..., a, bezeichnen, wie durch das Beispiel von 
Kugelscharen pt ...a, nahegelegt wird. 

In der Tat kann man die Integrale einer stetigen Funktion / iiber 
die Kugeln vom Radius r und Mittelpunkt (z,,..., z,) im R, als Funk- 
tion u(z,,..., Z,, 7) im (n+ 1)-dimensionalen z, ... z, 7r-Raum betrachten. 
u ist Lésung einer gewissen singulairen partiellen hyperbolischen Diffe- 
rentialgleichung, der sogenannten ,,Darbouxschen Gleichung‘‘. Vorgabe 
von & in einer gewissen Punktmenge S des z, ... 2, 7-Raumes ist gleich- 
bedeutend mit Vorgabe der Integrale von / iiber gewisse Kugeln. Diese 
Kugeln iiberdecken nun fiir variables r dann einen Teil des 2... z,- 
Raumes schlicht, wenn S eine zeitartige Mannigfaltigkeit (im iiblichen 
Sinne) ist. Unsere allgemeinen Siatze geben dann Aussagen iiber das 
Verhalten einer Lésung u der Darbouxschen Gleichung auf zeitartigen 
Mannigfaltigkeiten. 

Fiir diese Gleichung folgt dann, daB die Werte auf jeder zeitartigen 
analytischen Mannigfaltigkeit von mindestens zwei Dimensionen nicht 


*) In § 1 wird gezeigt werden, da8 eine Menge von Punkten (a,, ..., a,) dann 
volistandig ist, wenn sie einen Haéufungspunkt besitzt, in dem sie sich ,,allgemein“ 
verhalt, d. h. sich von geniigend vielen (entsprechend der Dimensionszahl) Rich- 
tungen her gegen ihn hiauft. Doch kann, wie an einem Beispiel gezeigt wird, auch 
eine Punktmenge, die sich von einer einzigen Richtung her gegen einen Haufungs- 
punkt hauft, volistandig sein, wenn sie gewisse arithmetische Eigenschaften hat. 
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mehr willkiirlich vorgebbar sind; sobald die Lésung nimlich auf voll- 
stindig vielen zeitartigen, zwei feste Punkte P, und P, verbindenden 
Kurven auf dieser Mannigfaltigkeit gegeben ist, ist die Lésung auf der 
ganzen Mannigfaltigkeit bestimmt, soweit sie innerhalb des von P, und P, 
aufgespannten charakteristischen Doppelkegels liegt. (Natiirlich kann man 
nach den Cauchy-Kowalewskischen Sitzen auch auf zeitartigen Hyper- 
flachen analytische Anfangswerte ohne Widerspriiche im kleinen vorgeben). 
Der singulire Charakter der Hyperebene ¢ = 0 kommt darin zum Aus- 
druck, da8 man die Forderung, daB die zeitartigen Kurven durch den 
festen Punkt P, gehen, auch durch die Forderung, daB die Kurven die 
Hyperebene ¢ = 0 treffen, ersetzen kann. Die Dimensionszahl der zeit- 
artigen Mannigfaltigkeit, auf der man u vorgibt, steht in keiner festen 
Beziehung zur Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit, in der u dadurch be- 
stimmt ist. Ist u z. B. auf der n-dimensionalen Hyperebene z, = 0 ge- 
geben, so ist es noch in keinem Punkte auBerhalb dadurch bestimmt. 
Dagegen gibt es zweidimensionale Mannigfaltigkeiten derart, daS wenn u 
auf ihnen vorgegeben ist, es in einem ganzen (n + 1)-dimensionalen Kegel 
eindeutig bestimmt ist”). 

Als weitere Anwendung wird die Frage nach der eindeutigen Be- 
stimmtheit einer Funktion f(z,,..., z,) durch ihre Integrale iiber alle 
Einheitskugeln behandelt. Ich hatte in einer friiheren Arbeit *) gezeigt, 
daS man aufer den Einheitskugelintegralen noch / selbst im Innern einer 
festen Einheitskugel im wesentlichen willkiirlich vorgeben kann. Hier 
wird nun in § 4 zunichst an einem Beispiel gezeigt, daB f dadurch noch 
nicht eindeutig bestimmt ist. Dann wird bewiesen, daB / eindeutig be- 
stimmt ist, falls auBer den Einheitskugelintegralen die Werte von f in 


2) In diesem Zusammenhange méchte ich noch folgendes erwihnen. Herr 
Asgeiersson hat in seiner Dissertation (die zur Zeit noch nicht publiziert ist, die 
ich aber durch das Entgegenkommen von Herrn Prof. Courant kennen lernte) die 
Grundlagen einer allgemeinen Theorie aller linearer partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (von jeder Variablenanzah! und 
jedem Typ) entwickelt. Er hat im Anschlu8 daran ebenfalls Untersuchungen iiber 
Anfangswertprobleme nichtelliptischer Differentialgleichungen angestellt, deren Re- 
sultate sich mit den meinigen beriihren und sich insbesondere auf die Wellen- 
gleichung beziehen. Die in der vorliegenden Arbeit gebrauchten Methoden (die 
mit den Asgeierssonschen nichts gemein haben) lassen sich dagegen direkt nur auf 
die spezielle Darbouxsche Gleichung anwenden. Die Frage der Méglichkeit von 
Anfang 1 fir nicht-total-hyperbolische Gleichungen wird auch von 
Herrn Prof. Courant in den ,,Methoden der Math. Physik“, Bd. II, behandelt. 
Randwertaufgaben fiir eine Gleichung vierter Ordnung, die weder elliptisch noch 
total-hyperbolisch ist, hat Herr Hadamard im Téhoku Math. Journ. 37 (1933), 
133—150, diskutiert. 

3) ',Bestimmung einer Funktion ...‘‘ in Bd. 109 dieser Zeitschrift, 8. 488—520. 
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einer Kugel vom Radius > 1 gegeben sind. Wir kénnen dieses Ergebnis 
auch so deuten: Eine Lésung u(z,, ..., Z,, ¢) der Darbouxschen 
Gleichung ist eindeutig bestimmt, wenn sie auf der Hyperebene ¢t = 0 


fiir Dy xz? =1-+« und auBerdem auf der Hyperebene ¢ = 1 vorgegeben ist. 
i=1 


§ 1. 
Bestimmung 
einer reguliren Funktion durch ihre Werte in einer Punktmenge. 
Definition: M sei eine Punktmenge im R, mit dem Haufungs- 
punkt 0. Wenn in einem geeigneten Koordinatensystem mit 0 als Ur- 


x x . 
sprung das (n — 1)-tupel (> pte =) gegen (t,,..., f,—;) konvergiert, 


falls (x,, ..., Z) die Punkte einer geeigneten, gegen 0 konvergierenden 
Untermenge von M durchlauft, so heiBe die durch 

Zyl Bqi oo. 3 hq = O20: bg 
gegebene Richtung eine Hdufungsrichtung von M in 0. 

Es gibt in jedem Haufungspunkt mindestens eine Haufungsrichtung. 

Fiir die folgenden Ausfiihrungen brauchen wir Punktmengen, die 
einen Hiufungspunkt nicht zu speziellen Charakters haben. Die Art des 
Verhaltens von M in einem Haufungspunkt 0, auf die es ankommt, werde 
hier einfachheitshalber als ,,Allgemeinheit‘‘ von M in 0 bezeichnet. Wir 
nennen eine Punktmenge schlechthin ,,allgemein*, wenn es einen Punkt 
gibt, in dem sie allgemein ist und definieren die Allgemeinheit durch In- 
duktion iiber die Dimensionszahl wie folgt: 

1. Eine Punktmenge im R, ist allgemein im 0, wenn 0 Haufungs- 
punkt ist. 

2. Eine Punktmenge M im R, ist allgemein in einem Punkte 0, 
wenn 0 Haufungspunkt von M ist und wenn es eine Hyperebene E (die 
nicht durch 0 geht) gibt, so daB die Schnittpunkte der Haufungsrich- 
tungen in 0 mit FZ eine allgemeine Punktmenge in £ bilden*)*). 

Hilfssatz: M sei eine Punkimenge im R,,, die in 0 allgemein ist. 
Sind dann die Werte einer Funktion {(z,, ..., x,) in den Punkten von M 
gegeben, so sind die Werte aller Ableitungen von { in 0 eindeutig bestimmt, 
soweit sie in einer Umgebung von 0 existieren und stetig sind. 


*) Es ist dabei nicht zugelassen, daB ein und derselbe Punkt mehrfach ge- 
zabit wird. 

5) Speziell fir n — 2 gilt: Eine Punktmenge M in der Ebene ist allgemein, 
wenn es eine gegen einen Punkt 0 konvergierende Teilmenge M’ von M gibt, 80 
daB die Schnittpunkte von 0P mit dem Einheitskreis um 0 eine Punktmenge von 
der Ordnung 2 bilden, wo P die Punkte von M’ durchlauft. 
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Beweis: Durch Induktion iiber die Dimensionszah] n und iiber die 
Ordnung r der betrachteten Ableitung. Der Hilfssatz sei schon bewiesen 
fiir Funktionen von weniger als » Variablen. Fiir Funktionen von n Va- 
riablen sei schon bewiesen, daB die Ableitungen von /{(z,, ..., 2) bis zur 
(r — 1)-ten Ordnung eindeutig durch die Werte von f in M bestimmt 
sind. Sei dann /(z,, ..., %,) eine r-mal stetig differenzierbare Funktion, 
die in M gegeben ist. Um zu zeigen, daB die r-ten Ableitungen in 0 
eindeutig bestimmt sind, kénnen wir ohne Beweis der Ableitung an- 
nehmen, daB die Werte von / in M verschwinden. Sei EZ eine Hyper- 
ebene derart, daB die Schnittpunkte mit den Hiaufungsrichtungen in 0 
eine allgemeine Punktmenge in E bilden; wir kénnen das Koordinaten- 
system so gelegt denken, daB EH die Hyperebene z, =1 wird. Nach 
Induktionsvoraussetzung verschwinden die Ableitungen von /f bis zur 


(r — 1)-ten Ordnung, so da8 nach der Taylorschen Formel 
SS, 
f(y, «++ Sq) = ay Mi fey x...2, (0 Z,, OX, .- -» 2) 


+e +A dite, 2, .2,(O%,, --O%) (0SOS)). 


r! 


Wenn nun (z,,..., Z,) die Punkte einer gegen 0 konvergierenden Teil- 
menge von M durchlauft, fiir die 

. x 2, — 

lim (>, — 3) ~ ee 
so folgt 

lo 1 
0= he fe, ...2,(0, ..-. 0) +... + oi fen--- en, + «ey O). 

Die rechte Seite kann als ein Polynom P in t,...,t,—, aufgefaBt 
werden; P verschwindet, wenn (f,, ..., t,~;, 1) Schnittpunkt von EZ mit 
einer Hiufungsrichtung ist. Also verschwindet P(t,, ..., t,—,) im einer 


allgemeinen Punktmenge in £ und damit verschwinden nach Induktions- 
voraussetzung iiber m auch alle Ableitungen von P in einem bestimmten 
Punkte, d. i. P verschwindet identisch und folglich auch die Koeffizienten 
von P, die die r-ten Ableitungen von / in 0 darstellen. 

Die Fille r= 0 und n =1 lassen sich miihelos erledigen, womit 
der Induktionsschlu8 vollstandig gemacht ist. 

Eine Funktion /(z,, ..., Z,) heiBe regular in einem reellen, offenen 
Gebiet G, wenn sie in der Umgebung jedes Punktes von G durch eine 
Potenzreihe dargestellt wird. Dann gilt: 

[ (x, .-., Z) ist durch Vorgabe seiner Werte in einer allgemeinen 
in G enthaltenen Punktmenge M eindeutig in @ bestimmt. 

Denn durch Vorgabe der Werte von f in M sind alle Ableitungen 
von / in einem Punkte von G, wo M sich allgemein verhilt, eindeutig 
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bestimmt; damit ist ein Funktionselement der analytischen Funktion 
f(x, ..-) %) bestimmt und damit alle‘). 

Eine regulire Funktion kann sehr wohl schon durch Vorgabe ihrer 
Werte in einer nicht allgemeinen Punktmenge bestimmt sein, nur gibt es 
kein einfaches Kriterium. dafiir, wann das der Fall ist’). So ist eine regu- 
lire Funktion im R, nicht durch ihre Werte in einer Hyperebene be- 
stimmt, dagegen manchmal schon durch ihre Werte auf einem eindimen- 
sionalen Kurvenbogen, wie das folgende Beispiel lebrt. 

Eine Kurve C im R, sei in Parameterdarstellung gegeben durch 

z, = esin2 2a, p 
r, = efsin2 xa, 


Zn—, = CP BiNZ2a,_1 9 


zz, =e, 
wo die Zahlen «,, ..., a,—, rational unabhangig sind. M sei eine un- 
endliche Menge von Punkten auf dieser Kurve, die alle auf ein Interval] 

lgi|sa4 

beschrinkt sind. Ist dann eine fiir 
(2) ti+a+...+ugne4 
regulére Funktion /(z,...2,) nur in den Punkten um M gegeben, so ist 
sie eindeutig fiir alle (z,, ..., z,) in (2) bestimmt. 


Denn auf C ist f eine regulare Funktion von ¢ fiir — «<< p< 4; 
da / fiir unendlich viele g aus einem beschrainkten Intervall verschwindet, 
verschwindet es fiir alle m auf C, insbesondere fiir groBe negative ». 
Nun bilden die Punkte von C eine im Ursprung allgemeine Punktmenge; 
denn 


Z,i%qi... 5 My = NZaa, —:...:8n2xa,-, 9:1 
= sin2za, p:sin22a,9:...:sin22a,-;9:1, 
wenn Z = x — [z] gesetzt ist; das (mn — 1)-tupel (@,@, ..., @,—,) kann 
durch geeignete Wahl von » mit beliebiger Genauigkeit gleich einem ge- 
gebenen (n — 1)-tupel (a,, ..., @,_1) mit 0<a4,;<1 gemacht werden, 


selbst wenn g auf stark negative Werte beschrinkt ist*); d. h. alle Rich- 


6) Vgl. Osgood: Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. II, § 24, 25. 

7) D. h. es gibt vollstandige Punktmengen im Sinne der Definition von S. 542, 
die nicht allgemein sind. Die Menge des folgenden Beispiels ist allerdings nicht 
fir alle sie enthaltenden offenen Bereiche vollstandig. 


8) Man wahle ein x so, daB 4 rational unabhingig von «,, ..., %, , ist; 


dann kann man @ sogar auf ganzzahlige Vielfache von « beschrinken. Vgl. Perron: 
Irrationalzahlen, Satz 56a und 64. 
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f ist so in einer allgemeinen Punktmenge und daher nach dem Vorher- 
gehenden iiberall eindeutig bestimmt. 


§ 2. 

Abhiingigkeiten zwischen den Kurvenintegralen einer stetigen Funktion. 

G sei ein abgeschlossenes Gebiet im R,, von dem wir, um die Ideen 
zu fixieren, annehmen, daB es von einer endlichen Anzahl stiickweise 
glatter Hyperflichen begrenzt wird. Es liege eine Familie von Hyper- 
flachen SS... a, vor, die von (r-+ 1) Parametern a,,...,a,, 6 abhingt 
und den folgenden Bedingungen geniigt: 

a. p 4 ... a, Werde implizit durch eine Gleichung 


@ (Sao 2009 Bay Bye 0009 Gy) =O 


gegeben, wo @ eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion aller Ver- 
iinderlichen ist und y, g,,,.-+, Pz, regular in a,, ..., a, sind, fiir (z,,..., 2) 
in G, (a,,...,@,) in I’ und |b| <= B, wo B eine Konstante und I’ ein 
bestimmtes Gebiet des (a, ...a,)-Raumes bezeichnet. 

2. Die Hyperflichen pf ...a, médgen fiir feste a,,...,a, G schlicht 
iiberdecken, d. h. fiir festes (a,,...,a,) aus J’ soll genau eine Hyperfliche 
pd ...e, mit |b| = B durch einen vorgegebenen Punkt von @ gehen. 

3. Sg}, +0 in G. 

i=1 

4, p 4 ...a, habe mit jedem der endlich vielen Randhyperflichen- 
stiicke von G entweder nur eine (r — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit ge- 
meinsam, oder das ganze Randstiick. 

Sei dann /(z,,..., Z) eine beliebige stetige Funktion in G, die wir 
auBerhalb G identisch = 0 festsetzen, und Q(z,,..., 2%, @,,-.., @,) eine 
beliebige Funktion, die stetig in (z,,...,2,) und regulér in a,,..., a, 
fiir (z,,..., Z,) in G und (a,,...,a,) in I’ ist, g bezeichne das Integral 
von f iiber p 4 ...a, Mit der Belegung Q: 


Tr 


g(@,, ..+, Gy, 6) = fifa, 0 og Od Ohag 0 < 1p Mis Oe «+p GSO 
x 
@; ... My 
Dann gilt: 
Die Funktion g (a,, sey Ory b) ist eindeutig fiir alle (a,,...,a,) in 
Ir und 6b mit |6|=<= 8B bestimmt, wenn sie nur fiir die (a,,...,a,) einer 
allgemeinen Menge M aus I" und alle |b|< B gegeben ist. 
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Zum Beweise bilden wir den Ausdruck 
(3) F(a,,.-., @,,@) 
J 4p Ba) Qn Bn Bon) Zo clap (ays Fn Mr dT, ...d La, 
der fiir irgendein (a,,...,a,) aus J’ und alle « definiert ist. Fihrt man 


(Sq, 02 +5 Bay By 000 My) 
als neue Integrationsvariable ein, so folgt*) 


+B 
(4) F(a,,...,a,,a)= {db [ 9" fQdo 
me BG 
+B ; ; 
on f 2° g(a,,..., a,b) dd. 
—B 


Wenn also g fiir |b|< B und alle (a,,...,4,) aus M gegeben ist, so ist 
damit F fiir dieselben (a,,...,a,) und alle « bekannt, d. h. in einer all- 
gemeinen Punktmenge des a, ... a, «-Raumes. 

Andererseits ist F eine regulire Funktion von allen Argumenten fir 
(a, ...@,) in I und beliebige «. F ist ja durch (3) in einer komplexen 
Umgebung jedes (a,,...,a,) aus J’ erklirt; um einzusehen, daB F regular 
analytisch ist, hat man nur die Existenz der Ableitung von @ nach jeder 
der Variablen a,,...,4,. « sicher zu stellen”); man kann aber offenbar 
in (3) die Ableitungen von F einfach durch Differenzieren unter den 
Integralzeichen bilden, da Q, e**, y= 9}, regular analytisch sind (der 
letztere Ausdruck nach Voraussetzung 3. fiir eine komplexe Umgebung 
der Punkte (a,,...,a,,«), fiir die (a,,....a,) in I” liegt. Da also F 
regular und in einer allgemeinen Punktmenge des (a,, ..., a,«)-Raumes 
gegeben ist, ist es durch die Vorgaben eindeutig fiir alle (a, ...a,) aus I” 
und alle « bestimmt. 

Dann ist aber auch g(a,, ..., a,, 6) fiir alle (a, ... a,) aus I’ bestimmt; 
denn wegen (4) kennt man fiir ein solches (a, ...a,) schon alle Fourier- 
koeffizienten von g, als Funktion von 6 betrachtet, und g hingt stiick- 
weise stetig von 6 ab. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Zur Illustration des Satzes diene folgendes Beispiel: d,, d,, d;,... 
mége irgendeine unendliche Folge von Richtungen in der Ebene be- 
zeichnen. /f sei eine stetige Funktion in einem Gebiet G der xy-Ebene, 
die auBerhalb G gleich 0 gesetzt werde. Ist dann das Integral von / 
iiber alle Geraden, die eine der Richtungen d,, d,,... haben, gegeben 


®) Vgl. Courant, Differential- und Integralrechnung Bd. II, 8. 245. 
10) Vgl. loc. cit. *) S. 6. 
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so ist auch das Integral von f iiber alle anderen Geraden bestimmt (und 
damit iibrigens f selbst). Dies folgt aus dem eben Bewiesenen, wenn 
man z.B.Q=1, p=az-+y setzt. 


§ 3. 
Anwendung auf zeitartige Randwertprobleme fiir die Darbouxsche 
Gleichung. 

Wir wenden den Satz des vorigen Paragraphen speziell auf Kugel- 
integrale an. Man erhilt eine einfachere Ubersicht iiber die Verhiltnisse, wenn 
man die Kugelintegrale einer Funktion als Liésungen einer partiellen 
Differentialgleichung wie folgt interpretiert. 

Sei u(z,,..., 2», ¢) eine Lésung der ,,Darbouxschen“ Gleichung 


=f 
(5) Mays, +++ Mageg — Fe — te = 0 


und zweimal stetig differenzierbar in dem Kegelgebiet 


(6) y2@-asu-s te0. 


Dann ist fiir (z,,..., 2, ¢) in (6) 
1 


n—1 
w, ¢ 


a 


ba | ++ 2n 
wo QQ), ...2, die Oberfliche der Hyperkugel vom Radius ¢ um den Punkt 
(Z,5.--,%,) des y,... Y,-Raumes bezeichnet und w, der Flacheninhalt 
von 92).... ist"). Man verifiziert im iibrigen leicht die Umkehrung, da8 
fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f(y, ... ¥n) = u(y,,---; Yn> 9) 
der Ausdruck (7) eine Lésung von (5) darstellt. 

Es liege dann eine r-parametrige Schar von zeitartigen analytischen 
Kurven S,,...c, vor, die alle durch dieselben zwei Punkte P,, P, gehen 
mégen, und ganz oberhalb der xz, ... %,-Ebene liegen. Die Kurven seien 
in Parameterdarstellung durch 
(8) Z, = @, (tr, G,,..., Gy), 2% = D, (t, G,,..., G), 

oop Fm = @, (t, G,, ..-5 Gy), 
t=: YP (c, a,, ..., Gy) 


(7) 6 (z,,..-) Zn, t) = | u(Y,,-++; Yn, 0) do 


gegeben, wo 
1. @,,...,9,, Y regulire Funktionen von a,,...,a,, t firO<r<1 
und (a,,...,4,) in J’ sind, 


11) Fir einen Beweis dieses Satzes verweise ich auf die Dissertation von Herrn 
Asgeirsson und auf den zweiten Band der ,,Methoden der Math. Physik von 
R. Courant, wo auch der Zusammenhang der Darbouxschen Gleichung mit der 
Wellengleichung ausfihrlich diskutiert wird. 

Mathematische Annalen. 111. 36 
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2. ®,,...,%,, VY sich fir + = 0 und beliebige (a,,...,a,) aus I 
auf die Koordinaten von P, und fiir t = 1 auf die Koordinaten von P, 
reduzieren, 


(0< ¥ (0, 4,,...,4,) < ¥ (1, a,,...,@) <b), 


n ,00.2 a¥\2 

) 2 (a) <G=): 

Unter einer ,,allgemeinen“ Schar von Kurven es verstehen wir 
eine solche, fiir die (a,,...,@,) eine allgemeine Punktmenge bilden. 

Dann gilt: Ist eine in (6) zweimal stetig differenzierbare Lésung u 
von (5) auf den Kurven einer allgemeinen Schar von Kurven S,, _..«, fiir 
0 <= tS 1 gegeben, so ist sie auf allen Kurven S,,...,, fir OS t= 1 
eindeutig bestimmt. D.h. u ist dann auf dem zeitartigen (r + 1)-dimen- 
sionalen Flachenstiick bekannt, das mit Hilfe der Parameter a,, ..., a, 
fir 0 <= t = 1, (a,,...,a,) in I’ durch (8) gegeben wird. 

Beweis: Wir bemerken zunichst, da8 die Punkte einer Kurve S,, ... 4, 
mit t<t, ganzlich innerhalb des Kegels 





V(z, = o, (t,)) + (z, wit g, (t,))? Teo + (2, — ®, (t,))" +t s 7 (T) 


liegen. Denn S,,..a, liegt wegen (9) sicher in einer gewissen Umgebung 
von t =t, innerhalb des Kegels; wiirde i scale den Kegel in einem 
Punkte t mit 0 <1 <t, schneiden, so sei R der Schnittpunkt mit dem 
gréBten rt; dann wiirde —* mit wachsendem rt in R den Kegel von 
auBen nach innen durchsetzen; dann kénnte aber nicht (9) in R erfillt 
sein. 

Mit dem Wert von u in einem Punkte (z,, ..., 2, ¢) ist das Integral 
von &(¥,, Ya,---» Yn, 0) tiber die Hyperkugel S. ... des y; ... Y¥,-Raumes 
gegeben. Den Punkten (z,,...,z,,¢) der Kurve S,,...c,mit 0S ts 1 
entspricht eine Schar von Kugeln im y, ... y,-Raum. Diese Kugeln liegen 
wegen der Zeitartigkeit von S,,..., nach dem eben Bewiesenen inein- 
ander und iiberdecken den Raum zwischen den beiden P, und P, ent- 
sprechenden Kugeln schlicht. Somit kann man unmittelbar auf die Inte- 
grale iiber diese Kugelscharen den Satz von § 2 anwenden, wenn G mit 
dem Raum zwischen den P, und P, entsprechenden Kugeln, f mit 
u(y,,---» Yn, 0) und Q mit 1 identifiziert wird. Man hat sich nur noch 
zu vergewissern, daB diese Kugelscharen durch eine Gleichung 


9 (%, +++9 Uno Bay oo 09 By) = fF 
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gegeben werden, wo @ regular in a,, ..., a, und z Py, +O ist. Nun 
i=1 
werden die Punkten von S,,...«, entsprechenden Kugeln durch 
(10) H= Dy (y; — (tT, a,,..., a)? — Y(t. 4,,...,4,)%? = 0 
i=1 


gegeben; diese Gleichung la6t sich fiir (y,, ..., y,) in @ eindeutig nach r 
auflésen; t wird dann eine regulare Funktion der anderen GréBen, da die 
Gleichung H, = 0 oder 


n 0% _ y 2¥ 
ae? (i¥—-%) 77> =? x 
wegen (9) und (10) nur die Lésung 
y= ®,, Y=0 


hat und in den Punkten von Sa, ...0, fir 0< t< 1 immer Y > 0 gilt. 
Aus denselben Griinden ist auch 


” 2 i (y; — ®,)° 
te -——4 . 
(5 Y; wy, ai + = (Ye a %) 


k=1 





i=1 





regular und + 0. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Es sind also schon die Werte von u auf irgend unendlich vielen zeit- 
artigen analytischen Kurven einer einparametrigen analytischen Schar 
(mit einer zeitartigen Haufungskurve und zwei gemeinsamen Punkten) 
voneinander abhangig. 

Sei andererseits eine n-parametrige analytische Schar von zeitartigen 
Kurven von P, nach P, vorgelegt, die einen gewissen, sich von P, nach P, 
erstreckenden, Teil T des z,... 2%, t-Raumes iiberdecken. Wenn u dann 
auf einer allgemeinen Schar von diesen Kurven vorgegeben ist, so ist es 
in dem ganzen charakteristischen Doppelkegel mit den Spitzen P, und P, 
eindeutig bestimmt. Denn dann ist u zunichst in T eindeutig bestimmt; 
wenn dann P ein beliebiger Punkt in dem Doppelkegel ist, so kann man 
eine analytische Schar von zeitartigen durch P, und P, gehenden Kurven 
konstruieren, so daB unendlich viele der Kurven in 7 liegen und eine 
durch P geht; dann ist u auf allen Kurven dieser Schar und daher 
auch in P bestimmt. 

Die Anzah] der Parameter der Kurvenschar hat hier keine ausschlag- 
gebende Rolle. Es kann sein (vgl. das Beispiel 8S. 554), daB uw durch die 
Vorgabe in den Punkten einer einparametrigen Kurvenschar (also auf 
einem zweidimensionalen Flachenstiick) in einem (n + 1)-dimensionalen 
Raumstiick eindeutig bestimmt ist. 


36* 
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Wir haben bisher immer ausdriicklich vorausgesetzt, daB die Punkte, 
in denen u vorgegeben war, oberhalb der z,...2z,-Ebene lagen. Wir 
werden jetzt sehen, daB wesentlich andere Verhiltnisse vorliegen, sobald 
u auf Kurven, die diese Ebene treffen, vorgegeben ist. 

Es liege jetzt eine r-parametrige Familie von zeitartigen analytischen 
Kurven vor, die alle durch einen und denselben Punkt P gehen und alle 
die z,...2,-Ebene treffen; o. B.d. A. nehmen wir an, daB P die Koor- 


dinaten z, = ... = Z, = 0, t= 1 hat und fiihren auf den Kurven ¢ als 
Parameter t ein. Dann sei S,,...4, durch 
(11) Z, = @, (0, 6,,...,G,),.2-5 By = Oy (t, Oy ..., By) 


gegeben, wo 

1. ®,, ..., ®, regulare Funktionen fiir (a,, ..., a,) in [und OSt<1 
sind, 

2. @,(1, 4,, ...,@,) = 0 firs = 1,...,%, 

3. FO? <1. 

i=1 

Die Kugeln a 
das Kugelgebiet 
(12) yi+..-¢+y#slL 
wenn (Z,,..., Z,, ¢) eine Kurve’ Sq, ...a, durchlauft; aber sie ziehen sich 
fiir t+ 0 auf einen Punkt zusammen. 

Die Sq, ,..c, entsprechende Kugelschar wird durch 


im y,---¥Y,°-Raum iiberdecken dann schlicht 


(13) P (y; — ®; (t, a,,...,4,)*? = 0 


gegeben. Fiir positives ¢ ist hieraus ¢ als regulire Funktion vor y,,..., ¥,, 
@,, ..-, @ in der Form 
(14) t = p(s -- +> Yas Bry -+ +> By) 
darstellbar; in der Umgebung von ¢t = 0 hangt ¢ aber nicht regulaér von 
diesen GréBen ab. Wir kénnen jedoch den Satz von § 2 doch noch an- 
wenden, nachdem wir uns von der Harmlosigkeit der Singularitét von ¢ 
iiberzeugt haben. Die Gleichung (13) hat fiir 

y; = ©, (0, a, ..., a,) 
und kleine ¢ nur die Doppelwurzel ¢ = 0. Auf Grund des Weierstrass- 
schen Vorbereitungssatzes *) ist dann in einer Umgebung von t = 0 


t=A+ VB, 
wo A urd B regulire Funktionen von y,, ..., Y,, 4, .+-, @ in einer 
Umgebung von y, = ®,(0, a,, ..., a,) bedeuten. B denken wir nach 





12) Vgl. loc. cit. *) S. 69 ff. 


oe eee 
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Potenzen der (y,— ®,(0, a,,...,4@,)) mit von a@,,...,@, abhingigen 
Koeffizienten entwickelt. Aus Formel (13) kann man") die Anfangs- 
glieder dieser Entwicklung erschlieBen und findet 

B = q+ (hohere Glieder), 


wo q die quadratische Form 


n n n 2 
(1— Seo) F cy — op +( Fo" cy, —@)) 
(15) q= \ i=1 k=1 i=1 





1— S (ory 
1=1 


ag. 
bezeichnet (0 und ®?' bedeuten ®, und 5 "7 fiir t= 0). Wir merken 


uns von dem Ausdruck fiir q nur, da8 q eine positiv definite Form in 
den (y; — ®?) ist; dabei haben wir wieder die Zeitartigkeit der S,,_..« 





r 


benutzt, derentwegen 1 — z (®?’)? > 0 ist. 
i=1 
Jetzt bezeichne G das Kugelgebiet (12), m die Funktion (14). Dann 
ist leicht einzusehen, daB fiir stetiges f(y,, ..., Yn) 
(16) F(a,,...,4,, a) =feerg? V Sp}, fy, -- Yad ty -- PY 
G o=% 


wieder eine regulire Funktion ist. Denn man kann die komplexe Diffe- 
rentiation nach @,, ..., a, unter dem Integralzeichen ausfiihren, auch 
in der Umgebung der kritischen Stelle y, = D?, ..., yn = Dh; dazu ist 
nur notig zu bemerken, daB wenn 0? = ZY (y;— ®?)* gesetzt wird, in 


der Nahe von (y;, ..., Yn) = (®}, ..., Dh) 


sf =0(4) =0(1), SH =0(4)=0(4), 9 =O) 


y - 1 hk a 
av <6 1+ So; ¥,—2, aoe yo: nin 
1 i 


t 











Es folgt so, da8 F bestimmt ist, wenn es fiir alle « und eine all- 
gemeine Menge von Punkten (a,, ..., a,) gegeben ist. Da 


F(a, «+5 ay, a) = fee o*( f fdo)db 
Y _ ae 


1 
= Oy | feb +m u(ay, sey Dy, 6) db, 
0 


18) Z, B. durch Vergleich der Ausdriicke fir lim is far y, > @¢ (0,a,,...,4,). 
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wo fiir z,,..., Z, die Werte an der durch (11) gegebenen Stelle zu 
nehmen sind, kann man daraus den entsprechenden Eindeutigkeitssatz 
fiir die Kugelintegrale von / ableiten: 

Liegt eine r-parametrige analytische Schar von zeitartigen Kurven- 
stiicken S,,..4, im 2,...2%,,¢Raum vor, die alle von einem Punkte P 
zur x, ... Z,-Ebene fiihren, und ist u(z,, ..., 2, ¢) auf einer Teilschar von 
Sa,...a,» fiir die die (a,,...,@,) eine allgemeine Menge bilden, gegeben, so 
ist u auf allen S,,.,,, also im allgemeinen auf einem (r + 1)-dimen- 
sionalen Flachenstiick, bestimmt. (Damit ist auch 


6 (2, 05 Bay O) me f(z, ..-) Ze) 


fir 22} < 1 bestimmt, d.h. in diesem Falle haben wir unsere Integral- 
gleichung auch aufgelést.) 

Liegt insbesondere eine n-parametrige analytische Schar von zeit- 
artigen Kurven vor (von P zur z,...2%,-Ebene fiihrend), die einen ge- 
wissen Teil des z, ..., 2,, -Raumes iiberdecken und ist uw auf einer all- 
gemeinen Teilschar von diesen gegeben, so ist uw in allen Punkten innerhalb 
des von P ausgehenden charakteristischen Kegels eindeutig bestimmt. Ins- 
besondere ist z. B. u eindeutig in dem von P ausgehenden charakteristi- 
schen Kegel bestimmt, wenn es in einer (n + 1)-dimensionalen Umgebung 
des Lotes von P auf die z, ...2z,-Ebene gegeben ist. 

Es ist aber gar nicht nétig, u auf einer allgemeinen Kurvenschar, 
die aus einer n-parametrigen Schar ausgewahlt ist, vorzugeben, um es in 
einem vollen (nm + 1)-dimensionalen Raumtei! zu haben. Sei z. B. eine 
Geradenschar mit dem Parameter a, wie folgt, gegeben: 


a, = (t—l)e*sin2za,a fir »=—1,....n—1, 
(17) 
WO 4,---,@%,—; Yational unabhingige reelle Zahlen seien. Sei wu eine 
Lésung von (5), die in dem Kegel 
(18) 2+...t23< (1-0) 


zweimal stetig differenzierbar ist. Wenn u auf irgend unendlich vielen 
dieser Strecken, die Parameterwerten in einem beschrankten Interval! 


—-Asacs —}tlogn—e 


entsprechen mégen, gegeben ist, so ist u eindeutig im ganzen Kegel (18) 
bestimmt. 

Zum Beweise betrachten wir die n-parametrige Schar aller Geraden 
Sa,...a,» die durch 


z, = (t— lja, (y = 1, .... #) 








oat 
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mit 2a} <1 gegeben werden. F (a,, ..., @,, a) sei die entsprechende 
durch (16) gegebene Funktion (hier ist iibrigens ¢ leicht explizit anzugeben). 
F ist nach Voraussetzung fiir die durch 

a,=e*sin2za,c fir »=1,....n—1, 

a, = e 
gegebenen (a,,...,@,) und alle « gegeben. Nach 8.545 ist die regulire 
Funktion F dadurch eindeutig bestimmt, und damit auch u in dem 
Kegel (18). 

uw ist also z. B. eindeutig in dem (nm + 1)-dimensionalen Gebiet (18) 

bestimmt, wenn es auf dem zweidimensionalen Flachenstiick vorgegeben 
ist, das die Parameterdarstellung 


Z, = (t— lje*sin2 xa,a (vy =1,...,."—1), 
LZ, = (t — le 
firO = t= 1, —}tlogn—2e [as — plogn—e hat. 
§ 4. 


Bestimmtheit einer Funktion durch ihre Einheitskugelintegrale. 


Als weitere Anwendung, oder genauer als Anwendung der vorher- 
gehenden Anwendung, werde die Bestimmung einer Funktion durch ihre 
Einheitskreisintegrale ausgefiihrt. Eine Funktion f(z,,..., z,) ist noch 
nicht bestimmt, wenn man ihre Integrale iiber alle Hyperkugeln vom 
Radius 1 kennt. Sie ist es nicht einmal dann, wenn map noch die Werte 
der Funktion selbst innerhalb einer bestimmten Kugel vom Radius 1 
kennt. Ehe wir zu unserer eigentlichen Anwendung kommen, beweisen 
wir noch diese letzte Behauptung durch Beispiele fiir den Fall n = 2. 

Bezeichne » eine ganze Zahl mit |y| > 2, P,(z) ein Polynom vom 
Grade < |v|, das keine Glieder 0-ter und erster Ordnung in z enthilt 
und gerade bzw. ungerade in z ist, je nachdem y gerade oder ungerade 
ist; J, sei die Besselsche Funktion und + a, seien die Wurzeln der Bessel- 
schen Funktion J,. Bilden wir dann“) 


fy (x, y) = f,(r cos 9, r sin ¢) 


+ v0 pas 
~er( S$ ma(s)aten[ S (ats +0585)) 


ti=-—-2 s=—2 





so verschwindet /,(z, y) fir r? = 2*?+ y* <1 und ebenso verschwinden 
die Integrale von /, iiber alle Kreise vom Radius 1. (Dasselbe gilt dann 
natiirlich fiir jede geeignet konvergente Linearkombination der f,.) AuBer- 
dem verschwindet /, nicht identisch. 





14) Man wird auf diesen Ausdruck durch dhnliche Uberlegungen wie l. c. *) 
8. 515 gefabrt. 
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Wir skizzieren hier nur den Beweis fiir diese Feststellung. Wir be- 
trachten fiir reelles r den Ausdruck 


+@ +o iar 
, = 1 - 1 ak ao 
H,(r) ae Sap 1)" P,(—) J, (an) | & lets +2) irs |: 
(Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist gleichmaBig konvergent und 
beschrinkt in m und r.) H, ist mit » gerade bzw. ungerade in r. Durch 
gliedweises Integrieren folgt sofort 


a ‘ 
(19) \ eto at mm 








, as l 1 ft? irs e 
a ats Ta, Tete ~ dis 
Daher ist fir |r} = 1 
+o 
H,(r) = SY” (— 1 P,(=) (e** — J (an) 
y +c 
= = A,, B, (r) — > (- 1)" P, (~) J, (xn), 
n=2 a= —oc 


wenn P,(z) = 3 A,2* ist und B, die mit den Bernoullischen nahe ver- 


u=2 


wandten Polynome 


+« 


B,(2)= 5" ue | Satan 


n* 


bezeichnet. Danach reduziert sich also H,(r) fiir |r| < 1 auf ein nicht 
identisch verschwindendes Polynom Q, vom Grade < |v|, das mit » ge- 
rade bzw. ungerade ist. H,(r) kann nicht fiir alle r mit einem Polynom 
iibereinstimmen, weil dann aus (19) H, = 0 folgen wiirde. 

Es ist nun 


2a 
j H, (zcos y + ysin p)e’¥ dy 
0 


2a 
= 9 f H, (r cos y) e"¥d yp = 2x0" f, (x, y). 
0 


15) Far einen Beweis dieser Identitét verweise ich auf |. c.*), § 3. Man kann 
sie iibrigens auch direkt aus der Entwicklung von J,(#z) nach den Jo («, 2) er- 
echlieBen. 
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Folglich ist das Integral von /, iiber einen Einheitskreis mit Mittel- 
punkt (¢, 7) 


22 


| 1.18 + cosy, 7 + sinz) dy 





22 +1 
H, (€ cos y + sin y + 
=i fe { , (§ cos y oh AA 
af jl—y? 
0 —1 


nach (19); ebenso fiir |r| < 1 
22 
ee | @,(reos y) cosy pdy = 0, 
0 
da der Grad von Q, < || ist. 
Wiirde andererseits /, identisch verschwinden, so folgte aus 





1 
i” 


f(x, y) = Qn 


2n0' f,(z,y) = eve ( H, (rcos p)cosy pdy, 
0 


da8B H, fiir alle r mit einem Polynom vom Grade < » iibereinstimmen 
miiBte, was nicht der Fall ist**). 
Wir werden nun im Gegensatz dazu zeigen: 
Eine stetige Funktion /(z,,..., z,) ist eindeutig bestimmt fiir 
ai+...¢as A (A > 1), 


wenn 
1. das Einheitskugelintegral 2),..... von f fiir 


a+... +a S (A—1); 
2. f(x,,..++, 2) selbst fiir 
Vi+...¢asl+e (e > 0) 
bekannt ist?’). 
Zum Beweise nehmen wir o. B. d. A. an, daB die Vorgaben ver- 
schwinden. F (z,,..., 2», 17) bezeichne das Integral von f iiber 7, snl 


nm 
16) Sei n&mlich S (r) = | 4, (r-cos y) cosy ydy. Fir gerades » ist S = 0 
0 





gleichbedeutend mit einer linearen Differentialgleichung der Ordnung = fir den 


nm 
Ausdruck (4, (r cos y) siny yd y, durch den H, eindeutig bestimmt ist. Fir un- 


Pe 2 


0 
gerades y gilt derselbe Sachverhalt fir H*(x) = x H, (z). 
17) Daraus folgt, daB es Punkte mit \z? +...+23 = 1+. gibt, in denen 


fv(z, y) nicht verschwindet. 
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Dann sei also F(z,,..., 2,1) = 0 fir z?+...+23 S(A4—1)* und 
{=0 fir z?+...+23 51+. Offenbar ist auch 


F (2,, «+ +) 2m, 7) = 0 
fiir 


lr] Sl +e—YVo}?+... +23. 
Es besteht nun die Identitat 


(20) | d 0; | f(y -++2 Yn) dO, 


r 1 
Qe, ... 2, 22, +1 ...tn +n 


r+ n—s8 
@p—1i 


al Pt+l—o)? 2. 

.— | F (2, .- 5 tm 0) (1+ (+=) ) edo; 
Ps 

man verifiziert sie leicht, indem man sich iiberlegt, daB die linke Seite nur 

von den Mittelwerten von / auf den Kugeln um (2,, ..., Z,) abhangt; 

man kann dann zur Bildung des Ausdrucks (20) f(y,,..., Y¥,) Von vorn- 


F (24, «+» Za» Vaepnemnenniong 
herein durch die Funktion nha ke ersetzen, wo 9 = V J (zx, — y;)*- 
,@ i 


Nun sei Vz? +... +22 = R<e. Dann ist 


(21) F (z,, .. +) Ze, 7) = 0 
fiir 

—1—(e—R) Sr sl+(e— PR. 
Aus (20) folgt fiir alle z,,..., 2, 7 


r+i n—3 


2-3 
(2) = [ Pty... 0) (1+(“=*)) * ede. 
P=} 

Diese Gleichung kénnen wir als eine Integralgleichung fiir F als Funktion 
von r betrachten, die wir leicht auf eine Folge von Volterraschen Integral- 
gleichungen reduzieren kénnen"*). Sei namlich zunaichst «— R<r< 
2+ (e—R). Dann folgt aus (21) und (22) die Volterrasche Gleichung 
erster Art 


1+r n—3 


- — oe 
0= | Play... 20) (14+(“Z=#)) * ede 
1+e—R 


18) Vgl. das analoge Verfahren |. c. *), 8S. 507—510. 





So 2 Se 

















=" 
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fiir F. Diese Gleichung kann auf eine Gleichung zweiter Art reduziert 
werden *) und hat daher nur die identisch verschwindende Lésung. Daher 
ist F = 0 auch fiir 
1+(e—R)Sr<3+(e—R). 
Daraus folgt dann wieder, daB sich (22) fiir 
2+(e—-R) Sr stt(e— R) 
auf die Volterrasche Gleichung 


1+r n—3 
0= j F(1+(*t}-#)) * ode 
3+ (e—R) 


reduziert und daB infolgedessen F fiir 
3+(e—R)Sr<5+(e—R) 


verschwindet u. s. f. 

Man schlieBt so, daB F(z,,..., 2,7) = 0 fir 0 r = A—e und 
Vai+...+a223<s 6. D.i. das Integral von f iiber jede Kugel vom 
Radius <= A—e und Mittelpunkt in dem Gebiet z? + ... + 23 < &* ver- 
schwindet. Daraus kénnen wir mit Hilfe der Bemerkung von S8.554 
schlieBen, daB f iiberall im Gebiet z?+ ... +23 <= A* verschwindet. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 


1%) Fir ungerades n durch Differentiation (die Gleichung ist in diesem Falle 
aquivalent mit einer elementaren Differentialgleichung fiir F, da der Kern ein 
Polynom ist) und fiir geradea n durch eine einfache Integraltransformation (halb- 
malige Differentiation), die von Volterra in seinen ,,Lecons sur les Equations Inté- 
grales‘* angegeben ist (S.60—61). 


(Eingegangen am 5. 3. 1935.) 








Uber die v. Neumannschen 
fastperiodischen Funktionen auf einer Gruppe. 


Von 


Franz Rellich in Marburg. 


J.v. Neumann hat in der Arbeit ,Almost periodic functions in a 
group I‘ (Transactions Am. Math. Soc. 36 (1934), 8. 445—492) den Begriff 
,fastperiodische Funktion auf einer Gruppe“ eingefiihrt und fiir solche 
Funktionen unter anderem ein vollstandiges Analogon zu dem H. Bohr- 
schen Approximationssatz fiir die klassischen fastperiodischen Funktionen 
aufgestellt und bewiesen. Zum Beweise dieses Approximationssatzes zieht 
v. Neumann ein Eigenwertproblem heran, das dem von H. Wey] im Falle der 
gewohnlichen (stetigen) fastperiodischen Funktionen benutzten Eigenwert- 
problem analog ist, und beweist fiir dieses Eigenwertproblem die Existenz 
eines vollstandigen Systems von Eigenelementen auf spezielle und sehr be- 
merkenswerte Weise. Hier soll gezeigt werden, daB sich dieses Eigenwert- 
problem sehr einfach als das Eigenwertproblem eines linearen vollstetigen 
Operators in einem verallgemeinerten Hilbertschen Raume auffassen laBt; 
die Existenz des gesuchten vollstandigen Systems von Eigenelementen folgt 
dann unmittelbar aus einem allgemeinen, kiirzlich von mir bewiesenen 
Satz iiber solche vollstetigen Operatoren. Auch im einzelnen ergeben 
sich einige Vereinfachungen. Die beim Beweis benutzten Definitionen 
und Grundtatsachen aus der v. Neumannschen Theorie sind in §1 zu- 
sammengestellt '). 


In § 3 folgt eine Bemerkung mit dem Ziel, den Entwicklungssatz 
nach den Eigenelementen eines vollstetigen Operators zu verschirfen. 
Der so (fiir abstrakte Raume) verschiarfte Entwicklungssatz gestattet z. B., 
im konkreten Fall eines Funktionenraumes die gleichmafige Konvergenz 
der Entwicklung nach Eigenfunktionen zu erkennen, wahrend die iibliche 
abstrakte Theorie unmittelbar nur die Konvergenz ,,im Mittel“ liefert. 


1) Vgl. auch B. L. v. d. Waerden, Gruppen von linearen Transformationen. 
Ergebn. d. Math. und ihrer Grenegebiete 4, Berlin 1935, insb. S. 57—63, wo eine 
Vereinfachung des v. Neumannschen Beweises in anderer Richtung gegeben wird. 
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F. Rellich, Fastperiodische Funktionen auf einer Gruppe. 


§ 1. 


Definitionen und Siatze aus der y. Neumannschen Theorie’), 

1. Die komplexwertige Funktion f(x) auf einer beliebigen Gruppe © 
(mit den Elementen z, y, a, 6, ...) hei®t fastperiodisch, wenn es zu jedem 
Folgenpaar a, 6, (n = 1,2,...) aus @ Teilfolgen a,,,, b,, (nj > oo mit 
i+ o) gibt, so daB f(a,,2) und f(xb,,) gleichmaBig in x konvergiert*). 

2. Jede fastperiodische Funktion f(z) ist dem Betrage nach gleich- 
maBig beschrinkt. 

Mit f und g ist auch 

3. af (x) + 6 g(x) (a, B beliebig komplex) und 

4. f(x) g(x) fastperiodisch. 

5. Konvergiert die Folge fastperiodischer Funktionen /, (x), /, (x), ... 
gleichmaBig in z, dann gibt es eine fastperiodische Funktion /(z), gegen 
die die Folge gleichmaBig konvergiert. 

6. Zu jeder fastperiodischen Funktion f(z) gibt es eindeutig eine 
Zahl A = M {f(x)}, zu der fiir jedes « > 0 Gruppenelemente a,, ...,a,, 
b,,..-,6, und nichtnegative Zahlen «,,..., &, 8,,..+, 8B, mit 

2 = ~P i : 


derart existieren, daB 
ja, f(a,2)+...+a,f(¢,7)-—-Alse 
| B, f(xb,) + eee + Bnf (x ,) —A| — E 


fiir alle z aus 6 gilt. 
Fiir fastperiodisches /, g, h gilt 


7. M {af(z) + Bg(z)} = a M {f(z)} + BM \g(z)}; a, B beliebig 
komplex. 

8. M {f(z)} > 0, wenn f(z) >0 und f(z) + 0. 

9. M (f(xa)} = M (f(@)j, M (1) =1. 

10. Bezeichnung: {xg (z) = M {f(zy~*)g(y)] = M {f(y)g(y~* 2)}5 
gelegentlich kiirzer fxg statt fxg(z). 


und 


ll. u(x) = fxg(zx) ist eine fastperiodische Funktion. 

12. (fxg)xh = {x(qxXh) (assoziatives Gesetz). 

13. #xg(1) = 9x#(1). 

2) Vgl. v. Neumann, |. c., Kap. I, 8S. 447—456, und Theorem 24, S. 471. 


8) Vgl. S. Bochner, Beitrige zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 
Math. Annalon 96 (1927), S. 119—147. 
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14. Man betrachte die Gesamtheit H aller beschrinkten, irreduziblen 
Darstellungen der Gruppe ©. Die Menge aller Darstellungen aus H, die 
einer festen Darstellung aus H fquivalent ist, hei®e eine Klasse. Man 
bilde die Gesamtheit aller Klassen ©. Jede Darstellung von H liegt 
genau in einer Klasse €. Jede Klasse € enthilt eine unitare Darstellung 
((D,.(z; ©))). Die Gesamtheit aller ((D,,(x; €))) heiBt ein unitires 
Reprisentantensystem; die Matrixelemente Doo (z; ©) sind fastperiodische 
Funktionen auf 6. 

15. Es sei s(€) der Grad der in 14. erklarten Matrix ((D,, (zx; €))). 
Dann bilden die Funktionen D,,, (z; €) Vs (€) ein normiertes Orthogonal- 
system in folgendem Sinne: 


M (Dyo(2; ©) Ve © -Dyw (25 ©) Ve) =| 





1 fir C=C’, p=0', o=0'7 
0 sonst. 


§ 2. 
Der v. Neumannsche Approximationssatz. 


Gegeben sei eine Gruppe © und ein unitaéres Reprasentantensystem 
((D,« (x; ©))) (vgl. §1. 14), so daB die Funktionen D,, (x; €) Vs (€) im Sinne 
von § 1.15 ein normiertes Orthogonalsystem bilden. Dann ist 1. dieses 
Orthogonalsystem im Raum %§ der aut © fastperiodischen Funktionen voll- 
stiindig, d. h. es gibt zu jedem f(x) aus § eine abzihlbare Folge D,, (x; €), 


y= 1,2,..., so dap mit f, = M (f(z) D,. (x; ©) Vs (€)| die Parsevalsche 
Gleichung M |f(x)f(z)} = Zf,f, gilt; 2. Wpt sich jede fastperiodische 
Funktion durch eine endliche Linearkombination dieses Orthogonalsystems 
glechmafig approximieren. 

Beweis. I. Die Gesamtheit § aller fastperiodischen Funktionen 
auf © ist 1. gin linearer Raum (§ 1.3); u = 0 bedeutet u = 0. 2. Durch 


(u,v) = M (u(x) v(z)| ist in § ein ,,inneres Produkt erklart mit den 





Eigenschaften (u,v) = (v,u), (au-+ a, %,0) =a(u, 0) +0, (u,,0) fiir be- 
liebige komplexe Zahlen «, «,, (u,u) > 0 fiir u + 0 (folgt aus § 1.4, 6—8). 
Wir setzen |u| = V(u, u) und schreiben 


u"+>u, n> ow, wenn lim |u*—u| = 0. 


n-> 


II. Zu jeder (im folgenden festgehaltenen) Funktion /(z) aus § wird 
ein (linearer) Operator F erklirt, welcher der Funktion u(x) aus § die 
Funktion o(z) = fxu(z) = M {f(zy—*) u(y)} aus & (§1. 10, 11) zuordnet: 
Fu= v. 








A EIT 
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III. Vollstetigkeit. Zur Erklirung der Vollstetigkeit benutzen wir 
den Begriff der schwach konvergenten Folge: eine Folge g', g’,... von 
Elementen aus § hei®t schwach konvergent, wenn 1. (g", g") < K mit 
festem K fiir alle n und wenn 2. lim (h, g* — g™) = 0 fiir jedes h aus §. 


n> co 
m-> 


Dann hei®t ein (linearer) Operator R in § vollstetig‘), wenn es zu 
jeder schwach konvergenten Folge g',g’,... aus § ein g aus § gibt mit 
Rg" > gy, n+ ow. Behauptung: der Operator F in § ist vollstetig. 
Beweis: die Folge F g* = {xg"(z), nm = 1, 2,..., konvergiert sogar gleich- 
maBig in z; sonst gibe es naimlich ein ¢ > 0, natiirliche Zahlen n,, m, 
(mit n;— o, m,—~ o fiir i o) und Gruppenelemente z, mit 

Ay = | M {f(z 9-) ("(y) — 9™(y))} | S 6 i=1,2... 
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei die Folge der x, schon so aus- 
gesiebt, daB die Folge f(z,;y~-*) mit i co gleichmaBig gegen ein h (y) 
aus § strebt (Fastperiodizitét von /(x) und §1.5). Dann ist A; <= B,+ C; 
mit®) 
B, = |M {[f (z.y~*) — h(y)] G™ (y) — 9™(y))} | 

< yM (\f(xiy—) —h(y)/*}-2VK +0, wenn i> o; 








CO; = |-M (h(y) 9" (y) — 9"*(y))} | = 9" — 9") +0, wenn it~ o; 
Widerspruch zu B, + C,.> A; > «. 

In den folgenden Schritten IV —VIII wird vorausgesetzt / (x) = f (x~*). 
Setzt man allgemein u*(z) = u(z—'), so ist also f(z) = /*(z) und es 
wird (u,v) = uxv*(1), (uxv)* = v*® xu*, 

IV. F ist hermitesch, d.h. (Fu, v) = (u, Fv) fiir alle u,v aus §. 
Beweis: (Fu, v) = (f x u) xv*(1). Nach §1. 13 daraus (Fu, v) = v* x (f x u)(1) 
und = (v* xf) x (1) wegen §1.12. Wegen / = /* wird 


(F u,v) = (fxv)* x u(1) = ux (fx v)* (1). 


Also (Fu, v) = (u, Fv). 


*) Man kann fiir die Vollstetigkeit eines (linearen) Operators R in einem 
Raum § auch folgende aquivalente Definition geben: 2 heift vollstetig, wenn in 
jeder unendlichen Menge von Elementen u aus mit (u, w) = 1 eine unendliche 


Folge u” liegt, fir die Ru" + ¢ gilt, mit m aus {. Beide Definitionen sind dqui- 
ri 2 
valent, weil man aus jeder unendlichen Menge von Elementen u eines Raumes §, 
fir die (u, ~) = 1 gilt, eine schwachkonvergente Folge u” herausgreifen kann. 
5) Unter Beriicksichtigung der Schwarzschen Ungleichung |(u, v)| = |w||v| 
und der Ungleichung Vig" —g”, g’—g™) <2VK. 
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V. Da F in § vollstetig (III) und hermitesch (IV) ist, gibt es*) in § 
eine abzihlbare Folge von Elementen g', g’, ... mit || = 1, (g", gy“) = 0 
fir » + mw, so daB gilt: 1. Fo’ = A,q’, A, + O reell; A, +0, » > @, 


falls die Folge g', g*, ... unendlich ist. 2. by (Fu, g’)g’ > Fu,n> @ 


ize | 


Ny 
bzw. J (Fu, gy’) = Fu, wenn die Folge g', g’,... aus endlich vielen, 


v=1 
N, Elementen besteht; u beliebig in §. 

VI. Es gilt sogar 
(1) Fu=M {f(cy~)uly)) = L(Fu gp) y (2) = 2(u oA (a), 
wobei die Summe rechts im Sinne gleichmaBiger Konvergenz in x zu ver- 
stehen ist. Das kénnte man leicht direkt beweisen. Es scheint mir 
aber aus prinzipiellen Griinden interessant, daB diese gleichmaBige Kon- 
vergenz bereits aus III folgt, wo gezeigt wurde, daB Fg” bei n — o fiir 
jede schwach konvergente Folge g” gleichmaBig in z konvergiert; das 
wird in §3 néher ausgefiihrt. 


VII. Setzt man in (1) speziell u(y) = f(y), z= 1 und beachtet 
f(z) = f(2-*), so wird 


M (fy) P= a, gy’) 4, gy’ (1) = 2h, gy") M (f(y~*) @(y)} = Zhe V(t, y’) 


(Parsevalsche Gleichung fiir das Orthogonalsystem ¢’). 
VIII. Nach V.1 ist 
M {f(zy~*) 9" (y)} = 49" (2), 
wobei A, = 4,4, =... = Avin—1 genau hA-facher Eigenwert sei. Da 
wegen A, q’(za) = M {{(zay—*) g’ (y)} = M {f(z@y-") w’(ya)} auch 
gy’ (xa) zum Eigenwert 4, gehért, muB 


A—1 
gy ** (za) = & Dir(a) gy" **(2), k= 1,2,..,h—1 
sein. Offensichtlich ist D{'} (a) = M {” ** (xa)@’ * ‘(zx)}, also *) |Di'}(a)| < 1. 
Die (eindeutig bestimmten) D{}(a) bilden daher eine beschrankte Dar- 
ho-1 
stellung der Gruppe ©. Wegen g’**(z) = Z Df} (a) mp” *” (1) laBt sich 
i=0 


jedes »” als endliche Linearkombination der D{'}(z) und daher auch der 


6) F. Rellich, Spektraltheorie in nicht separablen Raumen, Math. Annalen 110 
(1934), S. 342—356, insbes. Satz 4, 8.348. Vgl. auch die vorliegende Arbeit, § 3, 
wo der zitierte Satz verscharft wird. In der genannten Arbeit wird fir die Voll- 
stetigkeit die oben Anm. *) gegebene Definition zugrunde gelegt. 
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Do (x; €) des Reprasentantensystems (§ 1.14) schreiben. Daher gilt die 
Parsevalsche Gleichung auch mit dem Orthogonalsystem D,, (x; €) (s (€))'!2 
(§ 1.15). Damit ist der Vollstandigkeitssatz bewiesen fiir fastperiodische 
Funktionen mit {(7) = f(z). 

IX. Sei {(x) eine beliebige Funktion aus §. Setzt man 


Ma+He) (gy — Hehe) 
2 = 


f(z) = w(z)+ixz (2), w(2) = fe), 


so gilt wegen w(x) = w(z~'), x(x) = x(a~') die Parsevalsche Gleichung 
mit dem Orthogonalsystem D,,(z; €) Vs (€) fiir m und x, also auch fir 
f(x). Damit ist der Vollstandigkeitssatz im vollen Umfang bewiesen. 

X. Nach VI (insbesondere Gleichung (1)) und der in IX angegebenen 
Zerlegung f = w + iz laBt sich jede Funktion Fu = f x u (f,u beliebige 
fastperiodische Funktionen) gleichmaBig durch eine Linearkombination der 
D,,, (x; €) approximieren. Dasselbe gilt aber bereits fiir jede fastperiodische 
Funktion /{(z), weil es zu jedem ¢ >O ein u(x) gibt, mit dem 
|f x u(x) —f(x)| Se ist fiir alle z Der Beweis fiir diese Tatsache 
(unter Benutzung von SchluBweisen von S. Bochner und N. Wiener) sei 
nur der Vollstandigkeit halber wértlich wie bei v. Neumann angefiihrt: 
Man setze 


e(y) = Ob. Goenee \f(z@y~*) — f(2)| 


und H(t) = 1— 4 fir OS tse, H(t) = 0 fir t>e. Man zeigt 
leicht, daB e(y) und damit auch w(y) = H (e(y)) fastperiodisch ist. Aus 
e(y) >e folgt w = 0. Daher |f(zy~*)—f(z)| Se, wenn w(y) + 0 
oder |f(xy—') w(y) —f/(z)w(y)| = ew(y) fiir alle y. Daraus durch 
Mittelbildung |f x w(x) —/(z)c| S ec mite = M (w(y)}; c > 0 wegen 
y 

w(y)>0, w(l)=1 (§1.8). Setzt man u(y) = 29) so. wird 
\|f x u(x) — f(z)| = «, wie behauptet war. 

Damit ist der v. Neumannsche Approximationssatz vollstindig be- 
wiesen. 


§ 3. 
Eine Verschirfung des Begriffes Vollstetigkeit. 
Es sei U ein abstrakter Raum mit den Eigenschaften: 
1. W ist ein linearer Raum. 
2. In UM ist zu zwei Elementen u,v ein inneres Produkt (u,v) so 
definiert, daB gilt ‘ a 
(u,v) = (v,%), 
Mathematisehe Annalen. 111. 27 








566 F. Rellich. 


(au + a’u’,v) = a(u,v) +’ (u’,v), a, «’ komplex; (u,u) > 0 fiir u + 0; 


V(u,u) = |u| und u* + u,n— o, wenn lim |u* —u| = 0. 
an-> o 


3. Zu jedem u aus & gibt es eine reelle nicht negative Zahl || u|| 
derart, daB |u| < &||u|| fir alle w aus U mit derselben Schranke & gilt. 
u" => u bedeute lim ||u* — u|| = 0. 





Es sei A ein in & erkléarter linearer Operator, der in dem folgenden 
Sinne vollstetig ist: zu jeder schwachkonvergenten Folge g" aus YU gibt es 
ein g aus UM mit Ag" => ¢. 

Nach dieser Definition ist A auch im iiblichen Sinne vollstetig’), 
d. h. es gilt auch Ag” — g; das folgt unmittelbar aus 

|Ag* — o| SKI|Ag*— oll. 
Ist daher A auBerdem hermitesch, dann gibt es abzihlbar viele ortho- 
gonale, normierte Elemente 9’, y’,... aus U, fiir die gilt: 

1. Ag* =A, 9", A, + O reell. 

2. z (Au, gy’) go + Aw fiir alle u aus MU. Dazu kommt als Ver- 


v=1 
schiirfung : 
3. Es gilt sogar 


s (Au, gp’) y => Au *). 


v=1 n-> co 


Beweis. Die Folge g* = x (u, gy) go’, nm =1,2,... ist schwach- 
v=] 
konvergent wegen (g",g") = s |(u, p’)|? <= (u,u) und 
Vasil 


\(h, g*—g™) ? = | 2 a, y) (up)? < = Ia.e) |? (u,u) +0, n,m>oe. 
Also gibt es ein g aus U mit Ag" => 9g, d.h. 


also auch 5 (Au, gy’) p > ¢, also g = Au, also Dy (A u, gy”) yp” => Au, 
v=1 r=1 


w. z. b. w. 
Beispiele. 1. Die Gesamtheit aller auf einer Gruppe 6 fastperi- 
odischen Funktionen f(z) bildet einen Raum Y, wenn gesetzt wird 


(9) = M (f(z) g(z)} und |\f\| = Ob. Grenze \f(x)|; uw" => @ bedeutet 


7) Vgl. Anm. *) und °), 
8) Die Folge ', g?,... wird unendlich vorausgesetzt, weil sonst die Ver- 
scharfung nichts besagt. 
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dann die gleichmaBige Konvergenz der Folge u"(xz) gegen y(z). Daraus 
folgt unmittelbar die in § 2, VI behauptete gleichmaBige Konvergenz der 
: Reihe (1). 

2. Die Gesamtheit aller in 0 <= t= 1 komplexwertigen stetigen 


1 
Funktionen ist ein Raum %, wenn gesetzt wird (/,g) = [fiog@ae und 
0 





1 
f ||| = Max |f(t)|. Setzt man Ku = [k(s,thu(jde mit stetigem 
osSts1 0 


k(s,t) = k(t,s), so ist der lineare Operator K vollstetig in dem ver- 
schirften Sinne. Also ist jede ,,quellenmaBig“ darstellbare Funktion K u 
gleichmafig nach den Eigenfunktionen des Kernes k(s,t) entwickelbar. 


(Eingegangen am 3. 4. 1935.) 





Uber die Lésungen des Duffingschen Schwingungs- 
problems bei groS8en Parameterwerten. 


Von 
Rudolf Iglisch in Aachen. 


Unter dem (verallgemeinerten) Duffingschen Problem verstehe ich 

hier die Untersuchung der Lésungen der ersten Randwertaufgabe im Inter- 
vall (0,7) der mit zwei reellen Parametern « und # versehenen gewéhn- 
lichen Differentialgleichung 
(1) # (t) + a*sinz (t) = — B/() 
(Gleichung der erzwungenen Pendelschwingungen), wo /(t) (die Form der 
erzwingenden Kraft) eine beliebige (z. B. stetige) vorgegebene Funktion 
ist. Betrachtet man die lineare Gleichung, wo also in (1) sin z(t) durch 
z(t) zu ersetzen ist, so hat das zugehdrige erste Randwertproblem fiir 
a® + n® (nm ganz) stets genau eine Lésung, fiir «* = n? dagegen entweder 
iiberhaupt keine oder eine einparametrige Schar von Lésungen. Das Ver- 
halten der nichtlinearen Gleichung (1) ist vdéllig anders. Auf vielfache 
Weise ist bewiesen worden, daf sie fiir jedes Parameterpaar «’, 8 mindestens 
eine Lésung besitzt'). — Fiir groBe Werte je eines der beiden Para- 
meter « und # kann man hier zwei wichtige Aussagen machen. 

Halt man f fest und lai®t den Parameter «” iiber alle Grenzen 
wachsen, so wird man, im Gegensatz zur linearen Gleichung, vermuten, 
da8 in Gleichung (1) der groBe Wert von « den Einflu8 von # iiber- 
wiegt, daB also die Zahl der Lésungen des Duffingschen Problems iiber 
alle Grenzen wichst wie die Anzahl der zu dem Problem gehdrigen freien 
Pendelschwingungen (f(t) = 0), d.h. wie 2[a], wenn man die identisch 
verschwindende Lésung nicht beriicksichtigt. Tatsiichlich konnte ich 
folgenden Satz zeigen *): 

Zu jeder noch so kleinen positiven Zah] 6 gibt es bei festem # eine 
positive Zahl a} derart, daB Gleichung (1) fiir a? > «}? mindestens 
N = 2-[a(1 — 4)] Lésungen besitzt. Mindestens je zwei davon ver- 
schwinden im Innern des Intervalls (0,2) genau »-mal fiir » = 0, 1, 2, 


ey 


1) Vgl. z. B. Rudolf Iglisch, Zur Theorie der Schwingungen (1. Mitt.), Monatsh. 
f. Math. u. Phys. 37 (1930), S. 325—342, insbesondere § 3. 
2) § 6 der in Anm. ') zitierten Arbeit. 
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[(1 — 6)a]— 1. — Der Satz wurde iibrigens vorher schon von Herrn 
Hammerstein abgeleitet, jedoch mit der Mindestzahl 3 statt N *). 

LaBt man bei festem «? den Parameter f geniigend groB werden, so 
habe ich beim speziellen Duffingschen Problem, wo auf der rechten Seite 
von (1) f(t) durch sin¢ zu ersetzen ist, gezeigt, da die nichtlineare 
Gleichung sich einfacher verhilt als die lineare; sie besitzt nimlich bei 
festem «’ zu jedem geniigend groBen f genau eine (und zwar einfach zahlende) 
Lésung*). — Der dort gegebene Beweis soll in vorliegender Note so erweitert 
werden, daS die EKindeutigkeit und Einfachheit der Lésung der ersten 
Randwertaufgabe von (1) fiir geniigend groBe Werte von  sichergestellt 
wird, wofern nur die rechte Seite /(t) folgender Bedingung geniigt: Die 
(durch zweimalige Quadratur berechenbare) Lésung X (t) der ersten Rand- 
wertaufgabe in (0,2) von 


X() = —f() 


mége nur endlich viele Stellen ¢, mit borizontaler Tangente besitzen. — 
Diese Bedingung l4Bt sich noch stark mildern, was aber nicht die Absicht 
dieser Note ist. DaB sie nicht ganz aufgegeben werden kann, zeigt ein 
Gegenbeispiel am Ende der Arbeit; dort werden Funktionen f(t) kon- 
struiert, fiir die es zu jedem beliebigen festen Wert von «’, der nur gréBer 
sein muB als Eins, Zahlenfolgen f, (v = 1, 2,...) gibt mit #, — o, fiir 
die das erste Randwertproblem von (1) immer wieder mehr als eine 
Lésung besitzt. — Die im Verlauf der Uberlegungen benutzten Abschatzungen 
mit méglichst guten Schranken zu versehen, war nicht mein Bestreben. 


§ 1. 
Die Beweismethode, 

Da fiir «* <1 Gleichung (1) fiir alle Werte von # genau eine (und 
zwar einfache) Lésung besitzt®) und eine Anderung der Lésungsanzahl 
bei wachsendem «* und festem # nur eintreten kann, wenn bei einem 
kleinsten Wert « einmal das erste Randwertproblem von 


(2) p (t) + a? cos x (t) p(t) = 0 
fir g(t) lésbar ist (x(t) bedeutet eine zu dem Parameterpaar «’,f ge- 


hérende Lésung von (1)), so braucht nur folgendes gezeigt zu werden, 
um unseren Satz fiir den Parameterwert «} und geniigend groBes 6 > f, 


8) A. Hammerstein, Eine nichtlineare Randwertaufgabe, Jahresber. d. D. Math.- 
Ver. 39 (1930), S. 59—64. . 

4) § 4 der in Anm. *) zitierten Arbeit. 
5)'Vgl. z. B. § 3 der in Anm. ') genannten Arbeit. 
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sicherzustellen: Ist 6 > 8, und a < aj, so verschwindet die Lésung 
¢ (t) des Anfangswertproblems von (2) mit g (0) = 0, m (0) = 1 erst hinter 
t= 2. 

Die Lésung dieser Aufgabe scheint zunichst deshalb schwierig, weil 
mit wachsendem # auch z. B. das Maximum des Betrages von z(t) iiber 
alle Grenzen wichst; eine explizite Abschitzung dafiir findet sich in § 6. 
Das starke Anwachsen von x(t) verursacht ja einen anscheinend sehr un- 
angenehmen haufigen Zeichenwechsel der Funktion cos z(t) in (2). Aber 
gerade dieses Vorkommnis |i8t sich zur Fiihrung des Beweises ausnutzen, 
den ich jetzt in mehreren Schritten erbringen will. Und zwar will ich 
zunaichst von dem Problem (1) véllig absehen und die an (2) gekniipfte 
Behauptung bei geniigend groSem f, vorerst sicherstellen fiir die Gleichung , 


(3) p (t) + a cos (BX (t)) p(t) = 0, y(0)=90, —(0) = 1, 
indem ich zunichst iiber X(t) auBer der unwesentlichen und bisweilen 


auch aufgegebenen Voraussetzung X(0) = 0 = X(z) gewisse Zusatz- 
voraussetzungen einfiihre, die spaiter gemildert werden. 





7 
§ 2. 
Der einfachste Fall. 
Ich beweise jetzt folgenden Satz: Unter der Voraussetzung 


(4) X (t) < 0 im Innern von (0,2) 


gibt es zu jedem a} eine positive Zahl f, derart, daB die Lésung ¢ (t) 
von (3) fir «* < aj und # => f, erst hinter ¢ = a verschwindet. 
Da gemaB (4) X(t) nur an einer einzigen Stelle ¢* verschwindet, 
geniigt es zu zeigen, dab p(t) fir 0 < t < ¢* positiv ist. Dann zeigt 
der gleiche Gedankengang, angewandt auf Gleichung (3) mit g* (t**) = 0, 
o* (t**) = —1(a > t** > *), daB p*(t) < 0 ist fir *# < t< * <2; 
es kann demnach nicht g(t) vor ¢ = 2 verschwinden. 
Dieser Beweis la8t sich in folgenden Schritten erbringen: 
1. g(t) liegt sicher stets unter der Lésung X (t) von 


X—aiX=0, X(0)=0, X(0) =1. 
Es ist aber 


X (0) = = Gina, t; 


daher gilt sicher fir O< t< 2 


(5) 9) <A = 


oy 








Duffingsches Problem. 571 


2. Ich markiere bis ¢* hin bei festem f alle t-Werte ¢ = t,, fiir die 


B-X(t,) =**>*+2 (y = 1,3,...) 





ist, d. kh. cos 8 X(t) von negativen zu positiven Werten iibergeht. AuBer- 
dem sei tj = 0. Wegen (4) wiichst die Intervallbreite ¢, —¢,_, mit ». 
Das breiteste Intervall ist daher das ¢* enthaltende bzw. das vorangehende. 
Zufolge (4) geht es mit wachsendem # gegen Null. Man kann also zu 
jeder beliebigen positiven Zahl/ eine Zahl #(l) finden, derart da’ 
t, —t,_, <1 fiir alle v, wofern nur f > £ (i). 
3. Die Lésung von 
ytaty =0 
mit y(0) =a und p(0) = 6 ist 


y(t) = & sin a, t+ a 008 ay. 


Ich will untersuchen, wie lange sicher p(t) > 0 gilt, wenn b> 1 und 
0=<a<A (aus (5)) vorausgesetzt wird. w(t) > 0 gilt sicher, solange 


neben t <= s 
1 


cos a,t— Aa,sina,t > 0 
gilt, d. h. 
1 1 
(6) t< — are tgz_. 

4. Wihle ich jetzt die unter 2. aufgetretene Zahl / kleiner als die 
in (6) auftretende Schranke, so ist das zugehérige #(l) als 6, brauchbar. 
Dazu zeige ich durch vollstandige Induktion folgende beiden Siatze: 
a) Aus p(t,_,) >1 (fiir » = 1 erfiillt) folgt g(t,) > 1. b) Im ganzen 
Intervall (t,_1, ¢,) ist p(t) > 0. — Satz b) folgt unmittelbar aus Nr. 3. 
Zum Beweis von Satz a) ziehe man den wohlbestimmten Punkt ¢? heran, 
fiir den im Innern des betrachteten Intervalls cos X(t) = 0 wird. 
Wegen (4) ist ¢? —t,_, <t, —t?*). Daher nimmt, wie ein Blick auf (3) 
zeigt, die Tangente von g(t) vor ¢? um weniger ab, als sie nach ¢? wieder 
zunimmt; verstirkt wird dies Anwachsen der Tangente noch durch das 
in Satz b) ausgesprochene monotone Anwachsen von ¢(t). 

Damit ist aber unser eingangs des Paragraphen aufgestellter Satz 
bewiesen. 

Bemerkung: Derselbe Beweis liefert, daB fir 6 >, und 
o<t<e 

g(t) =1—-4 
mit beliebig kleinem 7 erreicht werden kann bei geniigend groBem f,. 


*) Da diese Beziehung fir v= 1 nicht gilt, setze man hier am besten g (0) 
ein wenig gréBer als 1 voraus. 
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§ 3. 
Die Polygonapproximation. 

Ich beweise jetzt folgenden Satz: Zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 gibt es 
eine Zahl f, derart, daB bei 8 > 8, fiir die Losung des Anfangswertproblems (3) 
an allen Stellen t,, wo cos (f X (t)) von negativen Werten durch Null zu posi- 
tiven Werten iibergeht, ¢ (t,) > 1 — e ist, im iibrigen aber stets y(t) > 0 
gilt, wofern nur X(t) > 46> 0 vorgelegt ist und X(t) existiert. — Der 
gleiche Beweis gilt iibrigens auch fiir den Fall X(t) << —5 <0. 

1. Zum Beweise verbinde ich die erwahnten Punkte t,, 6 X (t,) gerad- 
linig. Das gibt einen Polygonzug, dessen Seitenzahl von der Ordnung # 
ist; ist nimlich X (x) — X (0) < M, so gilt fiir die Seitenzahl s 


(7) 01+ 

2. Ich betrachte jetzt ein beliebiges Intervall J, von t,_, bis t, und 
beweise, daB sich dort 6 X(t) von der Polygonseite Y,(t) héchstens um 
einen Betrag der Ordnung P in horizontaler Richtung unterscheidet. — 


Fiir diesen Horizontalabstand werde ich eine zu groBe Schranke erhalten, 
wenn ich statt § X(t) diejenige Funktion Z(t) betrachte, fiir die 


Z(t-1) =B X(t,-.)=Be,, Z(t—1) = BX (t,-,) = Ba, 








und b 
Z (ty = — Maxp|X ()| = — fb, | 
(im betrachteten Intervall) ist, und statt Y,(t) die Gerade U(t), die 


durch U (t,_,) = Be, und U(t,_,) = Ba, definiert ist, und wenn ich den 
Horizontalabstand zwischen U(t) und Z(t) in der Héhe Bc,+ 22 be- 
rechne. Es ist also 


U (t) = B[e, + a, (t ~— t,—1)], 
Z(t) = Ble, + a, (¢t — t,—1) - $b, (t -* t, —)*). 
Sei ¢? der t-Wert, an dem Z(t) um 22 gewachsen ist, also 


land, 2 2*b, 
Oba = ff Vl — agp = St arp +9(p): 
Der Horizontalabstand von Z(t) und U (t) in der Héhe fc, + 22 ist 
(8) ates +0 ( x) < oak, 
a> p B a> 
(fiir nicht zu kleines £). 
3. Ich betrachte wieder o t-Intervall J, zwischen t,_, undt,. Da 


seine Breite kleiner ist als 2 Ba - 1a8t sich nach dem Muster der Uber- 


legungen in §2 eine Zahl f, derart angeben, da8 in diesem ganzen Intervall fiir 
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a* caf und f>f, g(t)>O ist, falls p(t.) >1—2y ausfallt mit 
beliebigem 7 <4. Ich brauche jetzt also nur noch solche Intervalle zu 
betrachten, fiir die am Intervallende ¢ (t,) <1 ist. Fiir das erste dieser 
Intervalle ist dann g(t,_,) => 1. Ich betrachte gleich den Fall eines 
Intervalles, fiir das 

P (ty—1) = ‘= U] 
ist. Ich behaupte, daB bei geniigend groBem f dann ¢ (t,) héchstens von 


der Ordnung E kleiner sein kann als g(t,_,). Da die Breite des Inter- 


valls kleiner ist als kann g(t,_,) die Zahl 1 auch héchstens um eine 


Zahl der Ordnung 5 iibertreffen, es gilt also etwa (bei geniigend groBem f) 
(9) 1+ => o(b-1) 21— 7. 

Ware etwa in J, stets X(t) = 0, so wiirde nach §2 folgen, daB 
@ (t,) > ¢(t,—1) ist. Die gréBtmégliche Verkleinerung von 9g (t,) gegen- 
tiber g(t,_,) werde ich erhalten, wenn in dem Intervall J, durchweg 
X(t) > 0 ist. Es geniigt, diesen Fall allein zu betrachten. Dann ist 
X (t) gerade um 2 gewachsen bei einem Wert ¢,, der von der Mitte von J, 
héchstens um die Schranke (8) entfernt liegt, und zwar rechts davon. 

Ich zeichne nun im Intervall von t, bis t, (bzw. ein Stiick héchstens 
von der Breite 6 2’, : a3 B® dariiber hinaus) den am Punkte ¢, gespiegelten 
vorderen Teil der Kurve # X(t), den ich nach der Spiegelung mit # X (t) 
bezeichnen will. Ersichtlich ist die gréBte Horizontalentfernung zwischen 
X(t) und BX (t) dort kleiner als 
6 2b, 
Ich merke noch an, daB infolge g(t,) <1 erst recht @(t,) <1 gilt, da 
in ¢, g(t) innerhalb J, die flachste Tangentenneigung besitzt. 

Ich verfolge jetzt von ¢, ausgehend die Lésung g(t) von (3) nach 
wachsenden und fallenden t-Werten bis ¢, bzw. t,_, hin. Das bedeutet, 
da8 ich fiir r > 0 neben 


(11) @ (+1) + at cos BX (%, +1) p(t, + 1) =0 


bei vorgegebenem 9 (t,) = A > 0 und ¢ (t,) = B > 0 (was sich wegen (9) 
und der kleinen Breite von J, erreichen la8t) noch 


(10) 


(12)  (t, + t) — a? cos BX (t, + 1) p(t, + 1) = 0 
untersuche mit yw(t,) =A und yp(t,)= — B. Dabei ist ersichtlich 
y (2t, —t_.) = — p(tr-1). Es ist also zu zeigen: 
, , = D 
(13) g (t,) + y (2 t, — t,.3) oa ait Be 


mit passender Konstanten D. 
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4. Ich teile jetzt das r-Intervall von 0 bis t, —¢, in Teile 7, der 
GréBe (10) auf. (Die Teilung braucht am Ende nicht aufzugehen.) 
Sei r* derjenige t-Wert, der dem Wert ¢t = t,_, + 3(t, —t,_,) entspricht. 
Dann wachsen | cosf X (t)| und |cos#X (t)| gleichzeitig fiir 
(14) ee 
und nehmen beide monoton ab fiir 


6 x? b, 
(15) Tt = * oo a 


Die héchstens zwei Intervalle 7,, die Punkte aus dem Intervall zwischen 

(14) und (15) enthalten, streiche ich zunichst fort und betrachte nun die 

restlichen Intervalle T, (9 = 1...N), fiir die (14) gilt. In einem solchen 

T,, ist sicher |cosf X (t)| <|cosfX(t)|. Daher folgt aus (11) und (12) 
; d 62° bd, 
leicht mit tr, = N- ap 

P (t, +t%)>—y (t, + T)- 
Jetzt betrachte ich diejenigen Intervalle T,, fiir deren samtliche 


t-Werte 
> 6 2° b, ss 
Tt T as P < Tt = t, — t, 





gilt (¢ = 1...N). In einem solchen 7, ist sicher Max|fX (t)| kleiner 
als Min|fX(t)| in T,,.. Ich lasse nun fiir # X (t) die Intervalle Ty und 


Tx_, unberiicksichtigt, fiir X(t) dagegen T, und 7,. Die restlichen 
N — 2 Intervalle numeriere ich jetzt so, daB in beiden Fallen der Sum- 
mationsindex o von 1 bis WN — 2 geht, und zwar soll dabei die Variable r 
2 
von t, bis rt, + (N — 2)- ae = t, laufen. Um diese Modifikation des 
Problems anzudeuten, will ich die zugehérigen Lésungen von (11) bzw. (12), 
die ich vorhin bis rt, hin gewonnen habe, bei der Weiterverfolgung iiber rt, 
hinaus mit g*(t,+ 1) bzw. w*(t,+ 1) bezeichnen. Wie vorhin folgt 
erst recht 
9" (t, + t,)>— 9" (t, + T,)- 

5. Was kénnen nun die bisher ausgelassenen Intervalle an dem Re- 
sultat verindern? Bei Gleichung (11) sind héchstens fiinf Intervalle un- 
beriicksichtigt geblieben; nimlich Ty_,, Ty, ferner die zwei Intervalle, 
die Punkte aus dem Intervall zwischen (14) und (15) enthalten, und 
eventuell noch ein Intervallstiick vor ¢,, wenn die Einteilung nicht auf- 
ging. Durch deren Mitberiicksichtigung wiirde 


g (t,) > * (t, + t,) 


folgen. 











Ee Pe 
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Bei der Gleichung (12) ist auBer den fiinf analogen Intervallen auch 
noch das Stiick von #X (t) hinter ¢, unberiicksichtigt geblieben, das 
héchstens die Linge eines 7, hat. Die Gesamtlinge der unberiicksich- 
tigten Intervalle ist damit héchstens 
36 2° b, 

a’ p? * 
Daraus kann man folgern, daB die Differenz 
| p (2¢, —t,-,) — y* (t, + t,)| 
von der Ordnung # ist. Es ist nimlich fir 0 < +r < 1, mit 
y* (4+ 7) — ylt,+ 7) = ¥(r), 
Y (rt) — a* (cos 8 X* (t, + 1) y* (¢, + tr) — cosPX (t, + 1) p(t, +7) = 9, 
woraus durch Anwendung des Mittelwertsatzes leicht die Existenz einer 


allgemeingiiltigen (auch von » unabhingigen) Zahlenschranke B folgt, 
derart daB 


(17) | ¥(z,)| < B- 


(16) 


it 
B 
ist. Denn weil fir t< 1, unter Beachtung der maximalen 1-Verschie- 
bung (16) 
“is - 36 2? db 
|cos 8 X — cos 8 A*| <M ay 
ist, wo M eine obere Schranke fiir X(t) bedeutet, erhalt man fiir r ST, 
bei Beachtung von (5) eine Majorante X(r) fiir Y(r) (gleichzeitig X (rz) 
fiir Y(r)) durch Lésung der Gleichung 

36 2? b, 





X(t) — a? X(r) = aMA— , X00) =0= X (0). 
Man erhilt 
, MA36x°b, 0 
X(t) = ——ae 1 Sina, t 
und somit als obere Schranke fiir das ganze Intervall, wegen 
a ee 
X(z,) < B x 


mit passender endlicher Zahl B, die auch von » unabhangig ist, wenn man 


(18) <C 








a 
mit endlichem C innerhalb (0, m) voraussetzt. (Das ist wegen a, > 4 
keine neue Voraussetzung.) Damit hatten wir (17) als richtig erkannt. — 
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y(t) ist jetzt hinter ¢,+ 7, noch weiter zu verfolgen um ein Intervall 
héchstens der Linge (16) und nimmt dort (wegen | yp (t)| < 1 +-)- dem 
Betrage nach héchstens um 

36 x? b? 

ap (1+) 


zu. Da |6,| beschrankt ist, so gibt es also schlieBlich eine von » unab- 
hangige Zahl D, derart daB 

ee ; : = 

ip (2t,—&_.)— y*(@+%)| < 
ist; das liefert die Richtigkeit von (13). 

6. Da die Anzahl der Intervalle J, infolge der Form des gegebenen 
X (t) kleiner ist als 2-8 (E = const., vgl. (7)) und g(0) = 1 voraus- 
gesetzt war, folgt aus (13) sofort, da® fiir den letzten Teilpunkt ty. im 
Interval] <0, z)> 
ED 


g (te) > 1 - 


ist, falls man von vornherein 4 > re gewahlit hat. Infolge 7 — ty. << 


kann sich die Tangentenneigung bis x hin nur von der Ordnung + ver- 


22 
BS 


B 
kleinern. Es gibt also eine Konstante F, derart daB 
, F 
(19) (2) >1-—F 
ausfallt. 


Bemerkung. Macht man #, geniigend groB, so kann man fiir alle ¢ 
aus (0,7) erreichen 
(20) gi) =1l—y 
mit beliebigem 0 << 7» < 1. 


§ 4. 
Die allgemeine Gleichung (3). 

Jetzt ist es leicht, folgenden Satz zu beweisen: Unter der Voraus- 
setzung, daB X (i) iiberall existiert und X(t) nur an endlich vielen Stellen 
verschwindet, gilt im ganzen Intervall <0, =) fiir die Lésung 9 (t) 
von (3) p(t) > 0, falls 8 > £B, ist mit geniigend groBem f,. 

Nach der SchluBbemerkung des vorigen Paragraphen muS man 
offenbar nur zeigen, wie man iiber die Umgebung der endlich vielen 
Stellen ¢,, t,,..., ¢, hinwegkommt, fiir die X(t,) = 0 ist. Ich grenze 
um sie Intervalle der Breite <, ab, derart da® auBerhalb dieser Intervalle 
stets X(t) > 6 ist. Mit 5-0 gehen alle «,+>0. In einem Intervall 








| 
| 
| 
| 
| 
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der Breite ¢, aindert sich aber nach (3) und (5) die Tangente von 9(t) 
um weniger als + aj¢,A. Damit ist der Beweis geliefert. 


Bemerkung: Wieder kénnte man stets p(t) > 1 — 7 erreichen 
mit beliebigem 0 << 7 < 1. 


§ 5. 
Erledigung der Differentialgleichung (1). 
Bezeichne jetzt X(t) die durch zweimalige Quadratur berechenbare 
Lésung von 
(21) X(t) = —f(@), XO) —=0 = X(z). 
X (t) verschwinde nur an endlich vielen Stellen ¢,,...,¢,. Durch Ein- 
fiihrung der Greenschen Funktion 


ae - =| fir t<t 
Gi,n={. % 
|r(1 ot fir rat 
wird aus (1) 
(22) z(t) — a? j G(t, t) sin z(t) dt = BX (t); 
0 


daraus entsteht durch Differentiation nach ¢ 


=a 


# (t) + a(t sin z(t) dt —a? | sina(rt) dt = BX (t) 
0 


™e 


und dies liefert die Abschitzung 
| () — BX(t)| S § a7. 

Wahit man f groB genug, so kann man erreichen, daS mit Ausnahme 
von  Intervallen je der Breite «, um die Punkte ¢, herum \BX(t)}i > 
wird mit beliebig vorgegebenem H. Mit wachsendem f gehen die e, dabei 
gegen 0. Man wihle nun etwa H = 324j; dann ist auBerhalb der eben 
erwaihnten Intervalle |x (t)| > 3 2a}? = 6, und es JaBt sich mit der Schlub- 
weise des vorigen Paragraphen zeigen, daB fiir 6 > f, (geniigend grob) 
stets p(t) > 0 ausfallt fir 0 <= ¢ <= a. Damit ist der in der Einleitung 
aufgestellte Eindeutigkeitssatz bewiesen. 


§ 6. 
Ein gegenteiliges Beispiel. 
Die Voraussetzungen iiber X (f) lassen sich natiirlich noch weitgehend 
mildern. Man kann etwa ruhig zuiassen, daB X(‘) = 0 ist auf einer 


; ; : : . 1 
Strecke des ¢-Intervalles, die nicht zu groB ist gegen den Wert = usw. 
1 
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DaB man aber Einschrinkungen iiber die Nullstellen von X(t) nétig hat, 
zeigt das folgende Beispiel eines Randwertproblems (1), das fiir gegen o 
strebende Werte von # immer wieder mehrfach zihlende Lésungen besitzt. 


1. Es sei f (¢) eine stetige, zu > symmetrische Funktion, die fiir0 << t, << = 


irgendwelche positiven Werte annimmt, fiir ¢,;<¢ <= > aber identisch 
verschwindet. «’* sei so groB gewahit, daB die Lésung von 
(23) P+ ep) =90, Plt) =90, pt) =1 
vor x —t, durch Null geht. 
2. Aus (22) folgt leicht, wenn X(t) die Bedeutung (21) hat, 


7? x2 


| x(t) —BX(t)| ~ 8 
Mit wachsendem f wird also auch Max |z(t)| beliebig gro8. 

3. Ich betrachte jetzt zwischen t, und a —t, das Horizontalenstiick 
(24) Ln (t) = nx (t, s t = = t,), 
wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Ferner lése ich fir 0 =< t< t, 
mit der vorhin erklarten Funktion f(t) die Differentialgleichung (1) unter 
den Anfangsbedingungen z(t,) = 0, x(t,) = na. Fiir kleine Werte von f 
und nicht zu kleines n verschwindet dieses z(t) nicht im Intervall (0, ¢,); 
fiir geniigend groBe Werte von # liegen Nullstellen darin. Es gibt daher 
mindestens einen Wert f,, (und zwar gilt §,—- o mit n— oo), fiir den 
z(0) = 0 ist, sonst im ganzen Intervall z(t) > 0. Das zu diesem f, 
gehérende x(t) benutze ich jetzt als z,(¢) fir 0 < t= 1t,. Im iibrigen 
sei z,,(t) definiert durch (24) und fiir 

a—t, Sts a durch 2,(x —t) = og, (t). 
Das so erhaltene z,,(t) ist Lésung von (1) fiir # = 8, und besitzt iiberall 
eine (sogar stetige) zweite Ableitung. 

Ist mit ganzzahligem m n= 2m, so folgt nach den bekannten 
SchluBweisen der Sturm-Liouvilleschen Theorie, daB die zu x(t) = 2 » (t) 
gehérende Lésung p(t) von (2) mit (0) = 0, m(0) = 1 schon vor a 
verschwindet, da die Lésung von (2) mit (3) = Const., p (3) == 0 
in (0, x) Nullstellen besitzt. 

Aus den Uberlegungen des § 4 ist leicht ersichtlich, daB fir die 
entsprechende Lésung y(t) von (2), wenn darin z(t) = 2gm4,(t) ein- 
getragen wird, in (©, 2) stets p(t) >O gilt fir geniigend grofes 
m >m,. (Wir kénnen uns auf positive m beschrinken.) 

4. Jetzt soll gezeigt werden, daB, etwa ausgehend von z,,,(t), bei 
wachsendem # einmal eine Lésung 7,,(¢) von (1) zu einem f,, > Bam ge- 
funden werden kann, fiir die das erste Randwertproblem von (2) lésbar 
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ist; diese Lésung sei @,, (t). Dann ist %,,(t) mehrfache Lésung von (1). — 
Nehmen wir etwa im Gegenteil an, man kénnte von 2;,,(t) ausgehend 
bei iiber alle Grenzen wachsenden f-Werten die Lésung stetig fortsetzen 
und das zugehérige erste Randwertproblem von (2) sei nie lésbar, es lage 
also stets der sogenannte Hauptfall vor. Wegen der Symmetrie des 


Problems in bezug auf den Punkt ¢ = = miissen alle diese Lésungen z (t) 


Wie Z,(t) selbst zu t = = symmetrisch sein, was man etwa so einsehen 
kann: Neben z(t) ist ja auch x(a —t) Lésung von (1). Sei jetzt x* (t) 


die letzte zu + symmetrische Lésung von (1); sie gehére etwa zu f*. Zu 


B* + 6 gehért dann eine Lésung z(t) = z* (t) + e(¢) mit kleinem nicht zu = 


symmetrischem e¢(t). Dann gehért dazu aber auch die davon verschiedene 
Lésung x(a — t) = z* (a — t)+ e(a — 12), die gleichfalls in der Nachbar- 
schaft von z*(t) liegt, was dem Vorliegen des Hauptfalles fiir <* (t) 
widersprechen wiirde. 


Nach der Bemerkung 2. miiBte es nun einen Wert f° > #,,, geben, 
derart daB die bei dem geschilderten FortsetzungsprozeB erhaltene zu- 
gehérige Lésung 2° (t) die Eigenschaften z° (+) = (2m-+ 1) und 2° (3) = 0 
besitzt. Die zugehérige Lésung g°(t) von (2) mit g°® (0) = 0, y°(0) = 1 
verschwinde dann aber nach 3. nicht in (0, x), wahrend das urspriingliche 
Pam(t) schon vor t = % durch Null ginge. Das ist aber nur médglich, 
wenn zwischen f,,, und f° ein Wert £,, liegt, zu dem eine mehrfache 
Lésung Z,,(¢) von (1) gehért. 

5. Jetzt laBt sich aber auch die Existenz von gegen o strebenden 
Werten £ beweisen, fiir die (1) mehr als eine Lésung besitzt. Dazu 
betrachte man als Z,, (t) etwa stets diejenigen Lésungen von (1), fiir die die 
zugehérige Lésung @,, (t) des ersten Randwertproblems (2) in (0, 2) nicht 
verschwindet. Jetzt ist leicht zu sehen — wenigstens solange « nur 
wenig gréBer als 1 ist —, daB bei belicbig klein vorgegebenem e > 0 


unter der Annahme y, (=) = Fa ($) = Ys (3) in (0, 2) stets gelten muB 


(25) Vi) S PmaOS v(t) 

— wo y, (t) und y, (t) gleich zu erklarende Funktionen sind —, wofern nur 
t, < 6 ist bei geniigend kleinem 6 > 0. Erklarung von y, (¢) und y, (¢): 
Unter y, (t) bzw. y, (t) will ich diejenigen freien Pendelschwingungen, d. h. 
Lésungen von , 


9 (t) + a? sin y(t) = 0, 
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verstehen, fiir die ¥, (+) = 0 und y, (+) > 0 gilt und fiir die die 
Lésungen y,(t) von 

(26) Y(t) + a cos y,(t) y,(t) = 0 (vy = 1,2) 
mit den Randwerten 

y, (e) = 0 = y,(a7—e) baw. y,(— 2) = 0= y, (z+ &) 

zwischen diesen Randwerten nicht verschwinden’), — Der Beweis unserer 
Behauptung ergibt sich leicht daraus, daB z,, (t) — 2ma fiirt, < tx a —t, 
selbst eine freie Pendelschwingung ist mit 


Lin (=) =@0 und —2< G,, (+) —2Zma<n 


und daB @,,(0) = 0 = @,,(z) sein muB, wihrend @,,(t) + 0 zwischen 
0 und 2 gilt. (Ubrigens kénnte man auch die Giiltigkeit der Beziehung 


x 


Ys (>) < | Tun (>) _ 2m x <= y, ( a) feststellen ) 
Jetzt folgt leicht, daB in der zu Z,,(¢) gehérenden Verzweigungs- 


gleichung die Schmidtsche GréBe L, + 0 erreicht werden kann. Diese 
ist ja bis auf einen von Null verschiedenen Faktor gleich*) 


(27) f $3,(t) sin Z,,(t) dt. 


DaB dieser Ausdruck von Null verschieden gemacht werden kann, ist 
etwa so zu sehen: Sei y(t) schlechthin diejenige freie Pendelschwingung 


mit ¥ (3) = 0 und y (+) > 0, fiir die Gleichung (26) eine Lésung y (t) 
(schlechthin) besitzt mit y(0) = 0 = p(x) und p(t) + 0 fir0< t< 2; 
wieder sei y (>) = Ga(Z). Fir a* = 1 ist dieses y(t)=0, mithin 
fiir ein passend gewihites, von jetzt an festgehaltenes «* ein wenig gréBer 
als 1, so daB die einzige Nullstelle von y(t) in (0, =} einen beliebig 


kleinen festen Wert & besitzt. Ersichtlich ist dann infolge der geometri- 
schen Konfiguration 


(28) f y*(t)siny (t) dt = n > 0. 


7) Vgl. dazu R. Iglisch, Zur Theorie der Schwingungen (2. Mitt.), Monatsh. 
f. Math. u. Phys. 89 (1932), S. 173—220, insbesondere § 5. 

*) Vgl. R. Iglisch, Reelle Lésungsfelder der elliptischen Differentialgleichung 
tu = F(u) und nichtlinearer Integralgleichungen, Math. Annalen 101 (1929), 
S. 98—119, insbesondere § 6. Eine Verschirfung der dort gegebenen Satze und 
eine wesentliche Vereinfachung des Beweisganges erscheint demnachst im Jahresber. 
D. Math.-Ver. unter dem Titel: ,,Einfacher Beweis, da8 beim Duffingschen 


Schwingungsproblem die freien Pendelschwingungen nicht Verzweigungslésungen 
sein kénnen’. 
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Wahlt man nun die frither eingefiihrte GréBe «, und damit auch 4, klein 
genug, so sind die Ausdriicke (27) und (28) — eventuell vom Vorzeichen 
abgesehen — um weniger als + verschieden, so da8 auch der Ausdruck (27) 
einen von Null verschiedenen Wert erhilt fiir alle m. 

Jetzt betrachte ich die zu Z,, (t) benachbarten Lésungen der Gleichung (1) 
fir 6 = B,, + mit beliebig kleinem 9. Gehdrt dazu eine zu Z,,(t) be- 
nachbarte Liésung x(t), so gehért dazu wegen L, + 0 noch eine zweite. 
DaB aber entweder fiir positives oder fiir negatives g mindestens eine 
Lésung 2(t) existiert, folgt aus unserem in 4. gefiihrten Existenzbeweis 
der Funktion 7,, (¢). 

Damit haben wir auch Gleichungen der Form (1) angegeben, bei 
denen zu gegen o strebenden Werten von § immer wieder mehr als eine 
Lésung vorhanden ist. 


(Eingegangen am 23. 3. 1935.) 
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On rational normal ruled surfaces. 


Von 
B. Ramamurti in Annamalainagar (Indien). 


Veronese had shown that the rational normal ruled surface V3~—? in 
S, can be generated by the lines of intersection of homologous primes 
of (n — 1) projectively related pencils of primes'). Every prime’) cuts 
V3—* along a rational norm curve C*~', and the existence on V3~—? of 
rational norm curves of lower order also, had been pointed out. These 
curves are called “Leitkurven‘ and the spaces containing them are 
called ’Sekantenriume’. Further Segre*) had proved by synthetic 
methods that every V3;~-' in S, contains a unique leit-curve of 


the lowest order m, where m <= + —1 or "5+ according as ” is even 





or odd, with a single exception in the case m = >. where there are 
co" curves of the lowest order m. 

The object of this note is, first of all, to establish the following 
fundamental theorem. 

Theorem 1. With reference to a rational norm curve C" in S,,, the 
totality of binary n-ics, having a given binary (n — 1)-ic as a first polar, 
can be represented by the points of a rational normal ruled surface V.—? 
on which C is a leit-curve i.e. a curve intersecting every generator at a 
single point. . 

This theorem enables us to study any V%~' by means of a leit- 
curve C" on it, and obtain the above results of Segre by the method of 
binary apolarity. The method provides a simple covariant specification 
with respect to C" of the secant-spaces of Vs~—', and correlates the 
theory of the leit-curves of V;~* with the theory of binary forms apolar 
to a given form of order (n — 1). 


1. 


If a rational norm curve C* in S, is regarded as the carrier of a 
binary variable z, any binary n-ic a2 can be represented either by the 


1) Veronese, Math. Annalen 19 (1882), S. 224—229. 

*) A ’Prime* in S| is a flat space of (n —1) dimensions. It is the equivalent 
of ‘"Hyperebene‘ in German. 

3) Encycl. Math. Wiss. III C 7, § 30. S. 900. Also Bertini, Einfihrung in die 
projektive Geometrie mehrdimensionaler Raume (Wien 1924), S. 336. 
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prime containing the n points on C" given parametrically by a; or by 
the unique point of intersection of the osculating primes of C* at these 
points. Let us denote the prime and the point by a” and a” respectively. 
Then if a? and 6% are apolar, the prime a" (the point a2) is incident with 
the point 6” (the prime 6%). 

We shall now prove Theorem 1. Let 62~* be the given (n — 1)-ic, 
and ai; "sla > cette L« be (m — 1) linearly independent forms apolar 
to b:~*. If a form a? be such that at~'a,=b62~', then a2 ‘a, is 
apolar to all the forms «;,' and hence a? is apolar to all the forms 
(Az)ap > °. Hence the point at lies on the line of intersection of the 


(n — 1) primes (A z)a->*. Conversely if a? be any point on the line of 


intersection, a is apolar to every a; '(Az) so that af ‘a, is apolar 
to all the forms a; ,' and hence a: ‘a, = 6;~**). Hence the binary 
forms a> whose first polars with respect to A are identical with b;~* 
form a pencil represented by the line of intersection of the (n — 1) primes 
a; (Az). Each of these primes belongs to one of the (mn — 1) pencils 
of primes, whose axial S,,_,’s are secant-spaces of C" determined by the 
binary forms aj ;',..., a,—1,z, and the primes are homologous since each 
is determined in its pencil by the point 4 of C* through which it passes. 
Hence as A varies, the line of intersection of the (nm — 1) primes gene- 
rates a rational normal ruled surface V;~' which is then the locus of 
points a having 62~* as a first polar. Obviously it contains C” and 
every generator intersects C" at a single point. Thus Theorem 1 follows. 


2. 


Theorem 2. Any rational normal ruled surface V3-' in S, is 
related as in Theorem 1 to a leit-curve C* on it, and thus determines, and 
is determined by, a binary (n — 1)-ic. 

It is well known®) that a rational norm curve C" can be generated 
by the points of intersection of corresponding primes of » projectively 
related pencils of primes. Hence if we take any set of (m — 1) pencils 
generating V"~', and one other projectively related to the former, we 
get C* as the locus of the points of intersection of any generator of Vy—? 


4) Here we have to omit the binary form (/ x)" corresponding to the point A 
on ©", since its first polar with respect to 4 vanishes identically. Hence in Theo- 
rem 1, the locus sought is strictly speaking the assemblage of points on the ; i 
other than the points on C”. 

5). Veronese, loc. cit., S. 219. 
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with the corresponding prime of the adjoined pencil. Obviously C* is 
a leit-curve. Taking any leit-curve C*, the axial S,_,’s of any (n — 1) 
pencils of primes by means of which V%~' may be generated must also 
be secant-spaces of C", and the homologous primes in these pencils are 
those containing a generator of V3~' and hence a point of C". Hence 
the surface is identical with that determined as in Theorem 1 by the 
unique binary (mn — 1)-ic, apolar to the (nm — 1)-ics determined by the 
above (nm — 1) secant-S,_,’s of C". 

We shall now specify the secant-spaces of various demensions. 

Theorem 3. If a V3~—* determines, with reference to a leit-curve C 
on it, the binary form b:~*, the secant-spaces S,_, of V?~*(r < n—11) 
are the secant-S,_,’s of C" cutting out on it point-sets given para- 
metrically by binary forms a apolar to b"~'. 

If ay = a, 2°%,2--- M2 is apolar to b}~*, it is well known that 
constants K,, K,,..., K, can be found so that 


(1) bb = Kian, + Kian ' +... +K,ars'. 

Any point on the secant-space a, of C” represents an n-ic apolar to a), 
and hence it can be expressed in the form 

(2) Oe =, 21,2 + Ys O22 +--+ Ye Or, 

The point a> will lie on V}~* if its first polar with respect to some 
value 4, be identical with b2~*. Hence 








(3) Ys Mr, Ore + Yy Oe, 10s ++. + Yer, rene 
must be identical with (1). 
Hence 
Ha 60g Sn = HS, 2 
(4) x. = K, a kK, 


If ¥,, Yg>---» Yr be regarded as the coordinates of the point in the secant- 
space S,_, and A as a parameter, (4) is a familiar parametric represen- 
tation of a norm curve of S,_, passing through the vertices of the 
simplex of reference which in this case are the points on C". Hence the 
section of V3~" by the S,_, is a rational norm curve, which is also a 
leit-curve since there is a unique point on it for every A. 

Conversely if C,_, is a leit-curve on V%~', the secant-space S, _, 
containing it must also be a secant-space of C”, and let «, give para- 
metrically the points of intersection. Then we take any point on the 
leit-curve C*~* other than the points of intersection with C"*°). If this 


6) See note *). 
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represents with respect to C” the binary form a7, then a; must be apolar 
to a. Further since it lies on V}~', a" *'a,=62~* for some A. Hence 
b:~* must be apolar to «;. Thus Theorem 3 is proved. 

If b> ~* =a, -%,2---%n—1,2, then the perfect powers in the linear 
oo” * system of (mn — 1)-ics apolar to 62~* are a} ;',...,%n—1,2. Hence 
from Theorem 3, it follows, that the osculating S,_,’s at the points 
%1 2, +++) %m—3,2 are secant-S,_,’s of Vz~1. Thus we have 

Corollary 1. The binary (n—1)-ic determined by a Vu-* with 
reference to a leit-curve C" on it, may also be specified to be the (n — 1)-ic, 
which gives parametrically the (n — 1)-points on CO”, the osculating 8, _,’s 
at which are secant-spaces of V»—". 


3. 
We shall now take up minimal leit-curves. From (3) it depends 


a=—1 


upon forms of lowest order apolar to b?~*. The apolarity of a; (r < n — 1) 


ar—n 


and 63" amounts to (n — 1) conditions so that there are oo apolar 


forms «;, forming a linear system. Hence, in general, when nm is even 


there is a unique form of the lowest order — If n is odd, the lowest 


order is *rt, and there are oo' forms of this order, forming a pencil. 
But in special cases there may be apolar forms of lower order. If W, 


=~ 


represents the covariant of b?~* whose leading term is the semi-invariant 


b, b, ... by 
b, by... Begs 
bp bp +1 Oey 


and if in the series of covariants W,,W,,W,...(the last one being 

W,-1 oF Wr, according as n is odd or even), the covariant W, is 
2 2 

the first to vanish identically, there is a unique apolar form of order r; 

and conversely’). Since an apolar form of order r determines a leit- 

curve C’—! we have, from Theorem 3 and its corollary: 


Theorem 4. Any rational normal ruled surface V;—* in S, contains 
@ unique minimal leit-curve of order m, where m<> —1 or 2", accord- 





7) Gundelfinger, Gott. Nachr. 1883, S.115—121. Symbolically, if 


B= oh = ok 


W, (z) = (b, b,)*...(b, b,)*...(b,_, bP BGT F"—*... BRT IT. 
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ing as n is even or odd, except if n is odd and m= "=, in which 


case there are co' leit-curves of order m. I{ b:~* gives parametrically the 
points of a leit-curve C"™ on V"—', the osculating S,—.’s at which are 
secant-spaces of V%—', the necessary and sufficient condition that Vz—-' 
should have a minimal leit-curve of order r is the vanishing of the covariant 


Ws, of ee 





4. 


The minimal leit-curve for a rational normal ruled surface V} in S, 
is of order 1. Hence there is a unique straight line on the surface 
intersecting every generator and this is called the directrix®). From 
Theorem 3, this must be a secant of any leit-curve C*. If the points 
of intersection be given parametrically by «2, then from Theorem 3 «2 
must be apolar to 6}, the cubic determined by the surface with respect 
to C*. Hence «a? must be the Hessian of 63. Thus we have from the 
above, and Corollary 1, Theorem 3: 

Theorem 5. Taking a leit-curve C* on a rational normal cubic sur- 
face V? in S,, if 62 gives parametrically the points on C* the osculating 
planes at which are secant-spaces of V}, then the directrix of V3? is the 
secant of C* cutting out the points on C* given parametrically by the 
Hessian of 63. 

In S, the generators of a rational normal ruled surface V} are the 
lines of one regulus A of a quadric, the lines of the other regulus B 
being the oo’ minimal straight lines on it. Any leit-curve C* is a space 
cubic curve cutting every line of regulus A at a single point. From 
Theorem 3 and its corollary, it follows that the lines of the other regulus B 
must be secants of C*, cutting out on C* pairs of points given parame- 
trically by the pencil of quadratics apolar to 62, the points of contact 
of the two tangents of C* which belong to the regulus B. This result 
is well-known in the geometry of a space cubic curve’). 


5) Veronese, loc. cit., 8. 230. 
®) See for example Meyer, Apolaritat und rationale Kurven (Tiibingen 1883), 8.56. 


(Eingegangen am 20. 2. 1935.) 
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Uber Gleitverbiegungen. 
Von 
Eduard Rembs in Berlin. 


Als Gleitverbiegungen bezeichnen wir hier im Anschlu8 an Liebmann’) 
analytische Verbiegungen einer konvexen ebenrandigen Flachenkalotte, 
bei denen der Rand eben bleibt. DaS Kalotten, deren sphirisches Bild 
ganz im Innern einer Halbkugel liegt, Gleitverbiegungen nicht zulassen, 
ist leicht einzusehen. Man braucht also nur Kalotten mit einem iiber 
die Halbkugel iibergreifenden spharischen Bild zu untersuchen. 

Zur Entscheidung der Frage nach der Existenz bedingter analytischer 
Verbiegungen iiberhaupt denkt man sich die Flache x, (u,v) in eine 
Schar x (u,v; t) von Biegungsflachen eingebettet, etwa x, (u,v) = x (u, v; 0) 
und die Schar nach ¢ entwickelt. Man untersucht dann die erste, 
zweite, ... Annaherung, die ,,Verbiegungen erster, zweiter, ... Stufe.“ 
Es kann sein, daB schon die Betrachtung der Verbiegungen erster Stufe, 
der ,,infinitesimalen Verbiegungen“, iiber die endliche Unverbiegbarkeit 
entscheidet. Dann liegt ein ,,Problem erster Stufe“ vor. Dahin gehért 
die Unverbiegbarkeit der Eiflichen. Der Verfasser hat ferner ein Problem 
zweiter Stufe*) angegeben: Die ,,Flichenrinnen“ mit einer ebenen ge- 
schlossenen konvexen Leitkurve sind in erster Stufe verbiegbar, in zweiter 
aber nicht. In dieser Arbeit wird nun gezeigt, daB das einfachste Gleit- 
verbiegungsproblem, das der Kugelkalotten, ein Problem dritter Stufe 
darstellt. (§1). Nach Liebmann gibt es nimlich abzahlbar viele genau 
angebbare Kugelkalotten, die infinitesimale Gleitverbiegungen zulassen; 
sie sind natiirlich alle gréBer als die Halbkugel. Nur diese kommen in 
Betracht, wenn die Frage nach der Existenz endlicher Gleitverbiegungen 
aufgeworfen wird. Wir zeigen nun, daB sie alle auch Gleitverbiegungen 
zweiter Stufe, aber keine dritter Stufe, und daher auch keine endlichen 
Gleitverbiegungen zulassen. Zum Beweise werden die zu Liebmanns in- - 
finitesimalen Gleitverbiegungen gehérigen Verbiegungen zweiter und dritter 
Stufe, soweit hier erforderlich, explizit angegeben. 


1) Minch. Ber. 1920, S. 21. 
2) Math. Zeitschr. 36, S. 110. 
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Die Ausdehnung der in §1 behandelten Frage fiihrt schon bei Ka- 
lotten von Rotationsflichen, die von einem Breitekreis begrenzt sind, in 
der dritten Stufe zu wenig iibersichtlichen Formeln. Dagegen la8t sich 
nachweisen (§ 2), daB fiir alle Rotationseiflichen die Verhiltnisse bei den 
beiden ersten Stufen denen bei der Kugel ganz analog sind. Der Beweis 
wird durch eine Untersuchung der Anderungen gefiihrt, die die Halb- 
messer der Breitekreise bei infinitesimaler Verbiegung erfahren. 

In einer demnichst im Crelleschen Journal erscheinenden Arbeit hat 
der Verfasser gezeigt, daB die infinitesimalen Gleitverbiegungen der Kugel- 
kalotten auch als besonderer Fall der dritten Randwertaufgabe der Poten- 
tialtheorie angesehen werden kénnen. Die dort angewandte Methode ist 
dadurch bemerkenswert, daB sie zugleich eine Deutung fir die in der 
WeierstraBschen Darstellung der Minimalflachen auftretende willkiirliche 
Funktion liefert. 

§ 1. 
Gleitverbiegungen bei der Kugel. 

Zur Behandlung unserer Aufgabe wahlen wir die folgende Darstellung 
der Kugel: 
(1) z= 5; Y=) z= Tgu. 
Die groBen Buchstaben deuten die Hyperbelfunktionen an. Die gesuchten 
VerbiegungsgréBen sollen im Siidpol (« = — oo) regular sein. Es fragt 
sich, ob es solche Verbiegungen gibt, bei denen die Anderungen der 
z-Koordinate Tg u lings eines (nérdlichen) Breitekreises alle konstant sind. 
Da also die Anderungen der andern Koordinaten hier kein Interesse 
haben, wahlen wir eine von Liebmann vorgeschlagene Methode, bei der eben 
nur die Anderungen der einen Koordinate in Betracht gezogen zu werden 
brauchen. Wir stellen die Boursche Gleichung auf, der die Koordinaten 
aller mit (1) isometrischen Flachen geniigen miissen, setzen darin 
f=Tgu+R, R=ceA+e2B+e*C und erhalten so partielle lineare 
Differentialgleichungen fiir die Anderungen A, B,C von z = Tg w. 

Die FundamentalgréBen erster Ordnung von (1) sind 

1 
E=G= Tosta? F=0, 
und die Boursche Gleichung hat daher folgende Gestalt: 
(hia fes — fis) + Teu(— hihi this — 2hhs) 


+ (1—2Tg*u) (f+ 2) — gars = 0, 


wobei die Indizes 1,2 Differentiation nach u bzw. v andeuten. Setzt 
man 





f=Tgu+ R, 
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so erhilt man eine Gleichung fiir R: 
(R,, R,, ~ Ris) 


+ Te (—(garet®) Rt (-care 


+ (1 — 2Tg*u) (R} + R3) + a R, = 0. 


Sie hat natiirlich u. a. die Lésung R = 0. 
Wir setzen 


+ R,) R,,—2R,R,, 


R=ceA+e2’B+'C+... 
und erhalten dadurch Gleichungen fiir A, B,C, zunichst: 
(2) — Sin u(4,, + 4) + geo 4, = 0. 
Die von Liebmann entdeckten infinitesimalen Gleitverbiegungen haben die 
ZusatzgréBe 
A = o(u)-sinnv; 
dabei ist g eine Funktion von uw allein, die wegen (2) der Gleichung 
Sin 2u(— 9” + 9) +49 = 0 
geniigen mu8. (Striche bedeuten Differentiation nach u.) Die Gleichung 
hat namlich die auf der ganzen Kugel (fiir alle «) mit Ausnahme des 
Nordpols (uv = oo) regulare Lésung: 


© = Coz (m— De —(n + De, 


die an dem Breitekreis 
(3) eu — n+l 


n—l 

verschwindet. Dort ist also auch A = 0. Zu jedem ganzzahligen n> 1 
gehért eine Kalotte, die infinitesimale Gleitverbiegungen zuliBt, und 
durch (3) wird der Breitekreis angegeben, der sie begrenzt. Diese Ka- 
lotten sind die einzigen, die fiir unsere weitere Untersuchung in Betracht 
kommen*). Die Gleitbreitekreise haben den Aquator (fiir n > o) als 
Haufungskurve. 

Wir at nun zur zweiten — iiber. Die Gleichung fiir B lautet: 

Goatw (Bis + Bas) + Gogre Bi + (411 a2 — Ads) 


pete: A,, +A, Pail: ~e — 2Tg*u)(A? + A?) = 0. 
Da hier A = —-sinnv zu setzen ist, kommen fiir B nur Funktionen der 
folgenden Form in Betracht: 

B= y(u)+ z(u)cos2nv. 


8) Es sei hier auf die Dresdener Dissertation von E. Weichelt (1933) auf- 
merksam gemacht; sie behandelt Kugelverbiegungen erster und zweiter Stufe, die 
in beiden Polen singulér werden und bei denen der Aquator eben bleibt. 
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Die Gleichung fiir B spaltet sich dadurch in zwei gewdhnliche Differential- 
gleichungen, eine fiir y und eine fir z, namlich: 


n? ernu 


5 Mn? — 18 (— et 2 2 — ety 
+ 4(n — 1)*e&* + 4(n + 1)? e-**! = 0 





— Sin 2u yp" 4+-4y'+ 


und 

(4) Sin 2u(— xy" + 4n®?z) +47’ — 4e2"" (n* — nv’) = 0. 

Man vergleiche die letztere mit der fiir g. Die verkiirzte Gleichung 
stimmt mit der fiir m itiberein, nur hat dort m den Faktor n’, hier y den 
Faktor 4. Die im Siidpol regulire Lésung der zu (4) gehérigen ver- 


kiirzten Gleichung verschwindet daher an dem durch e?* = i be- 


stimmten Breitekreis, aber nicht an dem Breitekreis (3). Gerade darum 
aber l48t sich aus irgendeiner im Siidpol reguliren Lésung von (4), die 
etwa in (3) nicht verschwindet, eine in (3) verschwindende Lésung von (4) 
erhalten durch Addition einer geeigneten Lésung der zu (4) gehdérigen 
verkiirzten Gleichung. 

ZusatzgréBen zweiter Stufe, die zu Liebmannschen Gleitverbiegungen 
gehéren, waren zuerst von Lagally bestimmt, aber nicht verdéffentlicht 
worden. Sie lieferten keine Gleitverbiegungen zweiter Stufe*). Die hier 
folgenden Gleitverbiegungen zweiter Stufe sind aus den Formeln Lagallys, 
in dessen Manuskript der Verfasser Einblick nehmen durfte, nach dem 
eben angegebenen einfachen Verfahren ermittelt worden. Das gilt ins- 
besondere fiir y. Denn das Verhalten von yw am Gleitbreitenkreis ist 
belanglos, da y ja nur von u abhangt und in B rein additiv auftritt. 
Es stimmt denn auch mit der entsprechenden, von Lagally nur in Hyperbel- 
funktionen geschriebenen GréBe bis auf einen konstanten Faktor iiberein. 

Die Werte fiir py und x sind: 





enw 





Y = — Sonu Im’ — ne + (nm — 1)*(n? + Andes 
— (m+ 1) (n® — 4n)em™ — (n? + ne, 
3 2nu 
x= — “Fae — De — + Ne). 


Ziemlich miihsam gestaltet sich die Bestimmung von C. Da es aber 
iiber die ganze Frage entscheidet, sollen doch die hauptsichlichen 
Gleichungen angegeben werden. Zunichst ist 


Sin u 


2 
— Gost w (C,, + Cy») + Geta C, + (A,, By, + B,, 4,, — 2.4,, B,,) 


+ Tgu(— A, B,, — B,A,,+ A, B,, + B, A,, — 2A, B,, — 2 B, A,,) 
+ (1 — 2Tg*u)(2A, B, + 2A, B,) = 0. 


*) Vgl. Math. Zeitschr. 18, 8.323. (Lagally verwendet eine andere Bestimmungs- 
methode.) 
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Wegen A = gsinnv; B = y+ y7cos2nv kommen nur Lésungen 
C = o-sinnv+r-sin3nv 


in Frage, wo o und t Funktionen von w allein sind. rf lieBe sich zwar 
den Forderungen der Aufgabe entsprechend bestimmen, nicht aber o. 
Man findet: 


Sin2u(—o” + n'a) +40 +2 =O" py, n)4+- P(—u, —n)} = 


mit der Abkiirzung 

2(n —1)(3n?+-4n-+ 3) ew 
n+l 

n?—4n?—7n+6 


- ST e?" 4- (6n® — 14). 


P (u,n) = (n — 1) (n+ 2) e&* — 





Die verkiirzte Gleichung enthilt bei o den Faktor n®. Wenn es also 
eine im Siidpol regulire Lésung gibt, die am Breitekreis (3) nicht ver- 
schwindet, so verschwindet keine. Eine solche Lésung ist aber 








(5) o = ae (un) +Q(— wy, — n)} 
mit 
n?—n * —10n*+3n'+ 4n2?+3n = 
°=2a7n° +— e+enry 


—6n'— 5n?+14n+3 
(n + 1)(2n+ 1) 


u 





Setzt man nimlich in (5) e* = ate ein, so findet man, da8 o dort fiir 


kein n > 1 verschwindet. Das bedeutet aber, daB es iiberhaupt keine 
Kugelkalotten gibt, die Gleitverbiegungen gestatten. 





§ 2. 
Gleitverbiegungen bei beliebigen Rotationseiflichen. 

Die Rotationseifliche liege in der Gestalt vor: 
(6) z=r(u)cosv; y=r(u)sinv; z= z(u); 
u sei die Bogenlinge des Meridians, « = 0 der Siidpol. Dann ist an 
den Polen z’ = r’ = 0, im Innern iiberall 2’ > 0, r’ <0, siidlich des 
Aquators r’ > 0, 2” > 0, nérdlich r <0, 2” <0, am Aquator 
vr’ = 2” = 0; tiberall ist k = 2’ r” —r 2’ <0. 

Die Anderungen R(u, v), Z(u,v), V(u,v) von r,2,v miissen drei 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung*) geniigen. Setzt man sie 
als trigonometrische Reihen nach cos(nv), sin(nv) an, so erhalt man fiir 





5)'Vgl. Math. Zeitschr. 35, S. 529. 
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die nur von u abhingigen Koeffizienten R,, Z, von cos(nv) bzw. sin (nv) 
das System gewohnlicher Gleichungen (n > 2): 


rR, +27Z, =0, 


@) | @*—1)r R,+7R, +2 7Z, = 0. 


Soll Z,,-cos(nv) bzw. Z,-sin(nv) an einem Breitekreis konstant sein, 
dann muB dort Z,, verschwinden. Da wir schon wissen, daB nur nérd- 
liche Breitekreise in Betracht kommen, mu8 der Verlauf von Z, von 
u =O iiber den Aquator hinweg untersucht werden. Da die aus (7) 
folgende Gleichung fiir Z,, den Aquator r’ = 0 als singulare Stelle hat, 
untersuchen wir zweckmaBiger das Verhalten von R,. Die Gleichung fiir 
R,, kann so geschrieben werden: 

(8) (>R,) + ==) Rr, =0, 


rz’? 





Sie besitzt in wu = 0 Fundamentallésungen, die sich wie u*+! bzw. u-*"*+} 
verhalten, entsprechend am Nordpol. 

Um das Verhalten der in wu = 0 verschwindenden Funktion R,, lings 
des Meridians zu ermitteln, leiten wir aus (8) zunichst vier Integral- 
formeln ab, denen wir die fiir Z, wichtigen Ergebnisse entnehmen. 


1. Es ist 


“ER 
(9) R, = — (n* —1)2' | — 


0 


rz’? > 


denn in u = 0 verschwindet R;, von n-ter, z’ von erster Ordnung. Aus (9) 
folgt, daB iiberall (auBer in u = 0) 


(10) R,>0; Rk, >0 


gilt, wenn dies fiir kleine Werte von u der Fall ist, was wir annehmen 
wollen. Wegen z’ > 0, k <0 kann es nimlich kein erstes u geben, 
fiir das Ri, = 0 wire, da fiir alle kleineren u die Funktion R, > 0 ist. 
Wie am Siidpol kann auch am Nordpol #, nur verschwinden oder un- 
endlich werden. Nach dem Gesagten kommt nur letzteres in Frage. 

2. Die jetzt abzuleitende Formel wird, streng genommen, nicht be- 
nétigt; sie soll das Verhalten der R, im Gegensatz zur folgenden Nummer 
charakterisieren. 

Es sei m eine ganze Zahl > nm und R,, das zugehérige Integral 
von (8), das im Siidpol regular ist. Wir multiplizieren (8) mit R,, und 
die Gleichung fiir R,, mit R, und subtrahieren: 


R,, ( 


7 R,) — By (Rn) + “SF™* RR, = 0. 


rz? 














= cee « 
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Wegen des Verhaltens von R,,, R, fiir «= 0 ergibt sich hieraus: 


(11) Ry Rin — Rn Ri, = (n? — m2) 2’ j KR, Ri du 


rz’? 
0 


Dies ist die Sturmsche Formel fiir unsern besondern Fall. Da m > n, 
k < 0, und da (10) fiir alle n gilt, entnehmen wir (11): 
R, Ry — Ry R, > 0 
fiir u > 0, und daher ist 
R' R' 
(12) E> E: 


3. Man multipliziere (8) mit (m?—1)R,, und die Gleichung fir R,, 
mit (mn? — 1) R, und subtrahiere. Man findet: 
ue v 
(m? — 1) Ry (= Ry) — (n* — 1) R, (> R,) = 0 
und daraus 


(m? — 1) Ry? — (n? — 1) R, 5 | (m* —1) =2™* 


t)) 





2’ 


R,, Ridu 





+for—y = 0, 


0 


also 
(13) (m® — 1) Ry Ry — (0 — 1) By Rey = (on? — wt)’ | ARP 


0 


und wegen (10): 
R R' 


(14) @W—hR (m*—1)R,, 





fiir alle u > 0. 
4. Man fiihre in (8) die Differentiation aus und multipliziere mit 
2r2’?R,; die Gleichung la8t sich dann so schreiben: 


(15) (r2’ R2y = (rv —S4T) 2 Rp — 2(n* IkR, Ri. 
(Es ist 2’ = —kr’.) U sei ein beliebiger Punkt im Innern. Wegen des 


Verhaltens der R, in u = 0 1aBt sich dann bei gegebenem n = N die 
Konstante M so wiahlen, da8 in <0, U) tiberall 


N 
wwi—ik, <™ 
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wird. Wegen (14) ist dort fiir alle n > N 


2'R,, 
(n? — 1) R, -_ M. 


Dann folgt aus (15): 





(re! Rey < | — 2227 |. a(n — 1) Ry Ry — 2(n? — I) RR, Rs 


nur fiir u = 0 hatte das Gleichheitszeichen zu stehen. 


Nun verschwinden r und z’ in u = 0 beide von erster Ordnung. Es 
gibt daher eine nur von N abhingige Zahl M,, so da fiir alle u in 
(0, U) die Ungleichung besteht 


|r — Sher |M —2k<2M,. 





Fiir jedes n > N ist dann in dem genannten Interval] iiberall 
(rz Re)’ << 2(n? — 1) M,R, BR; 
auch hier tritt wieder fiir « = 0 das Gleichheitszeichen ein. 
Wird von 0 bis U integriert, so folgt, daB in u = U 
rz’ Ri? < (n? — 1) M, R3 
gilt fiir alle n> N. Da U beliebig war, ist fiir jedes uw im Innern die 
Zahlenfolge in = und also auch die Folge PoE beschrinkt. 


Fiir alle Innenpunkte erhalt man mithin 


(16) lim 


a2>eo —1)k, 


0. 


Was ergibt sich nun daraus iiber das Verhalten von Z,? Aus (10) 
und der ersten Gleichung (7) folgt im Hinblick auf die Werte von 2 
und r’: Siidlich des Aquators ist Z, < 0, am Aquator = 0, nérdlich > 0; 
es wird bei Anniherung an den Nordpol zugleich mit Z, umnendlich. 
Dann muB aber Z, eine nérdlich gelegene Nullstelle besitzen, und damit 
ist die Existenz infinitesimaler Gleitverbiegungen nachgewiesen. 

Beziiglich der Gleitverbiegungen zweiter Stufe erinnern wir an die 
zur Gleichung (4) gemachten Bemerkungen. Genau wie dort wird auch 
hier der Beweis fiir die Existenz erbracht sein, wenn sich herausstellt, 
daB Z, und Z,, verschiedene Nullstellen haben. Das ergibt sich nun auf 
folgende Art aus der zweiten Gleichung (7), die wir (fiir Z,,) so schreiben: 


(m*—1)r Rr’ x 
c + int 1) R,)" 














= 
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An der Nullstelle von Z,, verschwindet der Ausdruck in der Klammer, 
siidlich davon ist er > 0. An der Nullstelle ist aber nach (14) der ent- 
sprechende Ausdruck fiir Z, (n < _m) noch >0. Also liegt die Null- 
stelle von Z,, nérdlicher als die von Z,,. Mit wachsendem n riicken die 
Nullstellen .von Z,, in Richtung auf den Aquator zu. Damit ist das Ver- 
halten von Z, noch genauer angegeben als notwendig war, jedenfalls aber 
die Existenz von Gleitverbiegungen zweiter Stufe nachgewiesen. 

Aus (16) folgt schlieBlich, weil am Aquator r’ = 0 ist, da8 mit 
wachsendem n die Klammer in (17) immer naher dem Aquator ver- 
schwindet. Die Gleitbreitekreise haben also den Aquator wie bei der 
Kugel als Haufungskurve. 


(Eingegangen am 22. 3. 1935.) 
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Einleitung. 


Es gibt in der Mathematik neben Begriffen von nur Grtlicher Be- 
deutung auch solche, die gleichsam als konstruktive Ideen den gesamten 
Bereich der mathematischen Begriffs- und Gedankenwelt durchdringen 
und damit die Einheit des mathematischen Denkens begriinden und 
gewihrleisten. Zu diesen urspriinglichsten Begriffen gehért, um nur ein 
Beispiel anzufiihren, der Begriff der Gruppe. Mindestens ebenso be- 
herrschend, wenn auch in seiner Bedeutung lingst nicht so erkannt, ist 
der Begriff des Verbandes. Ein Verband ist eine Menge, deren Elemente 
zweier Verkniipfungen fahig sind, die in formaler Hinsicht vom Typus 
der mengentheoretischen Operationen der Vereinigungs- und Durchschnitts- 
bildung bzw. gewisser noch niher zu beschreibender Verallgemeinerungen 
dieser elementaren Operationen sind. In mehreren Arbeiten bin ich auf 
die Begriindung der Theorie der Verbinde eingegangen; dabei habe ich 
versucht, durch Aufweisung von Anwendungsméglichkeiten den universalen 
Charakter des Verbandsbegriffes zu unterstreichen. Was ich einen Ver- 
band nenne, hei®t bei Dedekind, der nicht nur zu den groBen Algebraikern 
und Zahlentheoretikern, sondern auch zu den Klassikern der Grundlagen- 
forschung gehért, Dualgruppe. Ich méchte aber die Dedekindsche Be- 
zeichnung vermeiden, da ein Verband keine Gruppe in dem iiblichen 
Sinne ist. Die schénen und leicht verstandlichen Dedekindschen Unter- 
suchungen iiber Dualgruppen') sind leider lange Zeit ziemlich unbeachtet 
geblieben; ich lernte sie wihrend der Abfassung der endgiiltigen Nieder- 
schrift von [A. V. III] kennen. In diesem Zusammenhang werde auch 
auf die kiirzlich erschienene Arbeit von G. Birkhoff hingewiesen. Neben 
Dedekind gehért E. Schréder zu den Mitbegriindern unserer Theorie. Sah 
der Mathematiker Dedekind den Verband zu allererst in gewissen alge- 
braischen Bereichen, so stieS der Logiker Schréder im Urteilskalkiil auf 
die einen Verband konstituierenden Verkniipfungen. In dieser Ver- 
schiedenheit der Ausgangsstellungen erblicke ich erneut einen Beweis fiir 
die wurzelhafte Urspriinglichkeit und Universalitét des Verbandsbegriffes. 

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist einmal die Eingliederung der 
Theorie der Verbinde in die allgemeine Theorie der abstrakten Be- 
ziehungen und Verkniipfungen. An zweiter Stelle soll die sich um den 
Begriff des Verbandes gruppierende Begriffswelt weiter ausgebaut werden. 


1) AuBer in den im Literaturverzeichnis angegebenen Arbeiten behandelt 
Dedekind die Theorie der Dualgruppen in den von ihm herausgegebenen Vor- 
lesungen iiber Zahlentheorie von Dirichlet; vgl. S. 493 ff. der vierten Auflage (1894). 

Bei dieser Gelegenheit spreche ich Herrn P. Bernays in Ziirich, der das 
Manuskript der vorliegenden Arbeit vor der Drucklegung eingesehen hat, fiir eine 
Reihe von Abanderungsvorschlagen meinen besten Dank aus. 

Mathematische Annalen. 111. 39 
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Drittens wird ein zur Veranschaulichung der Verbinde sehr geeignetes 
Verfahren entwickelt, das der Dedekindschen Tafelmethode in mancher 
Hinsicht iiberlegen ist; insbesondere vermittelt es einen plastischen Ein- 
druck von der Feinstruktur der Verbinde. SchlieBlich wird in dieser 
Arbeit die Frage nach der Beschaffenheit derjenigen Verbinde auf- 
geworfen, die Unterverbinde eines gegebenen Verbandes sein kénnen; 
teilweise wird diese Frage in den beiden letzten Paragraphen beantwortet. 
Allerdings sind wir von einer auch nur einigermaBen vollstindigen Lésung 
des Problems noch weit entfernt. Das ist aber nicht so verwunderlich, 
wenn man bedenkt, daB auch das entsprechende Problem der bereits 
Disziplin gewordenen Gruppentheorie bisher unerledigt geblieben ist. 
Offenbar fehlt es an fruchtbaren Fragestellungen und neuen Beweis- 
methoden. 

Wir bemerken noch, da8 wir, um die Darstellung méglichst liickenlos 
und abgerundet zu gestalten, einiges aus den friiheren Untersuchungen in 
die vorliegende Arbeit aufgenommen haben, andererseits aber, um Wieder- 
holungen zu vermeiden, nicht auf Fragen rein axiomatischen Charakters, 
also auf Fragen, die die Unabhingigkeit und Widerspruchslosigkeit der 
Verbandsaxiome betreffen, eingegangen sind. Zur Vermeidung von Mib- 
verstindnissen machen wir ferner ausdriicklich darauf aufmerksam, daB 
die betrachteten Verbinde, wenn nichts anderes festgesetzt wird, hinsicht- 
lich der Anzahl der Elemente ganz beliebig sind, also sowohl endlich als 
auch unendlich sein kénnen. 


§1. 
Verbinde. 


Die Elemente einer Menge M seien zweier gewohnlicher Verkniipfungen 
fahig, die durch ~ und ~ symbolisiert seien. Die Verkniipfungen seien 
naher bestimmt durch fiinf zusitzliche Aziome, die folgendermaBen lauten: 


I. Sind a und 6 zwei beliebige Elemente aus M, so gibt es ein 
Element ¢ aus M, so daB gilt 


avb=e, 
und ein Element d aus M, so daB gilt 
anb=d. 
II. Fiir zwei beliebige Elemente a und 6 aus M gilt 


avb=bva, anb=bna. 


III. Fiir drei beliebige Elemente a, 6 und c aus M gilt 


(av bve=arvi(bvec), (@anb)/ne=an-(bano). 
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IV. Fiir jedes Element a aus M gilt 

ava=a, ana=a. 

V. Sind a und b zwei Elemente aus M, so gilt mit avb=a 
auch @ 1b =b6 und mita~b=a auchavwb=b. 

Erklarung 1. Eine Menge M mit zwei den Axiomen I bis V ge- 
niigenden Elementverkniipfungen heibe ein Verband in bezug auf die 
beiden Verkniipfungen’*). Eine Untermenge N von M, die ebenfalls ein 
Verband in bezug auf die in M erklarten Verkniipfungen ist*), heiBe ein 
Unterverband von M; umgekehrt werde M als Oberverband von N be- 
zeichnet. Insbesondere werde, wenn M und N verschieden sind, N ein 
eigentlicher Unterverband von M und M ein eigentlicher Oberverband 
von N genannt. Unter der Ordnung eines Verbandes werde die Anzahl 
seiner Elemente verstanden; je nachdem die Ordnung endlich oder un- 
endlich ist, werde der Verband als endlich oder unendlich bezeichnet. 
Ist M, ein eigentlicher Oberverband bzw. Unterverband von M, und M, 
ein eigentlicher Oberverband bzw. Unterverband von M,, so werde M, 
als zwischen M, und M, befindlich bezeichnet. 

Die Theorie der Verbande wird, wie das Axiomensystem erkennen 
laBt, von einem Dualitdtsprinzip beherrscht, insofern nimlich zu jedem 
Satz und zu jedem Begriff ein Gegenstiick vorhanden ist, das dadurch 
erhalten wird, daB in dem Satz bzw. in der Begriffserklirung jedes der 
Symbole ~ und ~ durch das andere ersetzt wird. 

Satz 1. Jede der Verkniipfungen ~ und - ist hinsichtlich einer be- 
liebigen endlichen Anzahl von Elementen sowohl kommutativ als auch asso- 
ziativ, so daB das Ergebnis der auf die n Elemente a,, ..., a, ausgeiibten 
Verkniipfung ~ bzw. ~ im der Form a, VU... U dy baw. a, A... O Ons 
also ohne Klammern und in beliebiger Reihenfolge der Elemente geschrieben 
werden kann. 


Satz 2. Fiir zwei beliebige Elemente a und b eines Verbandes gilt*) 
(avubna=a, (€Nb6)Vva=—a. 


Satz 3. In jedem Verband M gibt es héchstens ein Element e derart, 
daB fiir alle Elemente a aus M gilt 


ane=ena=e, 
also auch 
@vereva=a, 


2) Ist kein MiBverstandnis zu befiirchten, so kann der Hinweis auf die Ver- 
knipfungen unterbleiben. Entsprechendes werde auch fir die weiteren Erklarungen 
festgesetzt. ° 

3) Dazu ist notwendig und hinreichend, daB fiir N das Axiom I in Kraft ist. 

4) [Verb. 1], S. 235. 


39* 
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und héchstens ein Element f{ derart, da fiir alle Elemente a aus M gilt 


avf=fua=f, 
also auch 
anf=fna=a. 
Erklarung 2. Die Elemente e und f des Satzes 3 mégen Haupt- 
elemente oder- Spitzen von M heiBen. 
Satz 4. Jeder endliche Verband besitzt beide Spitzen; und zwar gilt 


e=6,...0a, {=4,vU...VU4G,, 
wenn der Verband aus den n Elementen a,, ..., @, besteht. 
Satz 5. Es gibt unendliche Verbinde ohne, mit einer und mit zwei 


Spitzen. 

Satz 6. Aus avub=e folgg a=b=e; aus anb=f folgt 
ae=b= fh. 

Satz 7. Sind M, und M, Unterverbiinde eines Verbandes M, so ist 
auch der mengentheoretische Durchschnitt von M, und M,, falls er nicht 
leer ist, ein Unterverband von M. 

Satz 8. Sind M, und M, Unterverbinde eines Verbandes M, so gibt 
es einen Unterverband M, von M derart, daB M, erstens gemeinsamer Ober- 
verband von M, und M, und zweitens Unterverband eines jeden M, und M, 
umjassenden Unterverbandes von M ist. . 

Der Verband M,, der gewissermaBen der engste M, und M, ent- 
haltende Unterverband von M ist, kann als das Kompositum der Ver- 
bande M, und M, bezeichnet werden. Da zwar der Durchschnitt, im 
allgemeinen aber nicht die Vereinigung zweier Verbinde ein Verband ist, 
ist eine Folge des Axioms I. 

Satz 9. Ist M eine endliche oder unendliche Menge von Verbinden 
derart, daB je zwei Verbiinde aus M Unterverbinde von mindestens einem 
Verband aus M sind, so ist auch die mengentheoretische Vereiniqung aller 
Verbdnde aus M ein Verband. 

Dieser Satz entspricht einem Satz von Steinitz iiber die Vereinigungs- 
menge von Kérpern. Wegen des Beweises werde auf die Steinitzsche 
Arbeit verwiesen®), da die dortigen Ausfiihrungen mit nur geringfiigigen 
Abianderungen fiir unseren Satz wirksam bleiben. 

Erklairung 3. Zwei nicht notwendigerweise verschiedene Verbinde M 
und M mégen als zueinander symmetrisch bezeichnet werden, wenn es eine 
(1, 1)-deutige Beziehung <«— gibt derart, da8 mit 


a<+—>a@, b-~—-b 


stets 


aUb<«++anb, anb<+-aub 


5) Steinitz [1], 8. 12. 
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gilt, unter a,b Elemente aus M, unter a,b Elemente aus M verstanden. 
Ein zu sich selbst symmetrischer Verband werde kurz als symmetrisch 
bezeichnet °). 

Nicht jeder Verband ist symmetrisch; beispielsweise ist ein Verband 
sicher asymmetrisch, wenn er nur eine Spitze besitzt. 

Erklirung 4. Zwei nicht notwendigerweise verschiedene Verbinde M 
und M’ mégen isomorph oder von demselben Typus heiBen, wenn es eine 
(1, 1)-deutige Beziehung <«— gibt derart, daB mit 

a<—-a’, b<—J’ 
stets 
aUb<sad Ud", anb<sad ov 
gilt, unter a,b Elemente aus M, unter a’, b’ Elemente aus M’ verstanden. 
Die zuordnende Beziehung <«— heibe ein Isomorphismus. Insbesondere 
heiBe <—+ ein Automorphismus, wenn die Verbinde M und M’ aus den- 
selben Elementen bestehen. 


§ 2. 
Die Beziehungen > und <. 


Wir fiihren nun zwei Beziehungen ein, die deshalb von besonderer 
Bedeutung sind, weil in ihnen eine Reihe von Begriffen wurzelt, ohne die 
die Erfassung der feineren Struktur der Verbinde unméglich ist. 

Erklarung 5. Sind a und b Elemente eines Verbandes M, so be- 
deute a >b bzw. a<_b, daB es ein Element c in M gibt, so dab 
a=bUec bew.a=5bnNe gilt 

Satz 10. Die Symbole > und < stellen Beziehungen in M dar. 

Satz 11. Mit a> 6 gilt a =aWb und umgekehrt; mit a < b gilt 
a =acb und umgekehrt. 

Satz 12. Mit a > b gilt b <a und umgekehrt. 

Erklarung 6. Eine Aussage von der Form a > 6b oder a <b 
werde eine Abhéngigkeit’) genannt. Zugleich mégen die Elemente a und b 
als voneinander abhdngig bezeichnet werden. Insbesondere heife, je nach- 
dem a > 6 oder a <b gilt, a Oberelement oder Unterelement von 6; 
findet iiberdies a + 6 statt, so werde a als ein ecigentliches Oberelement 
bzw. Unterelement von b bezeichnet*). 

DaB a > 6 und b> ec bzw. a< 6b und b <e gilt, werde auch 
durch a > 6 > ec bzw. a < 6 < c ausgedriickt. Gilt a + b, b +c und 


6) Vgl. auch [A. V. I], §4. 

7) Dedekind spricht anstatt dessen von einer ,.Teilbarkeit*. 

8) Wegen Satz 12 sind die beiden iolgenden Aussagen gleichwertig: a ist Ober- 
element von 6; } ist Unterelement von gv. 









602 F. Klein-Barmen. 


auBerdem a >6b>c oder a < 6b < c, so werde 6 als zwischen a 
und ¢ befindlich bezeichnet. 

SchlieBlich mégen die in Erklarung 2 beschriebenen Spitzen e und f, 
fiir die, wie man sofort sieht, bei beliebigem a aus M stets a >e und 
a < f gilt, untere bzw. obere Spitze von M genannt werden. Gelegent- : 
lich bezeichnen wir auch e als unterstes und f als oberstes Element von M. ' 

AnschlieBend teilen wir einige Satze iiber Abhingigkeiten mit, wobei : 
wir, was nach Satz 12 zulissig ist, die Beziehung > in den Vordergrund 
stellen. Auf die einfachen Beweise gehen wir auBer bei Satz 17 nicht ein. 

Satz 13. Mit a>b und b> ec gilt a> c und, falls a + b oder 
b+ c ist,a+c 

Mit a > b und b >a gilt a = Bb. 

Fiir jedes a gilt a > a, 

Satz 14. Fiir zwei beliebige Elemente a und b gilt 


avUb>a>anb, avb>b>anb 
und also auch 





aWwb>anb. 
Mit a, > 6, und a, > 6, gilt 
a,Va, > 6,Ub, a,Oa, > 1,0 5,. 
Folgerung. Mit a > 6 und a > c gilt a > bU €. 
Mit a < b und a <e gilt a< bce. 
Satz 15. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c gilt 
(aVUb)O(aVe) > aVU[(aUb) ne], 
aVU[(aU b) Ne] > av (bd 0), 
aUu(boe) > an (bV 0), 
an(bUec) > ani|(and) Vel], 
an[(anb)VUe] > (aNb) Ulane). 
Im Hinblick auf das in manchen Verbinden geltende distributive 
Gesetz merken wir die nachstehende Folgerung an: 
Fiir drei beliebige Elemente a, 6 und c gilt 
(aUb)n (aVe) > aU(bne), 
am(bUec) > (€Nb)U (ane). 
Satz 16. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c gilt 
(av b)n(aveyn(bve) > [(andb) ve] nav bd), 
[aA b) Ve] a (av Bb) > [fav b) Ne] VL (an), 
[av b)ancdul(andb) > (anbu@nedrv(bne). 
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Von Dedekind *) riihrt die folgende Fassung der zweiten in Satz 16 
aufgestellten Abhingigkeit her: Ist g > h und c beliebig, so gilt 


(hye elag>ganedvh. 


Satz 17. Aus 
tz=avy, y=baz a>bdb 
folgt 
s=6, y = 5. 
Aus 
e=avy, y=baz, a<b 
folgt 


Z = y. 

Beweis. «) Wegen z >a > b gilt b = 6-2, woraus y = 6 und 
weiter z = a folgt. 

B) Wegenb > aundb > y gilt b>avy, alsob > a, c= beng, 
z= y. 

§ 3. 
Beispiele von Verbinden. 

Im folgenden sollen einige der in den friiheren Arbeiten betrachteten 
Beispiele verallgemeinert werden, wohei bemerkt werde, daB diesen Reali- 
sierungen ganz unabhingig davon, da® sie das in den vorhergehenden 
Paragraphen errichtete Gebiude als bewohnbar erweisen und mit Leben 
erfiillen, eine selbstindige Bedeutung zukommt. Den Ausgang unserer 
Uberlegungen bilden die folgenden Begriffe: 

a) Die Vereinigung V (a, b,...) und der Durchschnitt D(a, b,...) der 
Mengen a,b,...; 

B) Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache v(a,b,...) und der gréfte 
gemeinschaftliche Teiler t(a,b,...) der GréBen a,b,.... Dabei seien unter 
,GréBen“ entweder natiirliche Zallen oder Ideale aus einem Zahlkérper 
oder Polynome in beliebig vielen Veranderlichen verstanden. 

Diese Begriffe finden Verwendung bei der Bildung der nachstehend 
beschriebenen Mengen. 

Erklarung 7a. Eine Menge M von Mengen hei®e eine V-Menge 
bzw. D-Menge, wenn mit je zwei Mengen a und b aus M auch V (a, b) 
bzw. D(a, b) Element von M ist. Eine Menge von Mengen, die sowohl 
eine V-Menge als auch eine D-Menge ist, heiBe eine (V, D)-Menge. 

Erklirung 7f. Eine Menge M von GréBen heiBe eine v- Menge 
bzw. t-Menge, wenn mit je zwei GréBen a und b aus M auch v(a,b) bzw. 
t(a,b) Element von M ist. Eine Menge von GréBen, die sowohl eine 
v-Menge als auch eine t-Menge ist, heiBe eine (v, t)-Menge. 


%) Dedekind [W. XXX], S. 239. 
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Diese Mengen lassen sich als Sonderfille allgemeinerer Mengen auf- 
fassen, wie anschlieBend gezeigt werden soll. 

Erklairung 8a. Eine Menge M von Mengen heiBe eine O-Menge, 
wenn mit je zwei Mengen a und 6 aus M mindestens eine gemeinsame 
Obermenge O(a,b) von a und 6 Element von M ist"). Ist M eine 
O-Menge, sind @ und 6 Elemente von M und sind 

O, (a,b), O, (a,b), ... 
die der Menge M als Elemente angehérenden gemeinsamen Obermengen 
von a und 6, so werde der Durchschnitt D(O,,0,,...) dieser Obermengen 
mit V,,(a,6) bezeichnet "). Kine O-Menge M heiBe eine Vy-Menge, wenn 
mit je zwei Mengen @ und b aus M auch Vy(a,b) Element von M ist. 

Eine Menge M von Mengen heiBe eine U-Menge, wenn mit je zwei 
Mengen a und 6 aus M mindestens eine gemeinsame Untermenge U (a, b) 
von a und 6b Element von M ist. Ist M eine U-Menge, sind a und 6 
Elemente von M und sind 

U, (a,b), U, (a, 5), ... 
die der Menge M als Elemente angehérenden gemeinsamen Untermengen 
von a und b, so werde die Vereinigung V (U,, U,,...) dieser Untermengen 
mit Dy (a,b) bezeichnet. Eine U-Menge M heiBe eine Dy-Menge, wenn 
mit je zwei Mengen a und b aus M auch Dy (a,b) Element von M ist. 

Eine Menge M von Mengen, die sowohl eine Vy-Menge als auch eine 
Dy-Menge ist, heiBe eine (Vy, Dy;)-Menge. 

Satz 18a. Himnreichend und notwendig dafiir, daB eine endliche 
D-Menge M eine Vy-Menge ist, ist der Umstand, daB M eine O-Menge 
ist. Hinreichend und notwendig dafiir, daB eine endliche V-Menge M eine 
Dy-Menge ist, ist der Umstand, daB M eine U-Menge ist. 

Satz 19a. Hinreichend, aber nicht notwendig dafiir, daB eine end- 
liche O-Menge M eine V y-Menge ist, ist der Umstand, daB M eine D-Menge 
ist. Hinreichend, aber nicht notwendig dafiir, daB eine endliche U-Menge M 
eine Dy-Menge ist, ist der Umstand, daB M eine V-Menge ist. 

Beweis. Es geniigt, den ersten Teil der Behauptung zu beweisen. 
DaB die angegebene Bedingung hinreichend ist, ist klar; da8 sie nicht 
notwendig ist, zeigt das folgende Beispiel. Es seien 


(1) Gin Bn +0 & 
nichtleere Punktmengen derart, daB die Mengen 


Duy 0g Me 


10) Eine O-Menge ist z. B. die Menge M des Satzes 9. 
1) Dabei kommt es zunichst nicht darauf an, ob D(O,,0,,...) Element 
von M ist oder nicht. 
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Untermengen von a, und zu je zweien elementfremd sind. Dann ist die 
Menge M, die die Punktmengen (1) zu Elementen hat, sowohl eine 
O-Menge als auch eine Vy-Menge, aber fiir n > 2 keine D-Menge. 

Satz 20a. Fir n = 5 ist jede Menge M, die n Mengen zu Elementen 
hat und die zugleich eine O-Menge und eine U-Menge ist, eine (Vy, Dy)- 
Menge. 

Der einfache Beweis werde iibergangen. DaB bereits fiir n = 6 die 
Verhiltnisse anders liegen, zeigt das folgende Beispiel. Es seien p,,..., Ds 
verschiedene Punkte. Elemente von M seien die sechs Punktmengen 


(P,), 
(Pr Pa)» (Pas Ps)» 
(Pis Por Pas Pads (Pas Par Ps» Ps)» 
(Pr> Par Ps» Pur Ps)- 
Ersichtlich ist M sowohl eine O-Menge als auch eine U-Menge. Fiir 


c= (),, Po); b= (Py, Ps) 


ist aber nicht V,,(a,6) Element von M, wihrend fiir 


& = (Py, Pa, Px» Py)» 5 = (Pys Pas Pgs Ps) 


nicht D,, (a,b). Element von M ist. 

Anmerkung. Der Begriff der (Vy, Dy)-Menge ist nicht nur mengen- 
theoretisch, sondern auch praktisch wegen der iiberaus vielfachen An- 
wendungsméglichkeiten von Bedeutung. Insbesondere begegnet man dem 
Sonderfall der (V3,;, Ds;)-Mengen auf Schritt und Tritt in der Algebra; 
als Elemente treten dabei Gruppen, Kérper, Moduln und andere Zahlen- 
bereiche auf. Ebenfalls gibt die Geometrie Veranlassung zur Bildung 
derartiger Mengen. SchlieBlich kénnen auch Verbiinde Elemente von 
(Vz, Dy)-Mengen sein. 

Satz 2la. Es sei M eine (Vy, Dy)-Menge. Dann kann M als ein 
Verband aufgefaBt werden, insofern nimlich aw b mit Vy (a,b) undanb 
mit Dy (a,b) identifiziert werden kann"). Bei dieser Interpretation gibt 
a > 6 an, daB a Obermenge von b ist. 

In ganz entsprechender Weise lassen sich die in Erklirung 7f be- 
schriebenen Mengen verallgemeinern. 


Erklarung 8f. Eine Menge M von Gréfen heiBe eine o-Menge, 
wenn mit je zwei GréBen a und 6 aus M mindestens ein gemeinschaft- 


12) Natiirlich kann a ~ b auch mit D,, (a,b) und a -~ 6b mit V,, (a,b) identi- 
fiziert werden. 
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liches Vielfaches o(a,6) von a und 6 Element von M ist. Ist M eine 
o-Menge, sind a und 6 Elemente von M und sind 
0, (a,b), 0,(a,5), ... 

die der Menge M als Elemente angehérenden gemeinschaftlichen Vielfachen 
von a und b, so werde der gréBte gemeinschaftliche Teiler ¢(0,,0,,...) 
dieser Vielfachen mit vy (a,6) bezeichnet. Eine o-Menge M heiBe eine 
vy-Menge, wenn mit je zwei GréBen a und 6 aus M auch vy (a,b) Ele- 
ment von M ist. 

Eine Menge M von GréBen heiBe eine u-Menge, wenn mit je zwei 
GréBen a und 6b aus M mindestens ein gemeinschaftlicher Teiler u (a,b) 
von a und 6 Element von M ist. Ist M eine u-Menge, sind a und 6 
Elemente von M und sind 

u, (a,b), u, (a,b), .. 
die der Menge M als Elemente angehérenden gemeinschaftlichen Teiler 
von a und 5, so werde das kleinste gemeinschaftliche Vielfache v (u,, u,, . ..) 
dieser Teiler mit ty(a,5) bezeichnet. Eine u-Menge M heife eine 
ty-Menge, wenn mit je zwei GréBen a und 6 aus M auch ty (a,b) Element 
von M ist. 

Eine Menge M von GréBen, die sowohl eine vy-Menge als auch eine 
ty-Menge ist, heiBe eine (vy, ty,)-Menge. 

Von der Wiedergabe der den Sitzen 18a bis 21a entsprechenden 
B-Satze werde abgesehen. 

Zum Schlu8 noch eine Bemerkung. Wiahrend es sich bei den durch 

V (a,b), D(a,b); v(a,b), t(a,b) 
bezeichneten Gebilden um absolute Setzungen handelt, und zwar absolut 
in dem Sinne, da8 dieselben allein durch a und 6 bestimmt werden, 
stellen die durch 
Vy (a,b), Dy (a,b): vy (a,b), ty, (a, 5) 

symbolisierten Verallgemeinerungen relative Setzungen dar, insofern namlich 
bei der Bestimmung derselben nicht nur die Elemente a und 5 mit- 
sprechen, sondern auch die Menge M als Ganzes wirksam ist"). 


§ 4. 


Lineare Verbiinde. Nachbarelemente. 


Wir setzen nunmehr die in § 2 begonnenen Untersuchungen fort und 
bringen zunichst, um die in der Uberschrift angezeigte Begriffsbildung 


18) Unter den Begriff der relativen Vereinigung fallt z. B. das ,,Kompositum* 
zweier Verbainde oder Kérper. Vg!. auch die Anmerkung im Anschlu8 an Satz 204 
und [A. V. ITj, S. 119. 
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vorzubereiten; einige Siitze, bei denen die Unterscheidung der Elemente 
in abhingige und unabhangige eine Rolle spielt. 

Satz 22. Sind a, b und c Elemente eines Verbandes M und gilt 

a+c, b+c, avb=e, 

so sind a und b voneinander unabhiingig. Dasselbe ist der Fall, wenn 
a+c, b+c, anb=e 

gilt. 

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ergibt sich folgendermaBen, 
Waren a und 6 voneinander abhingig, so finde entweder av b =a 
oder a b = 6 statt. Beides widerspricht aber der Voraussetzung. Ahn- 
lich beweist man den zweiten Teil. 

Satz 23. Sind a und b zwei nicht notwendigerweise verschiedene Ele- 
mente eines Verbandes M, so bilden die Elemente 

a,b, avub, anb 
einen Unterverband von M, der dann und nur dann von der vierten Ord- 
nung ist, wenn a und b voneinander unabhingig sind. 

Anmerkung. Hat man zu priifen, ob eine Untermenge einer einen 
Verband bildenden Menge selbst ein Verband ist, so empfiehlt es sich, 
auf die zwischen den Elementen bestehenden Abhangigkeiten zu achten, 
da bei a > 6 die Elemente a 6 und ab mit den Elementen a und 6 
iibereinstimmen und also der zu priifenden Menge angehéren, wenn a und 6 
derselben angehéren. 

Satz 24. Sind a, b und c Elemente eines Verbandes M wnd gilt 

a+c, b+c, aub=e, 
sind ferner x, y Elemente aus M, die den Bedingungen 
ec>2z>a, c+ 72, 
c>y>b, c+y 
geniigen, so gilt rv y=c, und die Elemente x und y sind voneinander 
unabhingig, insbesondere also voneinander verschieden. 

Die Formulierung des dualen Gegenstiickes bleibe dem Leser iiber- 
lassen. 

Beweis. Es ist 


e>arvuy>avb, 
also 


roy =c. 

Da8 x und y voneinander unabhangig sind, ergibt sich nach Satz 22. 
Erklarung 9. Ein Verband M heiBe ein linearer Verband (2£-Ver- 

band), wenn die Elemente von M nach der Beziehung > oder, was da- 

mit gleichwertig ist, nach der Beziehung < linear geordnet werden 
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kénnen. Die Elemente eines 2-Verbandes mégen als die Glieder desselben 
bezeichnet werden; insbesondere mégen etwa vorhandene Spitzen End- 
glieder genannt werden. Ein 2-Verband mit » Spitzen (vy = 0, 1, 2) 
heiBe v-fach begrenzt. DaB M ein 2-Verband mit den Spitzen a und 6 
ist, werde auch durch die Wendung ausgedriickt: Der 2-Verband M ver- 
bindet a mit 6. 

Satz 25. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap ein 
Verband M ein 2-Verband ist, besteht darin, daB die Elemente von M zu 
je zweien voneinander abhiingig sind. 

Satz 26. Ist M ein 2-Verband, so ist auch jede Teilmenge von M 
ein L-Verband. 

Satz 27. Jeder Verband erster, zweiter und dritter Ordnung ist ein 
2-Verband. 

Satz 28. Ein Verband von einer héheren als der dritten Ordnung ist 
dann und nur dann ein 2-Verband, wenn alle Unterverbiinde vierter Ord- 
nung 2-Verbiéinde sind. 

Satz 29. Sind a, b und c Elemente eines Verbandes M und gilt 

a+c, b+c, avb=e, 
ist ferner M, ein a mit c verbindender linearer Unterverband von M und M, 
ein b mit c verbindender linearer Unterverband von M, so ist jedes von c 
verschiedene Element von M, unabhiingig von jedem von c verschiedenen 
Element von M,, insbesondere haben also M, und M, kein Element aufer c 
gemeinsam. 

Die Formulierung des dualen Gegenstiickes bleibe dem Leser iiberlassen. 

Beweis: Satz 24. 

Neben den in §3 beschriebenen konkreten Verbinden gibt es fiir 
2-Verbinde noch eine weitere sehr allgemeine Realisierungsméglichkeit; 
es gilt namlich folgendes: 

Satz 30. Jede Menge, deren Elemente vermége einer Beziehung R 
linear geordnet werden kénnen, kann als ein 2-Verband in bezug auf die 
dadurch erklirten Verkniipfungen ~ und ~ angesehen werden, daB, wenn 
_@Rb stattfindet, avb=bvVa=a und anb=bana=b gesetzt 
wird"). 

Insbesondere kann also jede wohlgeordnete Menge — in der Algebra 
kommen als wohlgeordnete Mengen z. B. die Koérpertiirme in Frage — als 
ein 2-Verband aufgefaBt werden. 

Erklairung 10. Zwei verschiedene, aber voneinander abhiingige 
Elemente a und 6 eines Verbandes M mégen als Nachbarn in M be- 


14) Gleichbedeutend mit dieser Festsetzung ist die folgende: Mit a Rb finde 
a>, b<a statt. 
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zeichnet werden, wenn es kein Element in M gibt, das sich zwischen a 
und 6 befindet"*®). Insbesondere heiBe, je nachdem a Oberelement oder 
Unterelement von 6 ist, a oberer oder unterer Nachbar"’) von b. 

Satz 3l. Es seien a, b und c Elemente eines Verbandes M; es sei 
b +c. Ist dann a oberer Nachbar von b und c in M, s0 gilt a = bWe; 
ist dagegen a unterer Nachbar von b und c in M, s0 gilta= bre. 

Beweis. Es geniigt, den ersten Teil der Behauptung zu beweisen. 
Aus der Voraussetzung folgt 

a>bvuc>d a>bve>e. 
Ware nun a + 6 Vc, so miiBte 
bvce=b, bve=c 
und somit gegen die Voraussetzung b = ¢ sein. 

Satz 32. Es seien a, b und c Elemente eines Verbandes M; es sei 
b +c. Ist dann a oberer Nachbar von 6b und c in M, so sind b und c 
voneinander unabliingig; dasselbe ist der Fall, wenn a unterer Nachbar von 
b und c in M ist. 

Beweis: Satz 31 und 22. 

Satz 33. Sind a und b Elemente eines endlichen Verbandes M, gilt 
a > b und a +b, so gibt es in M mindestens einen unteren Nachbarn 
von a und mindestens einen oberen Nachbarn von b. 

Der einfache Beweis bleibe dem Leser iiberlassen. Wir bemerken 
nur, daB die Verhiltnisse bei unendlichen Verbainden anders liegen; es 
gibt unendliche Verbiande, fiir die die Behauptung des Satzes 33 zutrifft, 
und auch solche, fiir die das nicht der Fall ist. 

Erklarung 11. Ein Verband M heife ldngenendlich, wenn jeder 
zweifach begrenzte lineare Unterverband von M endlich ist. 

Offenbar ist jeder endliche Verband auch lingenendlich. 


§ 5. 
Ein Beispiel aus der Geometrie. 


In §3 und §4, Satz 30 der vorliegenden Arbeit haben wir einige 
konkrete Verbinde angegeben. Im folgenden soll ein weiteres den Ver- 
bandsbegriff realisierendes Modell und zwar ein solches aus dem Bereich 
der Geometrie beschrieben werden "’). 


15) Der Begriff der Nachbarelemente geht auf Dedekind zuriick; vgl. Dede- 
kind [W. XXX], S. 252 ff. und Birkhoff [1], S. 445. 

16) Wegen Satz 12 sind die beiden folgenden Aussagen gleichwertig: a ist 
oberer Nachbar von 5; b ist unterer Nachbar von a. 

17) Wegen einer anderen auf dem Boden der Geometrie erwachsenen Reali- 
sierung vgl. [Verb. 1], S. 237. 
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Erklarung 12. Es sei E eine gewdhnliche Ebene und y eine 
Gerade"*) in Z. Nur aus praktischen Griinden werde F vertikal und y 
horizontal angenommen. Es sei S ein Komplex von Strecken in EF der- 
art, daB keine dieser Strecken parallel zu y ist. Es sei [S] der Komplex 
der Punkte, die Endpunkte von Strecken aus S sind"). S heiBe zu- 
sammenhiingend, wenn jeder Punkt aus [S] mit jedem weiteren Punkt 
aus [S] durch einen Streckenzug aus S verbunden ist. Da der eine End- 
punkt einer jeden Strecke aus S stets oberhalb und der andere stets 
unterhalb einer jeden zu y parallelen, die Strecke zwischen den End- 
punkten schneidenden Geraden liegt, kann der erste Endpunkt als der 
obere und der andere als der untere bezeichnet werden. Eine Menge 


(2) <r (m > 2) 


von Punkten aus [S] von der Beschaffenheit, daB je zwei in (2) aufein- 
ander folgende Punkte Endpunkte einer Strecke aus S sind, heiBe eine 
Punktkette in [S], wenn iiberdies fiir jedes ~ aus der Reihe 1,...,m— 1 
entweder immer a, oberer und somit a, ,, unterer oder immer a, unterer 
und somit a,,, oberer Endpunkt der Strecke a,a,,, ist. a@, und a,, 
mégen als die Endpunkte der Kette (2) bezeichnet werden; und zwar 
heiBe a, oberer oder unterer und a,, unterer oder oberer Endpuankt, je 
nachdem der erste oder zweite Fall vorliegt. Dai k eine Punktkette 
mit den Endpunkten a, und a,, ist, werde auch durch die Wendung aus- 
gedriickt: Die Punktkette k verbindet a, mit a,,. Die einfachsten Punkt- 
ketten sind hiernach die aus den Endpunkten einer Strecke gebildeten 
Paare. Wir wollen (2) aber auch fiir den Fall m = 1 eine Kette nennen. 
Ein Punkt a aus [S] heibe oberhalb bzw. unterhalb eines Punktes 6 aus [S] 
gelegen, wenn es eine a mit 6 verbindende Punktkette in [8] gibt, deren 
oberer bzw. unterer Endpunkt a ist”*). 

Erklarung 13. Ein zusammenhingender Streckenkomplex S heibe 
ein Netz, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

(N)I,1. Zu je zwei Punkten a und 6} aus [S] gibt es mindestens 
einen Punkt z aus [S], der sowohl oberhalb von a als auch von 6 liegt. 

(N) 1,2. Zu je zwei Punkten a und 5 aus [S] gibt es mindestens 
einen Punkt y aus [S], der sowohl unterhalb von a als auch von b liegt. 


18) Ohne daB wir hier néher darauf einzugehen beabsichtigen, werde bemerkt, 
daB unter Z auch der gewéhnliche Raum und unter y eine Ebene in E verstanden 
werden kann. 

1%) Es ist mdglich, daB dieselbe Punktmenge [S] von verschiedenen Strecken- 
komplexen erzeugt wird. 

%) Falis a und } identisch sind, kann a nach Belieben als oberhalb oder 
unterhalb von b gelegen bezeichnet werden. 
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(N) II,1. Fir je zwei Punkte a und 6 aus [S] enthilt die Menge 
der Punkte 
(3’) z, ; Lo;  ) 
die sowohl oberhalb von a als auch von 5 liegen, einen Punkt — es sei 
dies z, — derart, da8 alle iibrigen Punkte von (3’) oberhalb von z, liegen. 


(N) 1,2. Fiir je zwei Punkte a und 6 aus [S] enthilt die Menge 
der Punkte 


(3”) a re 

die sowoh] unterhalb von a als auch von b liegen, einen Punkt — es 
sei dies y, — derart, daB alle iibrigen Punkte von (3”) unterhalb von y, 
liegen. 

Satz 34. Ist S ein Netz, so kann [S] als ein Verband aufgefapt 
werden, insofern ab als der im (N)II,1 beschriebene Punkt x, und 
a-\b als der in (N) II,2 beschriebene Punkt y, yedeutet werden kann. 

Beweis. Da8 bei dieser Deutung die Verbandsaxiome I, II, IV 
und V in Kraft sind, ist sofort ersichtlich. Beispielsweise ist V_ giiltig, 
weil bei unserer Interpretation aw b = a bzw. ab = a dann und nur dann 
stattfindet, wenn a oberer bzw. unterer Endpunkt einer a mit b ver- 
bindenden Punktkette ist. Aber auch das Verbandsaxiom III ist in Kraft, 
wie anschlieBend festgestellt werden soll. Wegen der Giiltigkeit des Du- 
alitiitsprinzipes diirfen wir uns dabei darauf beschrinken, die Gleichung 


(avb)ve=av(bveo), 


d. h. die erste Halfte von III als richtig nachzuweisen. Setzen wir zur 
Abkiirzung 


(4) avb=r, 
(5) ruc=4u, 
(6) bve=s, 
(7) QW8 =, 
(8) rue=z, 


so ist zu zeigen, daB u = v stattfindet. 

a) Wegen (5) liegt uw oberhalb r; wegen (4) liegt r oberhalb 5; also 
liegt u oberhalb 6. Aus dem Umstand, daS u oberhalb 6 und c liegt, 
folgt nach (6) und (N) II,1, daB u oberhalb s liegt. Aus dem Umstand, 
daB u oberhalb r und s liegt, folgt nach (8) und (N) II,1, daB wu ober- 
halb z liegt. 

B) Wegen (8) liegt z oberhalb s; wegen (6) liegt s oberhalb c; also 
liegt z oberhalb c. Aus dem Umstand, da8 z oberhalb r und c liegt, 
folgt nach (5) und (N) II,1, da® z oberhalb wu liegt. 
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Auf Grund der Ergebnisse von a) und f) ist z= u. Ahnlich ergibt 
sich, daB auch z = v ist, woraus die Behauptung folgt. 

Bei der damit als zulissig erkannten Interpretation sind zwei Punkte 
a und 6 aus [S] dann und nur dann benachbarte Elemente im Sinn der 
Verbandstheorie, wenn erstens a und 6 Endpunkte einer Strecke aus S 
sind und es zweitens keine weitere a mit b verbindende Punktkette in [S] 
gibt. Die an zweiter Stelle genannte Forderung ist der Anla8 zur Defi- 
nition einer besonderen Klasse von Netzen. 

Erklirung 14. Ein Netz S hei®e einfach, wenn es, falls a und 6 
Endpunkte einer Strecke aus S sind, auBer der Punktkette (a,b) keine 
weitere a mit 6 verbindende Punktkette in [S] gibt. 

Man zeigt leicht, daB die neue Bedingung mit den in Erklarung 13 
angegebenen Bedingungen vertriglich ist. 

Nunmehr sind wir in der Lage, den Satz 34, wonach jedes Netz als 
ein Verband aufgefaBt werden kann, in gewisser Weise umzukehren; 
jedem endlichen Verband kann man nimlich ein einfaches Netz zuordnen 
und zwar gem&B folgender Vorschrift: Man deute, wenn M ein endlicher 
Verband und a ein oberer Nachbar von 6 in M ist, a als oberen und 6 
als unteren Endpunkt einer Strecke in EZ. Dann ergibt sich — wir 
wollen auf den Nachweis nicht weiter eingehen — daB der auf diese 
Weise hergestellte Streckenkomplex S ein einfaches Netz und [S] iso- 
morph mit M ist. 

Auf Grund des in den vorhergehenden Ausfiihrungen entwickelten 
Ubertragungsprinzipes kénnen die verbandstheoretischen Untersuchungen, 
die naturgeméB recht abstrakt sind, fiir endliche Verbinde in das einer 
anschaulicheren Darstellung zuginglichere Gebiet der Geometrie verlegt 
werden. Um ein Beispiel herauszugreifen, geben wir im folgenden (Fig. 1 
bis 19) einen Uberblick iiber die Typen endlicher Verbinde, deren Ord- 
nung nicht gréBer als 6 ist*). Der besseren Ubersichtlichkeit wegen 


n 


2 


3 





9— 19 


1) Im Fall n = 1, der nicht weiter beriicksichtigt worden ist, reduziert sich 
das Netz auf einen Punkt. 
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fiigen wir eine Tabelle der Werte von ¢t, bei, unter ¢, die Anzahl der 
méglichen Typen der Ordnung » verstanden. Um Raum zu sparen, ist 
von zwei zueinander symmetrischen Verbinden nur das Netz des einen 


Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6. 
Fig. 7. Fig. 8. Fig. 10. Fig. 11. 
Fig. 12. Fig. 13. Fig. 14. Fig. 16. Fig. 16. 

Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19. 


wiedergegeben, da daraus das Netz des andern durch Umklappen um 
eine wagerechte Achse erhalten werden kann. 1, gebe die Anzahl der 
dargestellten Typen der Ordnung » an. 


Mathematische Annalen. 111. 40 
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Wie bereits erwahnt, kann man die Netze nicht nur in der Ebene, 
sondern auch im Raum darstellen; der letzteren Art der Veranschaulichung 
wird man bei gréBeren Werten von m den Vorzug geben. SchlieBlich 
machen wir noch darauf aufmerksam, da8 eine Veranschaulichung der 
verschiedenen Verbandstypen auch durch (Vy, Dy)-Mengen und in be- 
schranktem Ma8 auch durch (vy, ty)-Mengen méglich ist, wie daraus 
hervorgeht, daB dhnlich wie der Satz 34 auch die Satze 21a und 218 
in §3 der vorliegenden Arbeit umgekehrt werden kénnen. 


§ 6. 
Der Spaltungscharakter der Elemente. Ein Satz iiber Unterverbinde 
(nm — 1)-ter Ordnung. 

Erklaérung 15. Ein Element a eines Verbandes M heiBe s-fach 
nach unten bzw. oben gespalten in M, wenn es mindestens einmal s, aber 
niemals s +-1 zu je zweien voneinander unabhingige Elemente 
(9) ss 
aus M gibt derart, daB fiir je zwei verschiedene Elemente z und y aus (9) 

rvy=a baw. tNy=a 
gilt. 

Diese Erklarung hat zunichst nur einen Sinn fiir s > 2. Wir er- 
ganzen sie durch eine die Fille s = 0 und s = 1 umfassende Zusatz- 
erklarung: 

Ein Element a heiBe nulljach nach unten bzw. oben gespalten in M, 
wenn es in M kein von a verschiedenes Element z gibt, so dab a > z 
bzw. a < = gilt. 

Ein Element a heiBe einfach nach unten bzw. oben gespalten in M, 
wenn es in M mindestens ein von a verschiedenes Element x gibt, so 
daB a > z bzw. a < =z stattfindet, aber kein Paar voneinander un- 
abhingiger Elemente z und y vorhanden ist, so dab 

zvy=a bw. tny=a 
gilt. 

Ein Element, das sowohl einfach nach unten als nach oben gespalten 
ist, werde kurz als einfach bezeichnet. 

Ersichtlich ist ein Element dann und nur dann nulliach nach unten 
bzw. oben gespalten in M, wenn es untere bzw. obere Spitze von M ist. 

Satz 35. Ist M ein langenendlicher Verband, so ist ein Element a 
aus M dann und nur dann s-fach nach unten bzw. oben gespalten in M, 
wenn a genau s untere bzw. obere Nachbarn in M besitzt. 

Satz 36. Es sei M ein Verband n-ter Ordnung; die Elemente von M 
seien mit a,,..., @, bezeichnet. Das Element a, sei 4,-fach nach unten 





CE 
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und «,-fach nach oben gespalten in M. Die Anzahl der in M vorhandenen 
Nachbarnpaare sei tr. Dann gilt 


Faw Sent. 


v=1 v=1 

Satz 37. Es sei M ein Verband n-ter Ordnung. Unter U(u) werde 
ein Unterverband j-ter Ordnung von M verstanden. Es bezeichne M [zx] 
diejenige Untermenge von M, die aus allen von x verschiedenen Elementen 
von M besteht. Dann ist M[f], unter f die obere Spitze von M verstanden, 
dann und nur dann ein U(n —- 1), wenn f einen einzigen unteren Nachbarn 
in M hat; entsprechend ist M{e], unter e die untere Spitze von M ver- 
standen, dann und nur dann ein U(n — 1), wenn e einen einzigen oberen 
Nachbarn in M hat; schlieBlich ist M{a}, unter a ein inneres d.h. ein 
von f und e verschiedenes Element von M verstanden, dann und nur dann 
ein U(n — 1), wenn a einen einzigen unteren und einen einzigen oberen 
Nachbarn in M hat, a also ein einfaches Element ist. 

Beweis. Offenbar ist M[z] dann und nur dann ein U(n.— 1), 
wenn, unter y und z zwei beliebige Elemente aus M{[z] verstanden, 
yv2zund yz stets von z verschieden sind. Das ist aber, wenn z 
eines der Elemente /, e und a ist, der Fall. Sind namlich y und z von- 
einander abhiangig, so sind, wie man sofort sieht, yz und yz von z 
verschieden. Sind aber y und z voneinander unabhingig, so wiirde aus 

ez=yvz bw. tz=ynz 
folgen, daB x gegen die Voraussetzung mindestens zweifach nach unten 
bzw. oben gespalten wire. 

Folgerung, Es sei M ein Verband n-ter Ordnung. Das Element z 
sei 6(z)-fach nach unten und ¢(z)-fach nach oben gespalten in M. Dann 
ist notwendig und hinreichend dafiir, daB M keinen U(n — 1) besitzt, 
der Umstand, da® fiir jedes z mindestens eine der beiden Zahlen 6(z) 
und ¢(z) gréBer als 1 ist. 

Satz 38. Fir 2<n<7 enthilt jeder Verband n-ter Ordnung 
mindestens einen Unterverband (n — 1)-ter Ordnung. 

Beweis. Es sei M ein Verband n-ter Ordnung; es sei n > 2. 
Wir nehmen an, daB M keinen U(m — 1) besitzt und zeigen, daB aus 
dieser Annahme n > 8 folgt. 

Die unteren Nachbarn der oberen Spitze / seien 


(10) Gy, +++, Ge; 
wegen Satz 37 gilt « > 2. Es seien 
(11) KS cn 


diejenigen Elemente aus M,° welche die Bedingung erfiillen, unterer 
Nachbar von mindestens einem der Elemente (10) zu sein. Offenbar gibt 
40* 
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es kein Element, das den Reihen (10) und (11) zugleich angehért. Da jedes 
der Elemente (10) mindestens zwei untere Nachbarn besitzt, ist 8 > 2. 
Es gilt sogar 8 > 3. Ware nimlich 6 = 2, so wire erstens a, oberer 
Nachbar von 6, und 6,; zweitens wire aber auch a, oberer Nachbar von 
b, und 6,; nach Satz 31 fande dann 
a,=6,V)b,, ag=6,V5,, 

also a, = a, statt. Unter den Elementen (11) befindet sich nicht die 
untere Spitze e, was sich folgendermaBen ergibt. Es seien 6, und 6, 


untere Nachbarn von a,. Ware nun 6, = e, so kénnte wegen 
a, >b,>e 
das Element 6, nicht Nachbar von a, sein. Somit gilt 
(12) n>2+a+8 (a=>2, B= 3). 
Genau so beweist man, daB, wenn 
(13) eres 
die oberen Nachbarn von e und 
(14) 4 


diejenigen Elemente aus M sind, deren jedes oberer Nachbar von mindestens 
einem der Elemente (13) ist, 

(15) n>2+0+0 (c>2, o 
stattfindet. 

Sowohl aus (12) als aus (15) folgt n >7. Fiande n = 7 statt, so 
miiBte einerseits « = 2, 8 =3 und o = 2, o = 3, andererseits « = g, 
B =o sein, was unméglich ist; also gilt n > 8. 

Anmerkung. Man kann den Satz 38 auch so beweisen, daB man 
fiir n <7 die verschiedenen Verbandstypen, etwa in der Netzdarstellung, 
durchgeht und fiir jeden Typ das Vorhandensein eines U(m —1) nach- 
weist **). Der Teil des Satzes 38, der sich auf die Fille n = 2, 3, 4, 5 
bezieht, kann iibrigens auch leicht direkt bewiesen werden. 

Der Satz 38 darf nicht auf n = 8 ausgedehnt werden, wie ein Beispiel 
erkennen laBt. Es seien 
(16) Diss scy Mee (m => 2) 
verschiedene Primzahlen. Es sei M die folgendermafen hergestellte Menge. 
M habe zu Elementen die Zahl 1, die Zahlen (16) und sodann alle die- 
jenigen quadratfreien Zahlen, die vermége der Primzahlen (16) durch 
Multiplikation entstehen. GemaiB § 3 ist M ein Verband, wenn rv y 
als v(z, y) und zy als t(z, y) gedeutet wird. M ist von der Ord- 


IV 


3) 


22) Umgekehrt la8t sich, worauf Herr P. Bernays aufmerksam macht, mit 
Hilfe des Satzes 38 auch die Vollstdndigkeit der in den Figuren 1 bis 19 gegebenen 
Zusammenstellung erkennen. 
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nung 2", und man iiberzeugt sich leicht, daB, wenn in M ein einziges 
Element unterdriickt wird, auBer fiir m = 2 niemals ein U(2™ — 1) iibrig- 
bleibt. 

Der aus dem obigen Beispiel sich fiir m = 3 ergebende B’ (8) — der 
kiirzeren Ausdrucksweise wegen nennen wir einen Verband n-ter Ordnung, 
fir den es keinen U(n— 1) gibt, einen B’(m) — besteht aus den Ele- 
menten 


1, Pis Pos Ps» Pi Pa» Pi Ps» Po Ps> Pr Ps Ps: 





Fig. 21. Fig. 22. 


Fig. 23. Fig. 24. 


das zugehérige Netz ist in Fig. 20 dargestellt. Welches der nichstgréBere 
Wert von n ist, fiir den ein 8%’ (mn) vorhanden ist, ist unbekannt. Da8 
es fiir jedes m aus der Reihe 12, 14, 15, 16 mindestens einen B’(n) gibt, 
zeigen die durch die Fig. 21 bis 24 veranschaulichten Netze, deren jedes 
aus zwei Netzen vom Typus der Fig. 20 zusammengesetzt ist**). 


25) Fig. 24 stellt nicht den sich aus (16) fir m — 4 ergebenden %' (16) dar. 
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§ 7. 
Ein Satz iiber Unterverbinde finfter Ordnung. 

Wir beginnen mit einem Hilfssatz. 

Satz 39. Ist N ein Unterverband eines Verbandes M und a ein 
Element aus M derart, daB a > zx fiir alle Elemente x aus N stattfindet, 
so ist auch die aus a und den Elementen von N bestehende Menge ein 
Unterverband von M. Dasselbe ist der Fall, wenn die obige Bedingung 
durch a < = ersetzt wird. 

Beweis. Aus a > @ folgtauvz=—a undanzc=z. 

Nun 1a8t sich in Erginzung des Satzes 38 folgendes beweisen: 

Satz 40. Jeder Verband von einer hoheren als der k-ten Ordnung 
enthilt fiir k =< 5 mindestens einen Unterverband k-ter Ordnung. 

Beweis. Wir wenden uns sofort dem Fall k = 5 zu, da die Be- 
hauptung fiir k < 5 trivial ist. Es sei M ein Verband n-ter Ordnung; 
es sei n >5. Wie in Satz 37 werde unter U(u) ein Unterverband 
u-ter Ordnung von M verstanden. 

Ist M ein 2-Verband, so ist die Behauptung nach Satz 26 richtig. 

Ist M kein &-Verband, so seien a und 6 zwei voneinander un- 
abhangige Elemente aus M. Dann bilden, wenn 

aub=c, anb=d 
gesetzt wird, die Elemente 
(17) a, b, ec, d 
nach Satz 23 einen U(4). Es soll nun gezeigt werden, daB vermittelst 
eines von den Elementen (17) verschiedenen Elementes z aus M, das ja 
sicher vorhanden ist, immer ein U(5) hergestellt werden kann. Wir 
gehen in der Weise vor, daB wir nacheinander die verschiedenen Ab- 
hiangigkeiten betrachten, die zwischen x und den Elementen (17) statt- 
finden kénnen. 

Ist x unabhingig von c, so stellt die Menge 

@,b,¢,d,ceunr 
nach Satz 39 einen (5) dar. 

Sind z und ¢ voneinander abhingig, so gilt entweder x > c oder 
z<e. Gilt c > ¢, so stellt die Menge 

a, b, c, d, x 


nach Satz 39 einen U(5) dar. 
Ist x unabhingig von d, so stellt die Menge 
a, b,c, d,dnz 
nach Satz 39 einen U(5) dar. 





| 
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Sind z und d voneinander abhingig, so gilt entweder 2 < d oder 

z>d. Gilt « < d, so stellt die Menge 
a, b, c, d, x 
nach Satz 39 einen U(5) dar. 

Der Satz 40 ist somit bewiesen, wenn die Angabe eines U(5) unter 
der Bedingung 
(18) ec>z>d 
gelingt. Dabei unterscheiden wir drei Hauptfille: 

I. z ist abhangig von a. 
II. z ist abhangig von b. 

II]. z ist unabhingig von a und 6, 

Jeder dieser Hauptfalle fiihrt auf verschiedene Unterfille, die selbst wieder 
untergeteilt werden. 

I,1. Es sei z >a. Dann sind z und 6 nicht voneinander ab- 
hangig. Ware naimlich 6 > z, so wiren a und 6 voneinander abhiangig, 
und wire z > b, so wiirde 

z>avub, t>c, t=c 
folgen; und beides ist unzulissig. Wegen 
byvez=avbvrt=H=evur=e 

bilden die Elemente 

b, z,¢,baz 
einen 1 (4). 

Nun ist ba x>bona=d. Gilt 

baz + d, 

so stellt die Menge 
b,2,¢,baa,d 

nach Satz 39 einen U(5) dar. Gilt dagegen 

bnz=d, 
so stellt die Menge 

b, xz, c, d,a 
einen (5) dar. 

I,2. Es sei a> wz. Wieder sind x und 6 nicht voneinander ab- 
hingig. Ware nimlich z > 6, so wiren a und 6 voneinander abhingig, 
und wire b > z, so wiirde 

anb>a«, d>w, d=z 
folgen; und beides ist unzulissig. Wegen 
banz=anbonr=dnz=d 


bilden die Elemente 
b, 2, d,bUe2 
einen UI (4). 
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Nun iste =avub>azvbd. Gilt 


e + bwuz, 
so stellt die Menge 
6b, z,d,bWUa2, ¢ 
nach Satz 39 einen U(5) dar. Gilt dagegen 
c=buwuz, 
so stellt die Menge 


b, x, d, ¢, a 
einen U (5) dar. 


II. Die Fille z > 6 und b > z werden ganz entsprechend erledigt; 


man hat ja nur in I,1 und I,2 die Elemente a und 6 miteinander zu 
vertauschen. 


III. Es ist der aus den Elementen 
a,%,@U02,4N2 
bestehende U(4) vorhanden. Wir schlieBen zunichst wie zu Anfang: 
Ist 6 unabhingig von a \ 2, so stellt die Menge 
4,2%,@U2Z,4nN2,aVbuUz2z 
nach Satz 39 einen U(5) dar. 
Sind 6 und a ~ z voneinander abhingig, so gilt entweder b > a WV z 
oder b< aw. Das erstere ist unméglich, weil 6 > a folgt. 
Ist 6 unabhingig von a7 z, so stellt die Menge 
4,%,@UV2Z,4N2,A4Nbnst 
nach Satz 39 einen U (5) dar. 
Sind 6 und a z voneinander abhingig, so gilt entweder b < ana 
oder 6 > ar az. Das erstere ist unméglich, weil b < a folgt. 
Es darf somit angenommen werden, daS neben (18) auch noch 


(19) aur>b>anz 
stattfindet. 
Wegen c > a, c > b gilt c > 6 Wa; also stellen fir 
c+buU2 


die Elemente 
b, z, bua, bonae 
nach Satz 39 einen U (5) dar 
Wegen z > d, b > d gilt bz > d; also stellen fir 
bazed 
die Elemente 
b,2,bVU2, baad 
nach Satz 39 einen U (5) dar. 
Neben (18) und (19) darf somit 


e=bu2z, d=bnz 
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angenommen werden. Wegen av xz > b gilt 
@ave=avbvur=evuzr=e; 
wegen 6 > ar a gilt 
anz=anbazr=dnz=d. 
Also stellen die Elemente 
b, z, c, d, a 
einen U(5) dar. 
Damit sind alle Méglichkeiten erschépft, und der Satz 40 ist in 
vollem Umfang bewiesen. 


Erganzend werde folgendes bemerkt. Ob jeder Verband von einer 
héheren als der sechsten Ordnung auch einen U(6) enthialt, ist ungewiB. 
Andererseits enthalt aber sicher nicht jeder Verband von einer héheren 
als der siebenten Ordnung einen U(7), wie das im Anschlu8 an Satz 38 
gegebene Beispiel fiir » = 3 zeigt. 


Wuppertal-Barmen, im Sommer 1934. 


Verzeichnis der Fachausdriicke. 


Die Stichworte sind durch gesperrten Druck hervorgehoben; die Wiederholung 
des Stichwortes ist durch einen waagerechten Strich angedeutet. Die Zahlen ver- 
weisen auf die Erklarungen, in denen die Ausdriicke eingefiihrt werden. 

Abhangigkeit 6. 

Automorphismus 4. 

Element; Ober-, Unter- 6; oberstes —, unterstes — 6. 

Glied 9; End-— eines 2-Verbandes 9. 

Hauptelemente 2. 

Isomorphe Verbande 4. 

Menge; V-—, D-—, (V, D)-— 7 «; v-—, t-—, (v, t) — 7 B; 

O-—, U-—, Vy-—, Dy-—» (Vy» Dy)-— 8 23 
O-— 5 Ue —, Vy-—y by-—s (Uys ty)- — 8 B. 

Nachbar 10. 

Netz 13; einfaches — 14. 

Ordnung eines Verbandes 1. 

Punktkette 12. 

Spaltungscharakter 15. 

Spitze 2; obere —, untere — 6. 

Symmetrische; zueinander — Verbinde 3. 

Verband 1; Unter-, Ober- 1; linearer —, &-— 9; begrenzter 2-— 9; 
langenendlicher — 11. 

Zusammenhangender Streckenkomplex 12. 


(Eingegangen am 14. 11. 1934.) 








On Waring Theorems with Cubic Polynomial Summands. 


Von 


Loo-keng Hua in Tsing Hua (China) *). 


In this paper we attempt to prove the theorem that every large 
integer is the sum of eight values of the cubic polynomial 
H(z) = De + BS, 
where (D, Z) = 1. But we have not been able to treat the problem in 
general. The author’s .oain result is given in theorem 3. The following 
two theorems are special cases thereof. 


Theorem1. All large integers are sums of eight values of Dx +- 





a—z 
a. 
If we let D=0, we have the result obtained by James‘). The 
case D = 1 has been investigated by the author’). 
Theorem 2. All large even integers are sums of eight values of 
Da+ - > >%, 
The method of the following treatment is based upon the ideas of 
Landau‘) and James. 
Lemma 1. If (#, 15) = 1, we have integers 1 and k such that 
all large primes p=! (mod k) have the properties: 
(p, 32) = 1, (p, D)=1, 
3 E(E—6D) 
(1) = 
(2) (=) = -1, 


and furthermore 








)=+1, 


p = d (mod 5) 
where d = 2, 3 if EF = D (mod 5), otherwise d arbitrary. 


*) Research fellew of China foundation for the promotion of Education and 
Culture. 

1) Math. Annalen 109. 

2) Téhoku Jour. of Math. 41. 

3) The case D = 1 was solved in the author’s paper in Téhoku Jour. of 
Math. 41. 


*) Math. Annalen 66, or Vorlesungen iiber Zahlentheorie 2, S. 29. 
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Proof. 1.#>6D. From (1) and (2) we have 
E(E—6D)\/—1 —3 
rig @-) (p= -1 
hence we may always choose an arithmetic series whose primes satisfy 
these conditions simultaneously. 
2. #<6D. Then (1) and (2) become 
E(6@D—EB)\ _ —3\_ 
(PB) 1, (G!)=—1 
If g?*-1/E (6D — E), but q**#E(6D — EB), where gq is a prime + 3, 5, 
then the conclusion is evident. If 
E(6D—E) = A’, A integer, 
then 3/EH* + A’, therefore 3/EZ, 3/A, in contradiction with the hypothesis 
(Z, 3)=1. Since (3, Z) = 1, we have 3/2(6DW— EB), hence the only 
possible case which we have not yet discussed is that 
E(6D—E)=5B*, B integer. 


In this case 
. E(6D—E)\_/(5\_ 
( Pp ) s (5) = 1, 
hence p must = 2, 3 (mod 5). But (Z£, 5) = 1, hence 56D — £, i. e. 
D = E (mod 5). 


Lemma 2. If s is a given integer, p having the properties stated 
in Lemma 1, and (s, p) = 1, then there exist numbers t and z such that 


(3) 3 Et = E—6D (mod p), 

(4) t = r (mod 5), 

(5) s=2Dz2+ = (2 + S2t* — 2) (mod p*) 
and 

(6) Ox t< 5p, 5p9gz2-<p't+5p. 


Proof. Since 


(Paes) = 1, there is an integer t, which 


satisfies (3), and as, by the Chinese remainder theorem, there exists an 
integer ¢, such that 
t, =t, (mod p), t, =r(mod 5), ODt< 5p 
the congruences (3) and (4) are satisfied simultaneously by t = ¢t,. Next, 
if (z, p) = 1, then 2Dz+ ; (2° — 3¢°z — z) is also prime to p, since (3) 
holds. Suppose 
2Dz +3 (2+ 322 —2z)=2Du+ : (u® + 3ut* — u) (mod 7’), 


Bpsze<pt+dp, (2, p) =1, 
5psu<pt+d5p, (up) =1. 
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2 —u + (2 — u) (3E¢@ + 6D — EB) = 0 (mod p’), 


(c—u) (2° +2u+uv?+3£+6D— BE) = 0 (mod p’). 
If the second factor is a multiple of p, then 
22+ z2u+u? = 0 (mod p), 
(22+ u)? = — 3? (mod p). 
But as (>=) = —1, (u, p) = 1, this congruence is impossible. 
Therefore 


z = u (mod p’). 
The inequalities 
Spsz<pt+bp, 5plu<p ?+5p 
imply 
5p—(p?+5p)< z—u<p?'+5p—5Bp, 
_ ?* — z—uwu a ?* 
and hence z= u. We have thus shown that the y(p*) integers 


(7) 2Dz + = (2 + 32-2), Spsz<pt+sp, (4p) =1 


are prime to p and that no two of them are congruent to each 
other modulo p. Hence every integer s which is prime to p is con- 
gruent to one of the integers (7), therefore the congruence (5) has a 
solution. 

Lemma 3. When s is sufficiently large there exists at least one 
prime p, having the properties stated in Lemma 1, which does not 
divide s and which satisfies the condition 


271 273 
a Epss<z Ep. 


The proof of this Lemma is quite similar to that of Landau. 


Theorem 3. Let s be a given integer. I} one of the sets of values 
of z and p determined in Lemmas 1, 2 and 3 satisfies the congruence 


s—2Dz—16D2° = 0 (mod £), 


then s can be represented as the sum of eight values of Dr+E ‘— 
where (E, 15) = 1. 


Proof. d in Lemma 1 and r in Lemma 2 are given by the fol- 
lowing tables: 
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1 (mod 5). 


I. D= 





“ 


ona 





ann 


- 


oo 





om 


cso 





“ 


- 


oa 





nan 


or 




















0 (mod 5), we take 


1 (mod 5) and s 


For instance, when £ 


r=1,d=3. 


2 (mod 5). 


Il. D= 
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NnOon = non nN «© aan O Aa a A eS 
na ad 2 if i Nn -_~ i ie. oe n SS _» _w za 
coaoc acasd acoad coocsd 
noe oO own © a «i st ON Nat NN 
ed - i ae os > © 24 af ae eh ae ee 
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a) mins a) eh ; 
aS ie B= a “a NOt ae “a ao Sis Ce) ee 
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626 Loo-keng Hua. 


It is worth mentioning that if D = E (mod 5), d+ + 1. 
We first determine p by Lemmas 1 and 3. By Lemma 2 there exist 
integers t and z which satisfy the congruences (3), (5) and (6). We have 


s=2Dz+ ; (2° + 320° — 2) (mod p*), 
(9) 


a 
ll 


2Dz+ cd (2 +32 —2z)+ pM. 
Write 


(10) M=16D+ “gp °S 


+ M,. 


Since (Z, p) = 1, and by the assumption of our theorem, we see that M, 
is a multiple of Z. Let 
(11) M, = EM,. 


From the inequality (8) we obtain 





271 273 
e Er ss< ye Ep, 
271 BE BE 
<= Ep’ — = (p+ 5p) — (p? +5p) (2D— > + Epy) 
Ss—2D2- Ft + 32-2 < "Bem. 
By (10) 
271 


B sedi E 134 E 
— Ep — 5 (p +50) — (pv +5p)(2D— 3 + B(p)*) — j= pr 


7 8E 273 134 
—(16D—->)pP <M Pp <= Epr— SH pe — (16 D— 52) 


When p is sufficiently large, 





271 B , = E 134 E 
—e Ep' — 3 (p+ 5p) — (p+ 5p) (2D— 5 + Ep) — —— pt 
(60-8) 2 >0, 
since 
271 E134 1 ; 
o 8-5-8 mG FH 
and 
273 134 8Ez 
= Ep — > Ep'— (6 D--F) p< Ep. 
Hence 
0< M,< Ep’, 
(12) 0<M, <p’. 


Now we are going to prove that M, +0 (mod 5). 











a 
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I. D =1 (mod 5). 
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aa aa 
777s 
a ea 
°o om oO © 
aaae 
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0 (mod 5), for any value of z, 


M, is congruent to one of the values 1, 3, 4. 


l,s= 


Here, for example, if E 


2 (mod 5). 


Il. D= 





~ yw + 
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oo N od oS oO oo os ro) oo a OF of om os os os of 
aA aN “Aan ana = sada 
— 
+ mo © tows tHe tt + + 
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anvaea ani Ow “ada aAaaec 
cot Ht i ) +m mo To of +H 
= a wo oO os oo = os Ot A od a oo A 
anaad aad a adcad ana a 
—~ ~~ 
ren) 
wennal ® sanw! 8 ow te] ng oo HK HK 
o | édetel & satotat| Bl co | aaa] Bl o | fd ctal 
aaa] © anal = aaa) anaes 
1 rl re 
Y a ale a |>7 
_ : 
- - , 
= aaow] aa + FIs anand] > I> au om + 
& 


















































628 Loo-keng Hua, Waring Theorems with Cubic Polynomials. 


Hence we obtain M, + 0 (mod 5) for all cases. Therefore there 
exist integers A, B and C such that 
(13) M, = 44+ 28+ 5C*. 
Combining equations (9), (10), (11) and (13) we obtain 
s=2Dz +F (e+ 3z2?@—2z+ pM 
=fe+)+f(e—-) +p (16D +Sep—f)+ pM, 
= f2+t) +f(e—t) + p* (16D + SB p'— 5%) + pt B(A* +2 B+ 50") 
=f(z+)+f/(@—-)+1/(p’+ A) +f (p’—A) 
+ f(2p?+ B)+f(2p?— B)+f/(5p?+C)+/(5p?—C). 
From (12) and (13) it follows that |A|, |B| and |C| are less than p’. 
The inequalities 0 << ¢ << 5p and 5p = z < p*+ 5p imply that z >t. 
Hence z+ t, z—1?, p+ A, p?— A, 2p'+ B, 2p*— B, 5p'+ C, 5p®'—C 
are positive or zero and thus s is the sum of at most eight values of 
the cubic function 
a—z 
=: 
Proof of Theorem 1. When E =1, the relation of Theorem 3 
holds identically. 
Proof of Theorem 2. When EZ = 2 and s is even, the relation 
of Theorem 3 holds identically. 


f(z) = Dz+E 





(Eingegangen am 30. 1. 1935.) 
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Zum Gediichtnis von Walther v. Dyck. 


Von 


Georg Faber in Minchen. 





Am 9. November 1934 starb in dem Miinchener Vororte Solln, fast 
78 Jahre alt, Walther v. Dyck, dessen Name als eines der Herausgeber 
neben dem Felix Kleins auf dem Titelblatt von 50 Banden der Mathe- 
matischen Annalen steht (31—80 (1888—1921)). Fiir die Binde 31—60 
hatte er die Geschiftsfiihrung. Auf dem Titelblatt von noch 20 weiteren 
Banden (81—100 (1921 —1929)) wird v. Dyck als Mitarbeiter der Redak- 
tion genannt. In der weitverzweigten Lebensarbeit v. Dycks bildet seine 
Titigkeit bei den Annalen nur einen verhiltnismaBig kleinen Ausschnitt. 
Als Lehrer der Mathematik an der Technischen Hochschule Miinchen, als 
Rektor dieser Hochschule wihrend der Dauer von 12 Jahren, als 
Griindungsmitglied, erster Schriftfiihrer und spiterer Vorsitzender der 
Deutschen Mathematikervereinigung, als zweiter Vorstand des Deutschen 
Museums neben dessen Griinder Oscar v. Miller, als Vorstandsmitglied des 
Verbandes der Deutschen Hochschulen und der Notgemeinschaft der 
Deutschen Wissenschaft und in anderen Ehrenimtern hat er in mannig- 
facher Weise das wissenschaftliche Leben seiner Zeit beeinfluBt. Mit un- 
zihligen bedeutenden Mannern des In- und Auslandes, Gelehrten, Kiinst- 
lern, Industriellen, Staatsmiinnern und Offizieren, stand er in Verkehr, 
und alle, die ihn naher kannten, schitzten ihn hoch. Die Wurzeln 
seines Weltbiirgertums lagen in seinem deutschen Wesen und seiner 
deutschen Gesinnung und die Wurzeln seiner hohen Bildung lagen in der 
Mathematik. 

Er begann seine wissenschaftliche Laufbahn als Schiiler und Assistent 
Felix Kleins an der Technischen Hochschule Miinchen. Dann folgte er 
seinem Lehrer nach Leipzig, wo er sich habilitierte. Seine ersten in den 
Annalen erschienenen Arbeiten sind von Kleinschem Geist erfiillt und 
doch selbstindige, noch heute anerkannte Leistungen. 

Auch nachdem er, insbesondere auf Empfehlung Kleins, als kaum 
28-jahriger nach Miinchen berufen worden war, blieb er mit seinem groBen 
Lehrer bis zu dessen Tode in herzlicher Freundschaft verbunden. Gaben 
in den ersten Jahren nach Dycks Ubersiedlung nach Miinchen vor allem 
die Annalen Stoff zum Briefwechsel, so spiter die Enzyklopadie der 
mathematischen Wissenschaften. v. Dyck wirkte viele Jahre als Vor- 
sitzender der dieses Werk betreuenden akademischen Kommission, und 

Mathematische Annalen. 111. 4l 
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als Klein vor zehn Jahren starb, betrachtete es Dyck als eine ihm von 
seinem Freunde und Lehrer hinterlassene Aufgabe, die Enzyklopidie mit 
aller Kraft ihrem Abschlu8 zuzufiihren. AuBerdem beschiftigte er sich 
in seinen letzten Jahren rastlos noch mit einem anderen groBen Werke, 
mit der Vorbereitung einer neuen Ausgabe der Opera omnia Jobannes 
Keplers. Er hatte mehrere bisher unbekannte Keplermanuskripte ge- 
funden und sich immer tiefer in Keplers Wesensart hineingelebt. Ein 
Ergebnis seiner Keplerstudien sind auch die zwei Bande Keplerbriefe '), 
die er zusammen mit Max Caspar herausgegeben hat und die bestimmt 
sind, in weiten Kreisen dahin zu wirken, ,,daB sich das deutsche Volk 
darauf besinnt, was es an ewigen Giitern an diesem groBen Manne besitzt“. 

In diesen wenigen seinem Gedichtnis gewidmeten Zeilen ist es un- 
médglich, seine Abhandlungen, Reden und sonstigen Schriften im einzelnen 
zu wiirdigen; ein Verzeichnis seiner zahlreichen Veréffentlichungen ist dem 
im 45. Bande des Jahresberichts der Deutschen Mathematikervereinigung 
erschienenen Nachruf beigefiigt. 

Die gréBten und bedeutendsten Wirkungen eines Gelehrten- und 
Lehrerlebens bleiben haufig unauffallig; der in Vorlesungen und Ubungen 
ausgestreute Samen geht unbemerkt auf, die im Beratungszimmer geleistete 
Arbeit entbehrt des Ruhmes in der Offentlichkeit, und nur der naher Ver- 
traute weiB, wie schwer es ist, eine Hochschule gegen mannigfache Wider- 
stinde auf der Héhe zu erhalten und wie groB oft das Verdienst eines 
einzelnen an dieser Erhaltung ist. 

Auch die Herausgeberarbeit an einer wissenschaftlichen Zeitschrift 
gehért zu jener unscheinbaren und entsagungsvollen Arbeit, die im Dunkei 
bleibt, wihrend alles Licht auf die groBen Entdeckungen fiallt. Die 
Annalenredaktion gedenkt dankbar des bedeutenden Mannes, der ihr ein 
Menschenalter angehért hat, und wenn Herausgeberverdienste sich auch 
niemals im einzelnen aufzahlen lassen, so gilt fiir sie genau wie fiir die 
wissenschaftlichen Beitrage der Mitarbeiter: 


,Was Echte bleibt der Nachwelt unverloren.“ 


1) Johannes Kepler in seinen Briefen, Miinchen und Berlin 1930. Verlag von 
R. Oldenbourg. 


(Eingegangen am 21. 8. 1935.) 











Neuer Beweis und Verallgemeinerung 
eines Hurwitzschen Satzes. 


Von 


A. Khintchine in Moskau. 


Bekanntlich hat Hurwitz') folgenden Satz bewiesen: 
Satz 1. Fiir ein beliebiges reelles O hat die Ungleichung 
1 
jzO — —= 
(1) |x yl< oVe 


unendlich viele Lésungen in ganzen x > 0, y. 
Hurwitz zeigte auch, daB rechts in (1) die beste Konstante ist, 


o 


indem nimlich die Behauptung falsch wird, sobald man + durch eine 


5 
kleinere Konstante ersetzt. " 
Andererseits la8t sich bekanntlich die GréBe +O — y, falls O irra- 
tional ist, durch geeignete Wahl ganzer x > 0,y beliebig nahe an eine 
beliebige reelle Zahl « bringen, d. h. die Ungleichung 


lzO—y—al<e 
(O irrational, « reell, ¢ > 0) hat stets unendlich viele Lésungen in ganzen 


x > 0,y. Man wei aber nach Kronecker*) noch mehr: es gibt eine 
absolute Konstante C von der Eigenschaft, das die Ungleichung 


' Lad <f 
(2) jzO—y—al <> 


fiir jedes irrationale O und jedes reelle « unendlich viele Lésungen in 

ganzen z > 0, y besitzt. Es entsteht naturgema8 die Frage nach der besten 

Konstanten C in dieser Ungleichung, d.h. nach der unteren Schranke 

aller C, fiir welche die Behauptung richtig bleibt. Offenbar ist diese 

untere Schranke nicht kleiner als iz Hier soll gezeigt werden, da8 sie 
o 


mit ii zusammenfallt. Man hat also den folgenden 
vo 





1) Math. Annalen 39 (1891), S. 279. 
2) Vgl. z. B. Hardy und Littlewood, Acta Math. 37 (1914), S. 155. 
41* 
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Satz 2. Ist O irrational, « reell und « > 0, so hat die Ungleichung 
(3) |29 —y —a| < *+* 

x\5 
unendlich viele Lésungen in ganzen x > 0. y*). 

Offenbar bedeutet dieser Satz eine Verallgemeinerung des wesent- 
lichen Inhalts von Satz 1 (genau: eine Verallgemeinerung von Satz 1 mit 
1+ e statt 1 rechts in (1)). 

Man kennt mehrere Beweise des Hurwitzschen Satzes, darunter auch 
einen Beweis von O. Perron, der von kettenbruchtheoretischen Betrach- 
tungen frei ist‘). Der Vollstandigkeit halber will ich mit einem Beweis 
von Satz 1 beginnen, der mir neu und ganz besonders einfach vorkommt. 
Das wird in §1 getan. §2 enthalt den Beweis von Satz 2. Endlich ist 
§3 einer speziellen Untersuchung gewidmet; da namlich Satz 2 fiir ra- 
tionale O falsch wird, kénnte man vermuten, daB die Konstante C der 
Ungleichung (2) ihre gréBten Werte fiir solche O erreicht, die besonders 
gute Anniherung mittels rationaler Briiche gestatten; demgegeniiber werde 








ich zeigen, da8 fiir solche O Satz 2 schon mit + an Stelle von rT giiltig 
wird. 
$1. 

Beweis von Satz 1. Man wihle eine beliebige ganze positive 
Zahl n und betrachte die zu nm gehorige Fareyreihe’*). $ und . seien 
die benachbarten Briiche dieser Reihe, die der Ungleichung 

FSO<5 


geniigen. Wir unterscheiden zwei Fille: 


1 BW > LHS, oder y <=! 5- dann ist 











: 2 

a’ a 1 1+)5 \5—1 
=. ha ee Lae * 
v [i * 2 er oder wow < 3 

l . Real bars 1 | ; 3) 

\5o8 \55" 1502 w*/]’ 

wegen 

- . l We+1)(,,_ Vo—1 
gita)-spae-—s ) “i 2 )>0 


’) LaBt man die Forderung z > 0 fort, so folgt der Satz leicht aus den be- 
kannten [Ergebnissen von Minkowski. Diese Bemerkung verdanke ich Herrn 
J. F. Koksma. 

*) Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wiss. 1931 [129—154], S. 151—154. 
®) Vgl. E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 1 (1927), S. 98. 
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ist daher 
a’ a 1 1 
vo jeu * yoor 

e, 8 a’ >. 

o fee © ~ feos’ 
folglich mu8 © wenigstens einem der beiden Intervalle (F> + + a1)” 
( € - = ' 5) angehéren, und man erhilt entweder 

le_s\—__. 
0 b | < b2 V5’ 
oder 
a’ 1 
0 -F|<ne 


ys—1 wv  V5+1. 


.. ; <7< ; ; in diesem Fall ist 








b+ o> Es) b, 

b+y>tty, 
und man kann die im Fall (1) durchgefiihrte Uberlegung auf dasjenige 
der beiden Intervalle (5 st), (te =) anwenden, welches @ 


b’? b40 b+ 
enthalt. 
So erhalt man in allen Fallen 
1 
\z@ —_ y| < z V6 > 


wo z entweder 5 oder b’ oder 6 + 6’ ist. Da schlieBlich bei irrationalem 0 
die Zahlen 6 und b’ mit wachsendem n beliebig groB werden, ist Satz 1 
bewiesen. 


§ 2. 
Beweia von Satz 2. Ich setze dauernd ia = y. Nach Satz 1 gibt 


es ganze Zahlen q > 0, p, die den Beziehungen 

o-2=4, l5|<y 
geniigen. Dabei kann q beliebig groB gewahlt werden; ferner kénnen wir 
wegen der Irrationalitét von @ die Zahlen p,q teilerfremd voraussetzen; 
endlich darf 6 > 0 angenommen werden, da man anderenfalls statt (0, «) 
nur das Paar (— 90, — «) zu betrachten hitte. Ich setze ferner 


[qe] =1, ga—[ga] =f 9S s<), 
¢ om fe, 
2V6 
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Wir miissen nun je nach der GréSe von f drei Fille unterscheiden. 


I O0<f6 <2Vyé, also tr < Jy. 
Wir haben 
yt+trProdt+rf>d+r—2rys = (Vd — 2)’, 
Wir > yo—r, 
r+\Vyie? 


ee" a 
"7 > 


Zwischen yq und (€ + »)q liegen folglich, bei jedem positiven 7, min- 
destens qg aufeinanderfolgende ganze Zahlen, darunter also mindestens 
eine, z, fiir die 





‘re 











pz =l (mod q) 
und folglich bei geeignet gewihltem y 
pxe—qy=! 
ist. Nun hat man 
|z p l zo 3 | 
4 BO ~ g-gn ye 24 E 
(4) i. ee ee 
1 {zo | 1] z{2z46 
= —|— —f = —+|— —f 
qiq A" % aia? 
Wegen 
—\p-2 | “geet ee >a 
t i t O<nS 5 <btn atin 
ist 
~ Wee <8 cyyres nV 
- | <W Fe + VO < (ty) Vor 
/ fy 2 P 
(2P 1) <a+mo+r, 


7 7 i < (1+ 9% y+ (+ 0% -— Ur, 
also fiir kleine 7 wegen t* < y 
z (xo 
a\q 
Andererseits folgt aus 


—B)<y+4ny+2n?y =y +0 (7). 


x Vs 1 
—y+eso<(*?-2) 
die Ungleichung 

x’) A! 2 Yo Tz a 

i q 


{Zz é 





—s)= —y». 


2 (24 
ae 



























Verallgemeinerung eines Hurwitzschen Satzes. 
Somit hat man bei geniigend kleinem 7 
ma B | /.., Y + é, 








q 
und (4) gibt 


|r@ —y—a| <2, 


womit Satz 2 im Fall I bewiesen ist; denn wegen « > nq wird x mit g 


beliebig groB. 
Il. 2¥y6 <p< V4yrs &. 
Hier ist einerseits 
a et 4? me 6 
und folglich 








47° 6 < 47° 4+ 8, 

—4yY < & —47°4, 
4r*—4y? <4rt— 47°64 6 = (27° — 5)? 
| (5) 4(c? — y) (? + y) < (20° — 4), 
und andererseits 
> 4yd> 40, 
7 =F >» 27° >? > y> J; 
deswegen ergibt (5) 

2y¥r+y Vr—y < 27-4. 
2° —2Ve+y Ve—y = (Vr +y —Vr—yP > 4, 











i+ y— —)r?—, rd 
7 
Setzt man nun 
t+ Jr? — tier? 
ee See r = §,, 


so ist &,—&, > 1. Wir kénnen folglich wie im Fall I ganze Zahlen z, y 
bestimmen, die den Forderungen 

pa-qy= fe sr<igg 
geniigen. Dann wird wie vorhin 





(6) adel ate ode i =? — gl; 
und hierin ist 

BS7<h 
oder 





t+ )r*— EL Ve crt Very, 
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und folglich z 
ye-ys *¥ —t< Vr+y, 
7 mee —2rr se <t+ 
6 
—-¥S4(= -8)<» 
wonach (6) 


valiggs + 
ergibt; da hierbei s > &,¢ > 





7 q >! 1a q>q ist, kann z beliebig groB 


vorausgesetzt werden, womit Satz 2 auch in diesem Fall bewiesen ist. 


WI. y4yr+8<6<1. 
Wegen d< y= ri zeigt eine ganz leichte Rechnung, daB 


y4yr°+8>1+6-y 
ist; folglich erhalten wir in unserem Fall 
B>1+46-y», 
1—-B<y-—4d. 
Wir bestimmen nun die ganzen Zahlen z, y so, daB 
ngSz<(l+n)q, pr-—qy=!+1 
ist. Dann erhalten wir 


| 2d Fad, zé - 
jz@—-y-a)/=|4+—“|= =(= +1—8) 

= (lt) d+y—8} <2 4n)7 

y (1+ n)? 

=. 


Da hier 7 > 0 beliebig klein, dagegen q und folglich auch z > nq be- 
liebig groB gewahlt werden kann, ist Satz 2 auch in diesem Fall bewiesen. 


§ 3. 
Satz 3. Ist O irrational und die sian 
|jzO@-—y|<s 
fiir jedes e > 0 in ganzen zx > 0, y abe, so ist auch die Ungleichung 
|tO —y—a| <+it! 


fiir jedes « > 0 und jedes reelle x in ganzen x > 0, y lésbar. 
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Beweis: Wir kénnen den Beweis von Satz 2 fast wértlich iiber- 
nehmen, indem wir nur y = } setzen. In den Fillen I und II kam es 
beim Beweise auf den Wert von y gar nicht an; nur die Bedingung 6 < y, 
die hier reichlich erfiillt werden kann, spielte eine Rolle. Wir haben 
somit den Satz 3 nur im Fall III zu beweisen, wobei 6 beliebig klein 
angenommen werden darf. 


Wir haben, wenn z, y wie vorhin bestimmt werden, 
B>Vi+% : 1—f<j, 
1 zé 1 1 
\Z@—y—a| = 7 (2 +1-A) <5 [¢+00+n)} 
< Stalls Ota) < aks 
womit Satz 3 bewiesen ist. 

Es bleibt die Frage offen, ob es solche Zahlen O gibt, fiir welche 
die Konstante C in (2) kleiner als } gewahlt werden kann; und im be- 
jahenden Fall — welches die untere Schranke dieser Konstanten ist; 
da8 diese untere Schranke positiv ist, habe ich namlich schon friiher be- 


wiesen °). 





6) Rendic. Circ. Mat. Palermo 50 (1926), 1—26; Satz IV. 


(Eingegangen am 3. 6. 1935.) 








Hypergeometrische Funktionen zweier Verinderlichen. 
Von 
J. Horn in Darmstadt. 
Wir beschaftigen uns mit hypergeometrischen Reihen 


2 A,, v* y" (A, o.== 0, 1, 2, ...), 
bei welchen die Quotienten 





A, +1,4 A, a+i 

Ay : Ai, 
rationale Funktionen von A, u sind, welche als Zahler und Nenner ganze 
rationale Funktionen héchstens zweiten Grades in A, u haben’). 

(Zu den H®., 8. 384/85 aufgestellten konvergenten Reihen dieser Art 
ist nach B., 8S. 9 die Reihe 

Hy, (a, B, 7, 8, 2, y) =D) SETAE HCH) oi ys 
hinzuzufiigen. Die Reihen H’., 8. 385 lassen sich nach B., 8. 20/21 auf 
bypergeometrische Funktionen einer Veranderlichen zuriickfiihren.) 

Die hier betrachteten Reihen geniigen Systemen linearer partieller 
Differentialgleichungen mit zwei unabhingigen Verinderlichen und mit 
drei oder vier linear unabhiangigen Integralen. Die Integrale kénnen 
nach H*. und B. in der Umgebung gewisser singulirer Stellen der Be- 
stimmtheit in konvergente Reihen entwickelt werden. In der vorliegenden 
Arbeit werden singuldre Stellen der Unbestimmtheit behandelt. Wir unter- 
suchen an einigen Beispielen das Verhalten der Integrale bei der An- 
niherung an eine solche Stelle, besonders an den Schnittpunkt zweier 
singularer Linien der Unbestimmtheit (§ 1 und §5). Nebenbei wird auch 
das Verhalten der Integrale eines Differentialgleichungssystems bei der 
Annaherung an den Schnittpunkt dreier singulirer Linien der Bestimmtheit 
untersucht (§ 6). 

Es ist fiir unseren Zweck erforderlich, die Unbestimmtheitsstellen der 
Systeme linearer Differentialgleichungen mit eimer unabhingigen Ver- 





1) Vgl. die Arbeiten des Verfassers Math. Annalen 34 (1889), 8. 544f., kiinftig 
mit H'. zitiert; Math. Annalen 106 (1931), S. 381f., zitiert mit H?. — In Ver- 
bindung mit letzterer Arbeit steht die Dissertation der Technischen Hochschule 
Darmstadt: L. Borngasser, Uber hypergeometrische Funktionen zweier Ver- 
anderlichen (1933), zitiert mit B. — Hingewiesen sei auf die Monographie von 
Appell und Kampé de Fériet, Fonctions hypergéométriques (Paris 1926), zitiert 
mit A.-K. 
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anderlichen auch fiir den Fall mehrfacher Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung zu untersuchen (§§ 3 und 4 fiir drei abhiingige Veriinderliche). Ich 
kniipfe dabei an meine Arbeit Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24 (1915/16), 
S 310f.*) an, in welcher nur einfache Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung beriicksichtigt sind*) (siehe § 2). 

Zunichst werden als Beispiele nur solche hypergeometrische Reihen 
behandelt, deren Differentialgleichungssysteme drei linear unabhingige 
Lésungen besitzen. Auf Differentialgleichungssysteme mit vier linear un- 
abhaingigen Lésungen wird spiter eingegangen. 


§ 1. 


Das Differentialgleichungssystem der Funktion 


, 7. p—DUst—p) . 
P,(8, 6,2, 9) = 3) at ye, 





namlich 
dz = pdz-+qdy, 


(y— B’) z+ (B—1—2z) p+yq 
~ dzx+zdy, 





dp = 
dq =zde+ (x—p)z+2p+ (p’—l—y) dy, 
y 
hat die singuliren Linien der Bestimmtheit z = 0, y = 0 und die sin- 
guliren Linien der Unbestimmtheit z = o, y= o. 

Indem wir uns im allgemeinen auf reelle Werte von z, y beschriinken, 
ohne daf diese Beschrinkung notwendig ist, lassen wir den Punkt z, y 
lings der Geraden « = z,+at, y= y,+-bt (t=0... co) ins Un- 
endliche gehen; eine der GréBen a, 6 kann gleich Null sein. Die Funk- 
tionen z, p,q von ¢ geniigen den Differentialgleichungen 





dz 
qr = ep + bq, 


~ 


*) Vgl. auch Jahresber. 25 (1916/17), 8. 301f. und Math. Zeitschr. 3 (1919), 
S. 284—291; 8 (1920), S. 100—114. 

’) Fiir eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung mit einer reellen un- 
abhangigen Veranderlichen hat Love (Am. Journ. of Math. 1914, 1916) den Fall 
mehrfacher Wurzeln der charakteristischen Gleichungen nach der Methode von 
Dini behandelt. — Fiir lineare Differentialgleichungen beliebiger Ordnung mit be- 
liebigen Wurzeln der charakteristischen Gleichung zeigt Trjitzinsky [Act. math. 62 
(1934)], daB aus den formalen Reihen analytische Lésungen hergeleitet werden 
kénnen, welche durch diese Reihen asymptotisch dargestellt werden. . Unter 
wesentlichen Einschrankungen findet er [Transact. Am. Math. Soc. 87 (1935)] als 
Lésungen Laplacesche Integrale und Fakultatenreihen. 

*) Vgl. H*., S. 390/91 und S. 397. 
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a 


dp _ , Yo—h + bts + (6 —1—%— at) p+ (vot bia . 5, 
= “ 
dt %-+at 





= (26+...)2+(—a+...) p+(b+...)q, 
“4 — (204 ..)z2+(a+...p+(—b+4+...)4q, 
wo an Stelle der Punkte Potenzreihen von - stehen, die fiir t = oo ver- 


schwinden. Dabei ist a + 0, b + 0 vorausgesetzt. 
Zur Unbestimmtheitsstelle ¢ = oo gehért die charakteristische Gleichung 


— x, a, b 
2 b, — @— dz, b =0 
2a, a, —b—x 
mit den Wurzeln —a— 6b, 2 Vab, —2 Vad, welche voneinander ver- 


schieden sind, wenn a + 6 ist. Im Fallea=b=1 haben wir die 
Wurzeln — 2, — 2, 2; die charakteristische Determinante 


— H, 1, 1 | 
2, —l-—-x, 1 
2 a woe 


hat die Elementarteiler x + 2, x + 2, x — 2. 
Im Falle b= 0, a=1 ist s=2,+t, y= y; wir haben die 
Differentialgleichungen 





dz 
5a P 
Op _ (yo—f')z+ (B—1—z)p+yq 
Ox x 
= (0+...)2+(—1+...)p+(0+...)¢, 
ae 
Die charakteristische Determinante 
—H, i. 0 
0, nm Powe, 0 
Z 0, — x 


hat die Nullstellen 0, 0, — 1 und die Elementarteiler x, x + 1. 
Das Differentialgleichungssystem der Funktion) 


- (B. 2) (B's w) 
MBP rON= 2 Crem aGe 9 





namlich 
dz = pdz+qdy, 


5) H*, 8. 397f. 
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— B(e—y)2+[(z—y) (e@—9)—B' yp +B yg B'p— Bbq 
hu z(z—w) ede the 
dq= B 2— whoud da + Eie—vs—-F 69 Nye ed dy, 
hat die ain Linien der Bestimmtheit « = 0, y = 0 und die sin- 
gularen Linien der Unbestimmtheit z= o, y = o. 
Wenn wir c= 2,+ at, y= y,+ bt setzen und zunichst a + 0, 
b + 0, a + 6 annehmen, haben wir Differentialgleichungen 





d 

7; = ap+by, 

4P 4 ..)2+ (a+...) p+ O+..)% 
dq 


at = (0+...)2+(0+... p+(6+...)4, 


wo an Stelle der Punkte Potenzreihen von + stehen, welche fiir t = o 
verschwinden. Die charakteristische Gleichung 
— x, a, b 
0, a—xz, 0 == © 
0, 0, b—x 
hat drei verschiedene Wurzeln 0, a, 0. 


Unter der Annahme a = 6 = 1 erhalt man die charakteristische 
Determinante 


— 4, 1, 1 
0, 1—x 0 
0, 0, l1—x 
mit den Nullstellen 0, 1, 1, welchen die Elementarteiler x, x —1, x—1 
entsprechen. 
Im Falle a = 1, b = 0 haben wir die Determinante 
— %, Sa 0 
6 tina @ 
0, 0, —x 


mit den Nullstellen 0, 0, 1 und den Elementarteilern x, x, x — 1. 
Das Differentialgleichungssystem der Funktion 


") ome (8, A) Lay 
®, (B, 7? z, y) — a (5 A+ ) (1, A) (1, #) wv y °), 


dz= pdz+qdy, 
dp a ES8t [= (z=—y)— yl p+ Bud gy p—Ps dy, 


az 





namlich 





dq= pate dz+ saet eos dy, 


6) .H2., S. 404f. 
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hat die singulire Linie der Bestimmtheit y = 0 und die singuliren Linien 
der Unbestimmtheit z = 0, z = @, y = o. 

Setzt man wieder s = z,+ al, y = y,+ 6t. so hat man unter der 
Annahme a + 0, 6 + 0 Differentialgleichungen 


= ap + bq, 


dz 
at 
P= (0+..)2+ (a+...) p++...) 
ot 


= (0+ ...)2+ (+...) p+(O+...)¢. 
Die siecle ile: Determinante 
— %, a, b | 
0, x— a, 0 
| 0, 0, —x 


hat die Nullstellen 0, 0, a@ und die Elementarteiler x*, x — a, weil wegen 
b + 0 die Determinante 








a, b | 
|2a—a, 0 
fiir x = 0 von Null verschieden ist. Im Falle a = 1, 6=0 hat man 
die Determinante 





| > x1, 0 
0, 0, — x 
mit den Nullstellen 0, 0, 1 und den Elementarteilern x, x, x — 1. 
Wenn a= 0, 6=1, also r=-2,, y=y,+¢ ist, haben wir die 
Differentialgleich ungen 


dz 
a6) 


d 
=~ P-E4 


Zo 


dq_ 1 l 


, B— 
= yA = 
dt Yort a+er ' —5¢ 
mit der charakteristischen Determinante 





— x, 0, l 
0 oe an x, — =|}, 
Ly Xo 
reas 0, — 2 
deren Nullstellen 0, 0, —, deren Elementarteiler x’, x — = sind. 


Zur Untersuchung y Unbestimmtheitsstelle z= 0 fiihren wir die 
Differentialgleichungen 
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ao 

dz P 

Op _ Buz+([u(x—y)—ylp+Bhyg 
Oz x , 
oq __ p—Bbq 

Ox x 


durch die Substitution z = 4 iiber in 





§ 
0z 1 
og — BP 
01 1 
0 1 
it e-~2et + q: 
Zur singuliren Stelle = 0 gehért die Determinante 
— x, 0, 0 
0, y—%, —By 
0, 0, —x 


mit den Elementarteilern x, x, x — y. 

Die Differentialgleichungssysteme der bisher betrachteten Funktionen 
r’,, ®,,®, haben drei linear unabhangige Integrale und die singuliren 
Linien der Unbestimmtheit z= ©, y= o. Dieselben beiden Eigen- 
schaften kommen auBerdem nur den Funktionen ®, und J’, zu’). 

Das Differentialgleichungssystem der Funktion 


Aa (a, A+ yp) (B, ») hay 
®, (a, B, Y, &, y) ms z (yo 4+ m) (1, 2) (1, #) ni > 





namlich 


dz = pdx+qdy, 


_ afaz+[—yx—y(1—2z)+(x+8+4+1) 2) p+hyg p— Bbq 
dp = x? (1 — 2) dz + £ dy, 





dq= P—#9 a, / az+(x—l1)p+(y+B—y)q dy, 
z y 
hat die singuliren Linien der Bestimmtheit = 1, y = 0 und die sin- 
gularen Linien der Unbestimmtheit = 0, = @, y= o. 
Wenn man tz=at, y= bt setzt, erhilt man die Differential- 


gleichungen 





= —ap+bq, 
P_O+..)2+ Ot...) pt O+...)% 
f= 04 ...)2+ (+...) ptt...¢ 
1) B. 8.9 
8) A.-K., 8. 128. 
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Zur Unbestimmtheitsstelle t = o gehért die Determinante 
— x, a, b 
0,  —x, 0 
0, a, b—x | 
mit den Elementarteilern x, x, x —6 im Falle 6 + 0, den Elementar- 
teilern x, x? im Falle b = 0. 
Die Funktion 


LY (a, A 3, — J °A— a u 
I, (a, BB, 2,y) = » mAN iirc Bey 





geniigt den Differentialgleichungen °*) 
a(e+l)r—y(e@+1)st+(lt+a+h)2—B+ 1) p—aygt afz = 0, 
—a2s+yt—a2p+(y—6+1)¢+82=9, 
aus welchen, wenn f + f’ + 0 ist, die Differentialgleichung 
s=a2p+az 
folgt. Wir haben demnach die drei Gleichungen 
a(e+1)r= [2 y+ cy—(l+a+Bh+f)e+fh—I1]p 
+aygta(sy+y— Bz, 
yt = a(x + 1)p—(y—8 +1) q+ («r—8A)z, 
s= 2p+ az, 
mit deren Hilfe wir das System bilden: 
dz=pdz+qdy, dp=rdz+sdy, dqg=sdz+tdy. 
Wir setzen z = at, y = bt (mit anderer Bedeutung von ¢) und erhalten 


dz = ap+bq, 


dt 
? — (2ab— 20 4 ..)e+(S ~ +...J)9 


at? a’ t? 





+ (2abt— ppeterr + tae + -++)P, 
d 1—e 
“4 — (2aa—4)2+(20't+a)p—(b+ 7) % 





Wir haben die Unbestimmtheitsstelle t = co vom Range 2; die charakte- 
ristische Determinante 


| — %, 0, 0 | 
0, 2ab—xz, O | = —#(x—2ab) 
| 0, 22 = x | 


hat im Falle a + 0, b + O die Elementarteiler x, x, x —2ab. 


®) Ht., § 6; H®., S. 385/86. 
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§ 2. 

Die Systeme linearer Differentialgleichungen mit Unbestimmtheits- 
stelle, deren charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln hat, 
kénnen nach den in der Einleitung angefiihrten Arbeiten des Verfassers 
untersucht werden. Hier kommen in den meisten Fallen Unbestimmtheits- 
stellen vom Rang k = 1 in Betracht, so daB die dortigen Entwicklungen 
wesentlich einfacher werden. Wir benutzen die folgenden vereinfachten 
Ergebnisse. 

In dem System linearer Differentialgleichungen 


d m 
(A) at + DS” Pup (2) yp = 0 oe 1... 
= 


sei 





= 


a’) 
Pap (z) = > = 


i=0o 
in der Umgebung von z = oo regulir. Die Gleichung 


|as3 — x dan| = 0 (a, 8 = 1,..., m), 
wo dag = 1, dug = 0 (a = A) ist, habe m verschiedene Wurzeln a,, ..., Gy. 
Durch eine lineare Transformation von y,,..., Ym, erreicht man, daB 
av, = a,, ac; = O(a = B) ist. Jetzt wird das System (A) durch (im 
allgemeinen divergente) Reihen 
A 


an 
r+ 


M: 


Y. =e °%* 





- (a = 1,..., m) 


n 0 


ll 


befriedigt, wo a eine der Zahlen a,,...,4,, etwa a=a, ist. Wir 
nehmen a, = 0 an, was durch die Substitution y, = e—%*z, erreicht 
werden kann. Das System (A) wird dann durch Reihen 


befriedigt, wo r = a{? und A,, + 0, A,, = ... = Amo = 0 ist. Durch die 
Substitution y, = x°z, wird as? und damit r um @ vermehrt, so daB 
der reelle Teil von r positiv vorausgesetzt werden kann”), 

Den Differentialgleichungen (A) ordnen wir die Integralgleichungen 


(B) (t — a.) wz (t) _— D | Gantt — 2) wp(erde (a = 1,..., m) 


B=1 96 


10) Man kann auch nach Jabresber. 24, 8. 74f., oder nach Math. Zeitschr. 3, 
8. 291f.-verfahren, ohne R(r) > 0 anzunehmen. 
Mathematische Annalen. 111. 42 
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zu, wo a, = 0 und - ns 

G0 = 2) 03 GH I! 
eine ganze Funktion ist. Wir beschreiben um ¢ = 0 einen Kreis 8, 
welcher weder im Innern noch auf der Peripherie einen der Punkte 
@,,...,@,, enthalt; wir betrachten einen Sektor S, welcher von zwei von 
t = 0 nach t = o@ gehenden Geraden begrenzt wird und eine der Stellen 
@,,-.+;@ , Weder im Innern noch auf der Begrenzung enthilt. Es ist 
eine Lésung w,(t) (2 = 1,...,m) der Integralgleichungen (B) so vor- 
handen, daB t-"+1w,(t) im Kreis R und im Sektor S im Endlichen 
iiberall regular ist; im Kreis & ist 


r+n—i 
Wz (t) = 5 An Se 
Gehért t = |t|e* einem Sektor S an, so ist 
| wy (t)| < Cerltl (a = 1,..., m), 
wo h > a(m) und C hinreichend gro8 ist; dabei ist o(w) > 0 so ge- 
wahlt, da8 in der Halbebene ® (xe'”) > o(w) alle Koeffizienten P,,(z) 


von (A) regular sind. Die iiber die Gerade argt = w erstreckten Laplace- 
schen Integrale 


Yu = | w. (t)e-'* dt (a = 1,..., m) 
0 


geniigen in der Halbebene 8 (xe‘”) > o(m) den Differentialgleichungen (A). 
Fiir groBe | z| gelten die ait Gleichungen 


A... 
~~ e 
Yu gt” 
n=0 


Wir andern die bisherigen Betrachtungen etwas ab. 
Dem saa ioe 


os et y “8 yy = 0 (a = 1, ..., m), 


f=1 4=1 








in welchem nicht mehr a, = 0 vorausgesetzt wird, ordnen wir die Integral- 
gleichungen 


-. w ; 
(t— a.) wal) = S| Gaplt — tug (n) de (a = 1, ..., =) 
p=1 


zu, wo die untere Grenze a, (i eine der Zahlen 1,...,m) fir alle m 


Integralgleichungen dieselbe ist. Die ganze Funktion 


t—-1 


(A) 
Gag (t) = 2’ 48 Gi 


41 
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ist von « unabhangig. Mit der Lésung 


« rmtn—i 


At) (t—a,) 
w, (t) = p> Tr, +m) (a = 1,..., m) 


n=>0 





bilden wir die Laplaceschen Integrale 


Yo = fm, (t)e-"dt (a = 1, ..., m), 
welche dem Differentialgleichungssystem geniigen und durch die diesem 
formal geniigenden Reihen 


= 
2: eee An - 
Yu = a (a = 1,..., m) 
n=o0 2° 





asymptotisch dargestellt werden. 


In gewissen Beispielen von § 5 ist a) =0 (A = 2, 3,...), also 


G.3(t) = a2}. Durch Differentiation der Integralgleichungen ergeben sich 


die Differentialgleichungen 





dw . 
(t—a,) + = D* aS} — bes) wat) (a = 1,..., m) 
p= 
mit den Bedingungen 
w, (a,) = ... = w_,(@,) = W41(@) =... = w,, (2,) = 0. 


Der reelle Teil von r; = a{} wird als positiv vorausgesetzt. 


Ubrigens kénnen die Integralgleichungen stets dann durch Differential- 
gleichungen ersetzt werden, wenn die Koeffizienten des vorgelegten Differen- 
tialgleichungssystems rationale Funktionen sind. 


§ 3. 
Wir lassen jetzt mehrfache Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
zu, beschranken uns aber auf den Fall m = 3, d.h. auf das Differential- 


gleichungssystem 
(h) 


Hy Sty =o (a = 1, 2, 3). 


p=1 i=o 
Bevor wir den Fall einer einfachen und einer zweifachen Nullstelle der 
Determinante 


A(x) = lacs — xdce| (a, B = 1, 2, 3) 
betrachten, behandeln wir den rascher zu erledigenden Fall einer drei- 
fachen Nullstelie von A(x); wir kénnen voraussetzen, daB diese x = 0 
ist. Die Determinante A(x) besitzt dann entweder die Elementarteiler 
x, x, % (Fall I) oder die Elementarteiler ~*, x (Fall II) oder den Elementar- 
teiler x* (Fall ITI). 


i2* 
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Im Falle I haben wir das Differentialgleichungssystem 


(a) 


<9 (2) yg = 0 (x = 1,2,3); Peg (2) = ys. 


i=1 





dessen Koeffizienten P,;(z) in der Umgebung von z = o regular sind. 
Wenn die Determinante 

\as; — rdeg| = 0 (a, 8 = 1, 2, 3) 
drei (nicht notwendig verschiedene) lineare Elementarteiler r — r,, r — r,, 
r —r, besitzt und wenn zwischen r,, r,, 7, keine von Null verschiedene 
ganzzahlige Differenz besteht, wird das Differentialgleichungssystem durch 
drei Systeme von konvergenten Reihen 


“ A 
y= > —*% (a = 1, 2, 3) 


n=O ad 





mit r = 1,, 75, 7, befriedigt. Allgemein kann man nach Anwendung der 


Substitution z = = die Satze in meiner Arbeit Math. Annalen 39 (1891), 
§. 391 f. benutzen. 
Im Falle II betrachten wir die Differentialgleichungen 
a) (2) 


ne» (“us ++...) 9 =0, 


(1) a’) 


eon Ft “2 4 +...) yy =0, 
p=1 

+ (2 + 8 +...) y =0. 
=1 


Durch die Substitution 

z=P; y= Y,, y=1Y,, y= Ys 
gehen sie iiber in 
aY, ey * 
dx x 7 ae 











- 
a%s 4 (2+ 2as) F 2a? + -)® 


x x* 





+ (Pt? 4 Py, + (PH 4 2 + JY, =o, 


z 


dz 


@ 2 ai?) 
dY, (2931 + Oi) ong 


z x 








+ (209 + Sa ae 5 b 4) y, + (28 4 268 5 “ea Y, = 0. 
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Dieses Differentialgleichungssystem kann, da seine charakteristische Gleichung 
| —x, 2a, 0 
2, — x, 0 |= — x(x —4a%) =0, 
0, 20%, x 
wenn a{)) + 0 vorausgesetzt wird, drei verschiedene Wurzeln 0, + 2 Va(}) 
besitzt, nach Jahresher. 24 behandelt werden. 
Die zu x = 0 gehérige Lésung der Differentialgleichungen fir Y,, 
Y,, Y, kann aus den Differentialgleichungen fiir y,, y,, y, hergeleitet 
werden, indem man setzt: 
ya = >’ As (a = 1, 2, 3). 


a’t” 





n=0 
Durch Koeffizientenvergleichung findet man: 
@ (1) 


a a; 
ae (1) _. =13 "33 
in 2 ass a{) ’ 





ay3 
A,,=9, Ay = ae Ay, 


wo A,, willkiirlich bleibt, usw. 
Im Falle III haben wir die Differentialgleichungen 
o a‘ 


ee SCE + ++...) =o, 


(1) (2) 


oy + SEF Jwco 


ine SB Es. ..) 9 =9, 


welche durch die Daliditietion 
_ =P; w=, w= tY, y= PY; 
iibergehen in 
12% 4 (ofl 4 308 yy, 


x 


+ (aid + a 7 ..)¥,+ +(3 at) + oe + +...)¥, = 0, 





_, 4Y, Saft wuts 
z 1S + (34 > osu + « ..)Y, 














(1) (2) (1) (2) 
A‘ 3a ait 308 ..)¥ a+ (72H sors ..)¥, = 0, 
er Ce 4 Mey .)y, 








(2) : q@) (2) 
+ "Si + ...)¥, + (PSL? + Sf ..)¥, =0. 


x 
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Die charakteristische Gleichung dieses Differentialgleichungssystems mit 
der Unbestimmtheitsstelle x = o vom Rang 2, namlich 


— %, 0, 3 a{!) 
3, — %, 0 |= —#4+ 27a% = 
0, 3, —x 


hat, wenn a‘) + 0 ist, drei verschiedene Wurzeln x = 3 Vae », so dai 
nach Jahresber. 24 oder Math. Zeitschr. 3, S. 284—291; 8, S. 112—114 
verfahren werden kann. 


§ 4. 

Die charakteristische Gleichung A (x) = 0 unseres Differentialgleichungs- 
systems habe jetzt eine Doppelwurzel a, = a, und eine einfache Wurzel 
a, = 4,. Dann hat die Determinante A(x) entweder die Elementarteiler 
%—a,,%—a,,% — a, (Fall 1) oder die Elementarteiler (x — a,)’, x — a, 
(Fall 2). Das Differentialgleichungssystem kann im Falle 1 auf die Seem 





dy 3 (* em, . 
a+ + a, ¥% + (= as + + 4. ---)¥2 = 0 (a = 1, 2, 3) 


s=1 
mit a, = a,, im Falle 2 auf die Form 


dy =. a‘! a?) 
a i? 1? , eae 
qtan + D(H +t...) ys = 0, 
p=1 
dy 2. a, a®) 
2 2 2p a 
Fz THM THT (= x ) ye = 0, 


dy, | a33 , 433 
ay 49s + D> (st at---)y =0 


gebracht werden. In beiden Fallen kann a, = 0 oder a, = 0 vorausge- 
setzt werden; man erreicht dies durch die Substitution y, = e~%*z, 
bez. y, = e~ %#z,,. 





Indem wir im Falle 1 a, = 0 annehmen, betrachten wir das System 
3 a"), a’) , 
=. + =f +. +) ¥3 = 0 (x = 1, 2), 
(A’) sa 





a + ay, + px ie -) yg = 0 





mit a + 0, welches ae Reihen von der Form 
ce & 





w= St (« = 1, 2, 3) 


n=0 








ee 








es 
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forma! befriedigt wird. Es ist A,, = 0 und 
a) — r) A,, + a% A,, = 0, 


page Nee oy nay 
also 
a‘) — t a) Pt 0 
1 a ae 
a, aX—r 


Aus ‘der dritten Gleichung (A’) folgt eine Formel, welche A;, durch 


A; n-1, As,n—1, As,n—1 usw. ausdriickt. Aus den beiden ersten Glei- 
chungen (A’) ergeben sich Formeln 


(ay? ee n) Ain + ay2 Asn +...=0, 

ay} A,» + (aS. —r ba n) Ay_ + one 0, 
wo nach Einfiihrung des erwahnten Ausdrucks fiir A,;, an Stelle der 
Punkte nur A, ,~1, As, n—1, As,n—1,--- Stehen. Wenn die obige Deter- 
minante zwei lineare Elementarteiler r — r,, r — r, besitzt und wenn r, — 7, 
keine von Null verschiedene ganze Zahl ist, sind zwei Reihensysteme von 
der angegebenen Form fiir y, vorhanden. Wie in §2 kann der Realteil 
von r positiv angenommen werden: 

Den Differentialgleichungen (A’) werden die Integralgleichungen 


tw, (t) = 5 [ Gup(t — t)ap(e)dr (a = 1,2), 

B=1 9 

(B’) 

(t — a) w, (t) = z | G@,9(t — 2) g(r) dt 
r= @ 
zugeordnet, wobei 
Gaplt) = Sach — yj (a = 1,2, 3) 
i=} 


eine ganze Funktion ist. Der um ¢ = 0 beschriebene Kreis & und der 
Sektor GS, welcher von zwei von t= 0 nach ¢t = o gehenden Geraden 
begrenzt wird, diirfen den Punkt a nicht enthalten. Jedem der beiden 
Werte von r entspricht eine Lésung w, (t)(« = 1,2,3) der Integralglei- 
chungen (B’), so daB ¢-"+!w,(t) im Kreis 8 und im Sektor © im End- 
lichen regulir ist; im Kreis & ist 

tn 


wa (t) = bs Aen TGTa)" 


n=0 
Wenn ¢ = |t|e** dem Sektor © angehért, ist 
|w, (t)| < Ceri (a = 1,2, 3), 
wo h>o(w) und C hinreichend groB ist; o(m) ist wie in §2 definiert. 
Der Beweis wird wie Jahresber. 24, S. 321/22 gefiihrt. 
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Die iiber die Gerade argt = w erstreckten Laplaceschen Integrale 
= [ wa (the-tdt (« = 1, 2, 3) 
9 


geniigen in der Halbebene ® (xe‘’) > o (w) den Differentialgleichungen (A’) 
und erfiillen fiir groBe |x| die asymptotischen Gleichungen 


~ 7 
w~ Se 


a= 


Es ergeben sich so zwei Lésungen von (A’). 
Im Falle 2 haben wir, wenn wir a, = 0 annebmen, die Differential- 


gleichungen 
dy (us a”, : 
aa + Dy a tait+ +) =0, 
p=1 
3 (‘22 + ay’ 
” % 8 
ay) Fttn+ SC + B+...) y =o 
p=1 
3 a’) o) 
Pent SCHR) ne 
f= 





mit a + 0. Durch die Substitution 
z= 2; y,= Y,, y, = rY,, y,= Y; 


gehen sie iiber in 





























éY, Ae 3 
“ae +( +3 .--)¥, 
(2) 2a 2a 
+( .)¥,+( + 2+...) ¥, =0, 
dY, 2a 4 2a! 
ai t+ (2+ s+ i +...)¥, 
at) (2) q) (2) 
sti. 2a,5 2a; 2a, 
+ (“8 x TS +: )Yat(ar . x* +...) ¥,=0. 
_d¥, 20 20” 
riage +p +e + --)%, 
(1) 2a) 








2a 2a") 2a ) 

+ (4 + Pt...) ¥,4 (204+ 24+ 4+...) Y= 0. 

Setzt man 
Y, = e *Z, (a = 1, 2, 3), 


so hat man die Differentialgleichungen 





dZ 2a) a 
Get (+E +..-)Z, 4 2aQt ...)Z,+ (A +...)Z, = 0, 
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dZ 2a%) ,, 3B +1 2a} 
Get (2+ st... )Z + (x + A2— 4+...) 2,4 (SE +...)Z, = 0. 
dZ., 2a ; 
te e+e 
2 a‘) x , 2a} 
+(—$+...)Z+ (20+ 54+ —F+...)Z, =0. 
Damit diese durch Reihen 
= 4, 
L.= Sh (a = 1,2,3) 


n=0 
befriedigt werden, mu8, wie sich durch Vergleichung der Koeffizienten 
von 4 ergibt, 
z 
# Ayyt 2a? Ay, = 0, 
2A, + x Ao, = 0, 
A,, =9 


sein. Hiernach ist x? = 4a}, so daB unter der Annahme a‘!) + 0 die 
beiden Werte 


x = +2Ya0) 
verschieden sind, und 


Aye:4e = 2-2, 4 =O. 


Durch Vergleichung der Koeffizienten von =" ergeben sich die Gleichungen 
z 


# A,, + 2a%A,, + (2a) —1r)A,, = 90, 

2A4,,+%#A,, + (209 —r+1)A,, = 0. 
Wenn man diese nach Multiplikation mit 2,— x addiert und den Wert 
von A,,: Ap, einsetzt, findet man 

r= ai} + a+. 
Durch Einfiihrung der neuen Verinderlichen 
3, = 2Z,— #2, 32 = 2Z2,+ #Z,, 3; = Z; 

erhilt man die Differentialgleichungen 





az ? "(Ae +...) 3 = 0, 
p=1 
d 3 a) 
(A) st + 2W 3, + (22 +...)3s =0, 
p=1 
*y a} 
x) ie +203,+ S'(+ )3e = 9; 
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dabei ist 
ag} = af) + af + 4 = 1, aff = af — af — 4, af) = 408, 
ag) = af — af — 3, af} = 7, of = 408, 
ay 


) (a) a3 (1) 
(3) axe. Ee 1D ae 2 DD) ao 
ay _ x? ay ~~ es a's ‘oa x. 


Die Koeffizienten der Differentialgleichungen (A) seien in der Halb- 
ebene R(xe’’) > a(m) regular. In dieser Halbebene gelten unter Ein- 
fiihrung der ganzen Funktionen 


7 a ¢n 
Sup) = “ a ee 
i=1 





die Gleichungen 
) . 
a | G9 (thet dt; 


fiir ¢ = je’ ist 
Ga 2 (| < Ae +1, |G, ft)| < A’ + IA, 


wo « eine beliebig kleine und 4, A’ hinreichend groBe (von ¢ unabhin- 
gige) positive GréBen sind; die Laplaceschen Integrale sind iiber die Ge- 
rade argt = w erstreckt. 
Die Differentialgleichungen (A) werden durch Reihen 
. - 
3.= »' = (a = 1, 2,3), 


z 
n=0 


worin r = ai), U,, = U,, = 0 ist, formal befriedigt. Wir suchen sie 
durch Laplacesche Integrale mit dem Integrationsweg argt = w 








3a = [ w. (tem "dt (a = 1, 2,3) 
zu lésen. Es ist . 
ij - 
= -— | #1. (t) eat, 
4d 3, 1f re 
= — z | tm, e-tdt =— { | rw, (x)dr-e-Mat 
0 0 0 


unter der Voraussetzung 


t 


lim et (rw, (x) dt == 0, 
t-+@« 6 
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Hiernach folgen aus den Differentialgleichungen (A) die Integralgleichungen 


t 


tw, (t) = P f G, 3 (¢ — t) wz (tr) dt, 


—— 


“8 
(B) } (¢— 2x’) w(t) = 2 f Gy g(t — t) mp (z) dr, 





t t 
2aw,(t)+ z [Gsa(t — T) wz(t)dt + {t- t+ 6,,(t—1)]w,(t)dr =0, 


0 


die wir unter Anwendung der Bezeichnung 


halt, t) = ©, 2(¢ — t) (B = 1, 2, 3), 
G, . (t— 1) 
tp (t, t) = 2 —— (6 = 1,2, 3), 
G, .(t —r) 
fap(t, t) = — 2 —— (6 = 1,2), 
t—G,, (¢—r) 
f,3(¢, t) = —————_ 


auf die Form bringen: 
t 


tw, (t) => s j halt, tT) wy (t)dt 


B=1 5 


ae 


w.(t)= J j fag (t, tT) g(t) dt (a = 2, 3). 


B=1 6 


Wir beschreiben um ¢ = 0 einen Kreis R, welcher den Punkt 2 
weder im Innern, noch auf der Peripherie enthalt; wir betrachten einen 
Sektor ©, welcher von zwei von t= 0 nach t = o gehenden Geraden 
begrenzt wird und die Stelle t = 2x’ weder im Innern noch auf der 
Begrenzung enthilt. Wenn ¢ dem Kreis 8 oder dem Sektor S und rt 
der Geraden 0...¢ angehdért, sind die Funktionen f, ;(t, t) (a, # = 1, 2,3) 
regular. Es ist 

fi (0,0) = af} = o+1l=r, 
wobei der reelle Teil von r positiv angenommen werden kann (vgl. § 2). 
Nach Jahresber. 24, 8. 316—318 haben die Integralgleichungen eine Lésung 


wa (t) =p, (t) (x = 1,2;3), 


wo p.(¢) im Kreis 8 und im Sektor S im Endlichen iiberall regular ist. 
Im Kreis & ist 


ptm 


w(t) = 2 Wun TEA) (a = 1,2, 3). 
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Wir nehmen an, ¢ befinde sich im Sektor S auf der Geraden argt = w, 


ei 
wo R 





<0 sein mége, und es sei h >o(mw)>0. Wir zeigen, daB 
|w,, (t)| < Cerl4l 
ist, wenn die positive Konstante C hinreichend gro8 genommen wird. 
Aus den beiden ersten Integralgleichungen (B) folgt 
tl 
@) wosiy | 1G,9(¢— n)-Iup (|x, 
B=1 9 
it| 
®) Mos zo bs [ |.a(t — 2)]- |p (2)|@ |x 
Durch Differentiation der pin Integralgleichung erhalten wir 
dw, 
a stu, (t) = - yYeeo-2 yy | Gig — 2) wp pdr. 
p=1 p=1 9 
Wir fassen") w,(t) = w,(|t|e”) als Funktion von |t| auf und multipli- 
zieren die Gleichung 


aw 2ia 3 a) é 


e ‘ a; on * ’ 
aT _ Fa ltl ws (4) = —e Y’ a wz (t) — 5- ae | G3, (t — tT) wg (t) dt 
f=1 B=1 9 
mit der zu w,(t) konjugierten GréBe. Der reelle Teil der linken Seite 
ist nicht gréBer als die Summe der absoluten Betriige der Glieder der 
rechten Seite. Wir erhalten so 


a’) 


$2 oy (C-|0, (9) 


1 2|w, ()/ eiw 3 


(8) gaz — Il lM OPR aS S a 





t 
i? 


+n D> | | Gig (t — x)| - |, (0)|- |r (x) |r|. 


p=1 ) 
Wir verstehen unter S einen Teil des Sektors GS, fiir welchen 
R £. <0 ist. Es sei R eine beliebig gewiahlte positive Zahl und C so 
groB angenommen, da8 fiir |t| << R und fiir alle w des Sektors S 
|we (t)| = Cerlél (a = 1, 2,3) 


ist. Wir behaupten, daB, wenn R hinreichend groB gewahit war, diese 
Ungleichungen auch fiir |t| > R und fiir alle genannten w gelten. 


1) Vgl. Jahresber. 24, S. 219f. 
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Denn wire dies nicht der Fall, so sei R’ die untere Grenze derjenigen 
Werte von |t|, fiir welche diese Ungleichungen nicht bei allen w gelten. 
Dann sind Werte «=«’, w=w' so vorhanden, da8 fiir |t) = R’, 
o=o',a2=a' |w,(t)| = Cel, aber fir x = 1,2,3, |¢} < R’ und alle 
w von S |w,(t)| << Cet! ist. 

Ist « = 1, so folgt aus der Ungleichung (%,) fiir « = 1, |r| = R’, 
o = o 

: \¢| 
Ceati< ia { Aces odti-ld.Cetlttd|r| 
0 
oder nach Division mit Ce"!'l, wenn 0 << ¢ << h — o(q) ist, 
3A 
: SU-c@—sin 
Nimmt man R hinreichend groB, so ist die rechte Seite der fiir |t} = R’ > R 
geltenden Ungleichung kleiner als 1, also ein Widerspruch vorhanden. — 
Der Fall «’ = 2 wird ebenso behandelt. 

Ist «’ = 3, so wenden wir die Ungleichung (%,) an. Fiir |¢| = R’, 

o =o’ ist 
































1 Ajws (tl? — Ld(cte®*y nicl 
27 ait] 23 =o 
also 
2iw 
hehe! — Cret hit |e) R—— 
a) Is 
<> M36) | Crerhiti 4 = A’ ho + #) (it — led O? g2h Iel | z| 
2a al 
p=1 0 
oder 
h 8 as’) 3A’ 
ia % + i@h—em—aia’ 





<a 0 im Widerspruch mit der Annahme ie < 0. 


Nehmen wir, was keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet, 
a reell negativ an, so ist die Ungleichung 


|w, (t)|} << Ce*'*! fiir R(e?*”) = cos2w > 0 
erfiillt, d.h. fiir die Sektoren — = <a< 3 und — “2 <o<- SR 
soweit diese dem Sektor S angehéren, d. h. den Punkt x’ nicht enthalten. 
Das Laplacesche Integral 


3e = f we(the-t#dt 








658 


der Ungleichung — $ —ow< argr< > —o geniigt. 
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mit dem Integrationsweg argt =  existiert nur in einem Gebiet, welches 
Ist z. B. 


» 
a”) reell 


negativ, so sind die beiden rein imaginaéren Werte von x’ in keinem der 


beiden Sektoren — = < wm < 2 und — =a <o<— 3s enthalten. 
4 4 4 4 


Je 


nachdem w in dem ersten oder zweiten dieser beiden Intervalle variiert, 


—. das Giiltigkeitsgebiet des Fag eres Integrals zwischen — - 


und 22 z 


Pi 4 
* oder zwischen — und 2 r\ 


4 


Wegen xz = ist in beiden Fallen 


das SPN AE (A”) vermittelst Laplacescher Integrale 


in einem Gebiet gelést, fiir welches — 


in die beiden Intervalle 


—-j<o<0md0<o0< 


z(- 


°° < argz < = ist. 
a) reel] positiv, so ist fiir x’ > 0 (x <0) das Intervall 

a 4 4 

<r ee 


(-F<e<-¥ 


4 


— Ist z. B. 


>; <o<—aund —a<w<—*3) 


zerlegt. Fiir x’ > 0(x’ < 0) treten an Stelle des Giiltigkeitsgebietes 
32 32 
— > < argz < » 


die Giiltigkeitsgebiete 


32 a 
— yz <agi<g 


G 


von Integralen. 


< argit < 


2 


und 


und 


4 
(4 


72) 
< arg: <7) 


—% <agr< 4 


= <argi< im) 


gleichungssystems (A”) in Gebieten, welche in den Sektoren 


— 53 <amge<a und — x < age < *2 


legen. 


Wegen z= x* haben wir Lésungen des Differential- 


— Das Laplacesche Integral 3. wird durch die formale Reihe 


fiir 3, mit dem einen oder anderen Wert von ~’ asymptotisch dargestellt. 
In den Differentialgleichungen am Anfang von § 4 setzen wir jetzt 


a, = 0. 


entweder das System 


yz = 0, 
+ ) ye = 0, 


Indem wir die Rolle von y, und y, vertauschen, betrachten wir 
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mit a + 0 oder das System, welches aus diesem hervorgeht, wenn man 
die dritte Differentialgleichung durch 





dys : ays 
Fteytnt SY (+..-)y =0 
A= 
ersetzt. 
Diese Differentialgleichungen werden durch Reihen 
. - 
Ye = = a” +n 


n=0 
formal befriedigt; es ist r = a!) und A,, beliebig, A,, = 0, A,, = 0. 
Den Differentialgleichungen ordnen wir unter Anwendung der Be- 
zeichnung 


Gael) = Deep 


i=1 : 


die Integralgleichungen zu: 
— 
tw () = 2 J Grp (t — 2) w(t) dr, 
=1 


0 


3 t 
(t — a) w,(t) = P J Gap (t — tr) wp (x) dr, 


~ 


(t—a)w, (t) = z [ Gs (t — 1) up (x) dr. 


Im Falle des abgeinderten Differentialgleichungssystems ist die dritte 
Integralgleichung durch 


ey t 
(t — a) w,(t) = w(t) + EY | Grp (tt) ws (t)dt 


§==1 0 


oder unter Beriicksichtigung der zweiten Integralgleichung durch 


3 t 
(t—a)*w,(t) = ¥ f (Gre(t — t) + (¢ — a) Gya(t — 1) ws (x) dt 


aaa 0 
zu ersetzen. 


Die Integralgleichungen lassen sich schreiben: 


tw, (t) = Z { fia (t, t) wz (rt) dt, 


w, (t) = z { fap (t, Tt) wz (t)dt (a — 2,3); 
dabei ist ley 
fie (t,t) = Gis (t — 1), 
G,4(t— 1) 
fag (t, t) = (« = 2,3); 
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im Falle des abgeinderten Differentialgleichungssystems ist 


fsa (t,t) = a Sa - me. 

Wir beschreiben um ¢ = 0 einen Kreis 8 von einem Radius kleiner als 
\a|; wir betrachten einen Sektor S, welcher von zwei von t= 0 nach 
t = o gehenden Geraden begrenzt wird und die Stelle a weder im Innern, 
noch auf der Begrenzung enthalt. Die Funktionen f,,(¢,r) (a, = 1, 2,3) 
sind regulir, wenn ¢ dem Kreis R oder dem Sektor S und + der Geraden 
0...¢ angehért. Es ist 


f,, (0,0) = o+] = at) =f, 


wo der reelle Teil von r positiv angenommen werden kann. Die Integral- 
gleichungen besitzen eine solche Lésung w, (t), daB t-"+'w, (t) im Kreis 8 
und im Sektor S im Endlichen regulir und im Kreis & 


ete 


W, (t) —_ >» Aun TT) 


n=0 


ist. Das Verfahren Jahresber. 24, S. 321/22 ist hier ohne weiteres an- 
wendbar. Wie friiher werden die Differentialgleichungen durch Laplacesche 
Integrale befriedigt. 


§ 5. 

Die in § 1 gestellten Aufgaben kénnen mit den in § 2 bis 4 dargestellten 
Methoden behandelt werden. Wir fiihren einen Teil der Aufgaben unter 
vereinfachten Voraussetzungen durch"). 

Die Lésungen des Differentialgleichungssystems der Funktion I’, mégen 
unter der Annahme untersucht werden, da® der Punkt z,y auf der Ge- 
raden z = at, y = bt ins Unendliche geht. Die in § 1 aufgestellten Diffe- 
rentialgleichungen sind fiir z, = 0, y, = 0 


"l 
bo 
o 
a 
i=) 
s 
+ 
a 
— 

| 
=| 
x 

D> 


=} 
f£—=—p =0, 


"—1 
a= rey ee 0; 


12) Der in den folgenden Beispielen auftretende Exponent r kann mit positivem 
Realteil vorausgesetzt werden. Wie in § 2 erreicht man durch eine einfache Trans- 
formation der abhangigen Veranderlichen, daB der reelle Teil von r beliebig groB wird. 
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durch die Substitution 
_ ap—bq 
_ enue” 
s, = 2+ ee—les 


“Va—Vo ’ 


_. , Vap+Veg 
eee FSF 
oder 
z~= —2,+ 24%, 
= 
P= 4 — RBS, 
g=4,— as a 
gehen sie iiber in 
é Eas 
Si +(e +b)2, 4 +1 20, 
E as, 


t+ 2 Yabs, ~ EL oe 


1 ake 


— SY¥abs, + = — = 0, 


wo die ag iiaiaalle Funktionen 0-ten Grades in a,b} sind: 


» _ B’Va—p Vo 
‘3 2(Ya—Yo)’ 


eo} = 


a} = 1—p—p', ay = EE toh, 

a =1-p—6, a=} a= ah—4, 

a =1-B-f, a= aQ—}, a=} 

Zunichst sei a + 0, b+ 0, a+. Wenn wir 
2, = e~ (G+ dit 18) 


setzen, haben wir die Differentialgleichungen 


hy... = 0, 
“b — (Ye — Vb)? 3, + ... =0, 
os — (Va + Vo)*3, +... =0 


18) Der Index i durchlauft die Werte 1, 2, 3. 
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mit der formalen Lésung 





3in 
a= vt 
n=0 
Es ist r = a) = 1 — 6 —f und 3,, = 3,, = 0. Aus 
Ndin = A} gan + a!" Bsn; 
_ —_ 3 
(Va — Vb) ten = J ayede,n—1 — (7+"— 1) ¥, n—1: 


k=1 
8 

(Va + Vo aan = 2 ait ae, n—a— (r+ — 1) dn 
1 


ergibt sich 3:n = 3:n (4,6) als rationale Funktion von Va, Vb, welche in 
a,b homogen vom Grad — n ist: 
din (TO, TH) = 1" 3,» (a, 5). 
Demnach haben wir 
= > b 
2, = eet EER +H —2 ~ 
dabei ist 
Ban (4 5) 
—— = 3n(Z, y). 


e~(a+bt = ge-F, 
Die Substitution 
z; = e2 Vadts, 
fiihrt auf die Differentialgleichungen 
th 064 Hirt =o 
Th + 4Vabm+ ...=0, 


dz fe 
a t+-:-=0 


mit der Lésung 


~™ 


3in 
= Ps gts” 
n=0 


Dabei ist r = af) = 4 und 3,, = 3, = 0, ferner 


X3s5n = at) bin + a!) n? 


= 3 
— (Va + Vb)? 3in = 2 aye de, n—1— +2131, 0-3, 


k=1 


as 3 
—4 Vab jon = Z aft 3, 2-1 — (r+"—1) 32,n-5 


k=1 


so da8 3,, wie vorhin von a,b abhingt. Wir haben 
a= er Vabey-4 ye: 














ees 





— 
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es ist 


b 
Le 
Durch Anderung des Vorzeichens von \b ergibt sich hieraus 
weitere Lésung. 
Der Fall a = 6 = 1 ist besonders zu behandeln. 
Die Differentialgleichungen 





dz 
dt = P+ 
dp B 1 
eee tT inthe ha ky 
dq _ | fs} 
a= 2z2+p—q-— 7t+ > 
gehen durch die Substitution 
~2=Pp-4, 2, = 2— Pot 2, =2+Pts 
iiber in 
Taz 
dz, ‘ sont ik “k 
at + <2, + t > 0, 
Zaz 
d ri 2k "k 
a +2 2,+- — =0, 
) 
ea 2 ! pz tke 
Zee eS 
dabei ist 
‘Om 1 an Ce a) — 0 OQ) = § 
— 9° ee a, wary — £, 
B— 1—p—8 1 
oy =F, a, = 5, 
B'—8B B+ p—1 1 
a) = —— a!) = 2 », B= z 
Wenn man 
% = e~ #3, 
setzt, hat man die Differentialgleichungen 
d d dz. 
t+...=0, B+...=0, B—43.4...=0 


von der Form (A’) in § 4. Es ist 


43* 
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eine 











2 
that (FE nt 

also entweder 
(1) r= 1—ftF, 4, = 8, 
oder 
(2) r=, ne =O. 
Der Ansatz 

2, = 3, 
fiihrt auf die Differentialgleichungen 

Sh 4at... =0, that... = 0, shy... =O. 
Wir setzen 
w= Sh 


und haben r= 4, d10 = dao = 0. 
Zu den Differentialgleichungen fiir z,, z,, 2,, wie sie im allgemeinen 
Falle a + b gelten, gehéren nach §2 die Differentialgleichungen 


(f — a — b) St = (a — 1) w, (0) + afm, (C) + aw, (2), 

(¢—2Vab) se = agsw, (2) + (af) — 1) w, (2) + (Qu, (0), 

C+ 2 Vab) Set = ag w, (C)-+ a(%w, (6) + (a9 — 1) w, (0) 
mit einer der Bedingungen: 


(1) w, (a + 6) = w, (a + 6) = 0; 
(2) w, (2 Vab) = w, (2 ¥ab) = 0; 
(3) w,(— 2Yab) = w,(—2Vab) = 0. 


Die Laplaceschen Integrale 


w= f wi(tyesae 


stellen, je nachdem als untere Grenze a + 5, 2 Vab oder —2 Vab gewahlt 

wird, drei verschiedene Lésungen der Differentialgleichungen fiir 2,, 2», z, 

dar, die durch die aufgestellten Reihen asymptotisch dargestellt werden. 
Im Ausnahmefall haben wir Differentialgleichungen 


C— Fe =.., C—O =... C+) = 

















ea ae 


wre pee 


TET OSes 
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die unter einer der folgenden Bedingungen zu lésen sind: 


(1) w, (2) = w,(2) = 0; 
(2) w, (2) = w,(2) = 0: 
(3) w, (—2) = w,(—2) = 0. 


Wir haben zwei Systeme Laplacescher Integrale 


a == fw (C)e- sae 


mit der unteren Grenze 2 und eines mit der unteren Grenze — 2, welche 
durch die fiir den Ausnahmefall ermittelten Reihen asymptotisch dar- 
gestellt werden. 

Auch in den Differentialgleichungen der Funktion ®, setzen wit z = at, 
y = bt. Wenn wir in §1 z, = 0, y, = 0 setzen, haben wir die Differen- 
tialgleichungen 


& =ap+byq, 

d = 
2 =ap+= te, 
dg _ Biz—yq 
Bort. 


welche durch die Substitution 
24=2-p-q, 2% =P, 2,>= 4; 


Z=UAtyt+%y, P=m, I= %s, 








in 
dz, , af)z,+afPz,+al)z, 
at + t — 0, 
dy _ 4,4 Mtatalataa _ ¢ 


$5 _ be, + as) 2 + eit + ai3% _ 9 
tibergehen; dabei ist 
a =B+f, a =P+h—», a=B+f-y, 
a=-B, o=7-f, — a=-Af, 
a = —f', a= —Ff' ay =y—f. 
Wir machen die Annahme a + 0, b + 0, a+b + 0. Unsere Diffe- 
rentialgleichungen besitzen als erste formale Lésung 


a= 5’ te,. 


n=0 
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Dabei ist r= a = 6+’ und z,,=2z,,= 0. Aus den Rekursions- 
formeln 


a) q@) 
N2n = Gyo Zan + A3 Zn. 
3 


G2, = as? Ze, n—1 — (r+ —1)3e,n-1, 
ps4 


3 
bun = Do Ost %,n—1 — (7+ — 1) 35, n—1 


ergibt sich z,, = 2;,(a,5) als ganze homogene Funktion n-ten Grades 
von 3 . a so daB 
a’ b 
Zi, (ta, Tb) = t-" 2%» (a, 5) 


ist. Wir haben demnach 


co 


= atF as we = Ei 7 Zz Zin (2, y)- 


n=0 





Als zweite Lésung haben wir 


« 


Pe. oe 
nae » res 


n=0 





Es ist r = af? = y —B und 3,, = 3:9 = 0, ferner 
M3on = G31 Bin + 435 Bans 


@tin + y at 3, n—-1 =(r+2—1) di, 0-1, 
k=1 
3 


(a — b)3sn + D> a8 ae, x1 = (r+ = 1) 33, n—1 


k=1 
so daB sich 3,, = 3,,(4, 6) als ganze homogene Funktion n-ten Grades 
von =, — ergibt: 
din (TQ, tb) = T " din (a, b). 


= — ett ti—y yen ee a 


n=0 


Es ist also 


Dabei ist 


3,n (4 5) 
” 


Man erhilt eine dritte Lésung, wenn man in der zweiten a und b 
vertauscht. 


et! = é, = dun (2, y). 








rm aE 
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Im Falle a = 6 = 1 werden die Verinderlichen z,, z,, z, beibehalten. 
Die erste Lésung bleibt bestehen. Die Substitution 


ay = Ch, 
fiihrt zu den Differentialgleichungen 
a3 a d 35 ve d 33 yor 
qotat---=9, Gt:::=% gt---=0 


von der Form (A’) in §4. Man hat 


% 3in * 
a= wt , 
n=>0 





es ist 3,, = 0 und 
(y —B —1)3e0 — Base = 9, 
— Bdeot+ (vy —f —1) ds. = 9, 


also entweder 


(1) oa 7, 320 + 330 = 9, 
oder 
(2) r=y—p-P, B dso = Baso- 


Die Laplaceschen Integrale, welche durch die aufgestellten Reihen 
asymptotisch dargestellt werden, kénnen wieder nach der in §2 dar- 
gestellten Methode gebildet werden. 

Die Differentialgleichungen der Funktion ®, gehen fiir + = at, y = bt 
iiber in 


Nn 


d 

; a= 7p + 5g, 
d = 
= ap+& =r? 
dq __z—vq 
dt t 





oder, wenn 
,=-% %~=—p-%, %4%=—?P 
gesetzt wird, in die Gleichungen 
dz ¥2,+%—2y 
at + tpHS wo, 
d = 
St + bs, + at & B)% 9, 
dz, 
at 
welche die Form (A”) in §4 haben, wenn a + 0, 6 + 0 ist. Hier be- 
schranken wir uns der Einfachheit halber auf reelle positive Werte von 
a, 6 (und von 2). 


ve byt O— fs = 0, 


— az 
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Durch die Substitution 
t=, s,=e"'Z,, 2 = te” 'Z,, z, = e*''Z,, 
3, = #«Z, —22Z,, 3,=*2Z,+22Z,, 3,;=2,, 
wo nacheinander beide Werte x’ = + 26 einzufiihren sind, ergeben sich 


unter Anwendung der Bezeichnung 


a) = af) =B+y+ yz, ay = a= —b+y—z, 


ap =a=—2¥, a? = — af? = 4(8 —y), 
a= —4F, a=F, a=, af =2y—A) 
die Differentialgleichungen ‘*) 


44 Satara 





<3) + 2x 3, + 1 Y 9n3, 488 2 3, =0, 


k=1 


t-1 Se — 6 3, + 1y as? 32+ of? 2. an @. 


k=1 


Diese werden formal aes durch Reihen 


3 — > ae 





worin r=B+y+4, a,, = A,, = 0 ist und die Y,, sowohl fiir 


=+2Vb (positiv) als auch fiir x’ = — 2 Vb (negativ) zu bilden sind. 
Diesen Differentialgleichungen ordnen wir die Integralgleichungen 


Cw, (f) = Z 08 fustoyde tap fC—aeedr, 
(© — 2x) (0) =F aft fue (ede + of? fC — 2) wy (ea 


2aw,(t) = 5 oft fuscerae + ft- t +a) (¢ — t)]w, (tr) dt 


za, welche durch inital Differentiation in Differentialgleichungen 
tibergehen. Die Lésung 


r+n—t 
Ww; (t) = 2 Un ae n) 


14) Die GréBe a in den Gleichungen (A) ist hier durch — a ersetzt. 
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und ihre Fortsetzung (wie in § 4) dient zur Bildung der Laplaceschen 
Integrale 


Bi = J w(SpeF*de. 


Was in § 4 iiber die Integrationswege und Giiltigkeitagebiete der den 
Differentialgleichungen (A) geniigenden Laplaceschen Integrale gesagt 
worden ist, gilt auch hier, wenn man x’ = + 2 Va durch x’ = + 2Yb, 
ferner t, und z bzw. durch ¢, t und ¢ ersetzt. 

Durch die Substitution 

% => ett ay, 
erhalten wir unter Anwendung der Bezeichnung 
av=% a2=1, af =—1, 
a= 0, a= b, ay =f, 
af? =0, a =f, a =y—B 
die Differentialgleichungen 


om + au, ++ TD ait = = 0, 
£4 + att, + bu, + + ry tte = 0, 


Tt 7D alu =0 


mit der formalen Lésung 


% = Py = 
n=0 


worin r = y — B, A,, = A,, = 0 ist. Die entsprechenden Integral- 
gleichungen 





(F — a), (0) = Dai? f w, (2) dr, 
(¢ — a) w,(¢) = bw, (¢) + z ot f uted 


Sun(t) = Fal? rf we (x) dt 


gehen durch Differentiation in titaicitibina erster Ordnung itiber. 


Mit der Lésung 
t’ +a—3 
ame F 4. Seo oom 


n=0 
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und deren Fortsetzung bilden wir die Laplaceschen Integrale 
u, = f w,(f)e-sde, 
0 


welche, wenn das Argument w = arg{ des hot oe zwischen 
0 und — 22 variiert, fir — z ~ < argt <= * (insbesondere auch fiir 
argt = 0 und argt = 22) ites und PA die oben angegebenen 
formalen Reihen asymptotisch dargestellt werden. 
Das Differentialgleichungssystem der Funktion I’,, in welchem x = at, 

= bt gesetzt wird, ist am Ende von §1 aufgestellt. Durch die Sub- 

stitution 
1=% Y=I-FP 4=P 

geht es iiber in 


d 
= = bz, + 2az,, 


= (-24+...)q +(- - ten F + ++ )% 


+ (sO Fe +...) Zs, 


t- ee = (= + ...)4+(F +...) 2 + (2ab+ _ + ..5) 2, 
wo an Stelle der Punkte Glieder mit ¢-°, ... stehen. Setzt man 
Z,=24+%, 24=%, Z2,=4%,, 
so hat man Differentialgleichungen von der Form 


ors + 2aZ, + yv( 


k=1 





a 


(8 4...) =0, 


(1) 


oP +62, + 3G+.. .)Zy = 0, 





(1) 
t-1421 _ 9467, + 2 (38 + ...)& =o; 
dabei ist 
a) =a? =~, a®=aM=1+a—fB—f', aM =a = — a ) 
ayy = —2ba, a= 2ba, af? =O. 


Dieses System, in welchem a + 0, 6 + O sein mége, kann 4hnlich 
behandelt werden wie das System (A) in §4. In den auf (A) beziiglichen 
Formeln ist 2x’ durch 6, a durch — ab zu ersetzen; der Hinzutritt des 
Gliedes 2a Z, bedingt keine wesentlichen Anderungen. Wir nehmen a > 0, 
6 > 0 an. 
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Unserem Differentialgleichungssystem, welches durch Reihen 


2 


A 
= in 
= Dt 
n=0 


mit A,, = A,, formal oe wird, ordnen wir die Integralgleichungen 
Cw, (0) = 2am,(0)+ 2 E fou —om(ner, 


CH) = 5 fers — 1) uy (t) dr, 


2 ; 
abw,(t)= 2 [@x(¢—1) wy ()dte +f [—14+6,, (6 —r)]w,(t) dr 


zu, wobei 


= 


—% 
G4 (¢) = Ps as; am Ip! 
a 1 


ist. Vermittels der Lésung mit der singuliren Stelle ¢ = 6 


tr+n—1 
w; (0) = ys 4n 7 Trt) 
bilden wir die Laplaceschen Setepeile 


Z, = { w(o)e—*de, 


deren Integrationsweg arg ¢ = w wegen ab > 0 die Bedingung cos2w > 0 
erfiillen mu8; wegen b > 0 ist w = 0 auszuschlieBen. Demnach kommen 


die Intervalle —-Z<o< - *7,0<a0< 4 und — = <o<0 
in Betracht. Ihnen entsprechen Giiltigkeitsgebiete der Laplaceschen 
Integrale, welche den Sektoren = < argt< a, -- “2 < argt < =: 


- 5 <argt< ha angehéren. In den Giiltigkeitsgebieten geniigen die 
Laplaceschen Integrale den Differentialgleichungen und werden durch die 
formalen Reihen asymptotisch dargestellt. 
Wenn man 
Z, = e~"* 3, 
setzt, erhilt man die Differentialgleichungen 


43-03, +203.+ 3 (P+...) 3.=0 


or + 2 (8 : :) 3. = 9, 
a) 


-1 43: 3s _ (2ab+ +) )a+ (E+ ...) 3x =0, 


“ 
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welchen Integralgleichungen 
(¢ + 6} w, (¢) = 2aw, (2) + ..., 
Cw,(f)=. 
abw, (¢) = 
entsprechen. Der formalen Lésung der Differentialgleichungen 
— Of 
3= 2 ts 


mit U,, = A,, = 0 entspricht die Lésung 


ert n—1 
Ww; () = Z €.."%257 T(r+n) 


der Integralgleichungen mit der singuliren Stelle = — 6. Der Inte- 
grationsweg arg ¢ = w der Laplaceschen Integrale 





3: = J w(f)e**#aZ, 





welche den Differentialgleichungen geniigen und durch die —— saad 
— dargestellt werden, a den Intervallen — 7 7< o< = ; 


a ~<w<—a, —2<w<— Tr * angehéren, so daB ue Cig 
nisin Niacin - a < argt <¥ ; - — < argt< =, 
= < argt < 7 liegen. 

Durch die Substitution 


Z, = ele U,; 
erhilt man die Differentialgleichungen 
rf 
- 1) + 2460, + 2, + SF +. )U U0, = 9, 


e 
1 hh + (20642 + SF +. Ju U, = 0, 


4B Bs.) oo 


mit der formalen Lésung 


U,= ar raz 


wo r = af) — ¢ af) und A,, = A,, = 0 ist. Wir wenden auf dieses 
System die in Math. Zeitschr. 3, S. 284—291 dargestellte Methode an (fiir 
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die es nicht wesentlich ist, daB die a.a.O. mit a,,..., a, bezeichneten 
GréBen voneinander verschieden sind). Den Differentialgleichungen ordnen 
wir die Integralgleichungen zu: 


2(f — ab) w,(¢) = Ef aut —1)w,()dt (§ = 1,2), 


abu, (0) = 5 J Gay (6 — nun (e)de; 





dabei ist 
=> @) p2 7 
Gxt) = De, 
_ (a), 
o a ne 
Gu = Za fir i = 1, k= 1,2 und i =2, k=1,3, 


a 7) 
wahrend die Reihe auf der rechten Seite in den Fallen i = 1, k = 3; 
i = 2, k = 2 bzw. die Funktionen darstellt: 


a 


ry 


G,(0- 422 —; 4,40) 
7 


Vermittels der Lésung 








rtm, 
w(t) = An ED 
— \ 2 


der Integralgleichungen mit der singuliren Stelle ¢ = ab > 0 und ihrer 
Fortsetzung bilden wir die Laplaceschen Integrale 


U, = [ w(tye* ae, 


welche den Differentialgleichungen geniigen und durch die oben an- 
gegebenen formalen Reihen asymptotisch dargestellt werden. Der Inte- 
grationsweg arg {= variiert entweder zwischen 0 und 22 oder 
zwischen — 2” und 0. Demnach existieren die Laplaceschen Integrale 


in einem Gebiet, welches entweder dem Sektor — 2 <argt< + oder 
dem Sektor — = <argt < o3 angehort. 


Man hitte iibrigens auch Laplacesche Integrale von derselben Form 
wie bei dem Differentialgleichungssystem (A) verwenden kénnen; die an 
der dortigen Methode anzubringenden Abanderungen sind leicht ersichtlich. 
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§ 6. 

Das Dijferentialgleichungssystem der Funktion ®, hat in der Umgebung 
des Schnittpunktes x =0, y= 0 der drei singuliren Linien der Be- 
stimmtheit x = 0, y = 0, = y nur das eine bekannte Integral 9, Um 
das Verhalten des allgemeinen Integrals bei der Anniherung an die Stelle 
z= 0, y=0 zu untersuchen, setzen wir, wie in §5, z = at, y = dt, 
wodurch wir wieder das Differentialgleichungssystem 


d 

a = ap+ bq, 

dp _ _ fz—(y—at)p 
dt t “ 
dq_ fz—(y—bt)g 


dt t 
erhalten. Wir lassen jetzt ¢ zur singulaéren Stelle ¢ = 0 gehen, die eine 
Stelle der Bestimmtheit mit der determinierenden Gleichung 


=. @ 0, 0 
B, —7—@ 0 =el(o+yv’ =0 
B’, 0, —y—e| 


ist; die Determinante auf der linken Seite hat die Elementarteiler 0, 
o+y, O+Y: 
Wir haben eine Lésung in Form bestindig konvergenter Reihen 


3 = - 2,0, >= P 4 Prt", I= 2 Gn t"; 
n=0 n=0 n-=0 
z, ist willkirlich, 


fe ¢ es. 


Po y age See 


Zn» Pn» Yn bestimmen sich aus den Rekursionsformeln 


NZ, = 4Pn—1 + bGn—1, 

(n + 7) Pn — Bz, = 4Pn—-1> 

(+7) qn — Btn = bGn—1 
als ganze homogene Funktionen n-ten Grades von a, b, welche den 
Faktor z, enthalten. Die Reihe, welche man so fiir z erhalt, stimmt, 
wenn wieder z = at, y = bt gesetzt wird, mit z,®,(z, y) iiberein. 

Wir haben eine weitere Lésung in Form bestindig konvergenter 

Reihen 


z=t7 z inf”, pt? z Pa, gat? b Gn; 
n=0 n=0 n=0 
es ist 3, = 0, wahrend p,, q, willkiirlich sind; 3,, p,, q, ergeben sich 
aus den Rekursionsformeln 


(n — y)3n = @Pn—-1 + OQ,-1, 
NP, — Bin = @Pn—1, 
On — f 3n = bQ,-1 
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als lineare homogene Funktionen von p,, q, und als ganze homogene 
Funktionen n-ten Grades von a, 6. Wenn wir 


an (@, 6) = py 3e” (a, ) + a4 3,” (a, 5) 


setzen, so daB 3,’ (a,b), 3¢(a,6) ganze homogene Funktionen n-ten 
Grades von a,b iad, a die Reihen 


eat 53M, er =e 2% an’ (x, y) (h = 1, 2) 


n=0 
und die entsprechenden Reihen fir p, ¢ es Verhalten zweier Integrale 
bei der Annaherung an z = 0, y = 0 dar. 
Das Differentialgleichungssystem der Appellschen Funktion") 


a we (a, A-+ u)(B, A) (B’, u) 
F, (a, B, B’, : 2, y) —_ G, a+ un) (1,4) (ys) x? y*, 





namlich 
dz=pdz+qdy, dp=rdz+sdy, dqgq=sdz+tdy, 
wobei 
_ #8 (z—y)2—[y(2— y)— (+ B+l) a+ (at B—-B +) 2 yt BylptBy(l—yi¢ | 
“ a(1—2z)(x— y) 
mys 
z—y 
ist und ¢ aus r durch Vertauschung von §, f’, von x,y und von p,¢ 
hervorgeht, hat die singuliren Stellen der Bestimmtheit s = 0, x = 1, 
z=o,y=0,y¥=1y= 0, 2=y. Wir kennen in der Umgebung 
von z= 0, y=O0 nur die eine Reihe F, (a, 8, f’,y, z,y) und in der 
Umgebung von t = ow, y = o nur die eine Reihe 


o-ty-*F, (B+ 6’ —7 +1, BB, B+B'—a+1, 2, ). 


Um das Verhalten simtlicher Integrale bei der Annaherung an den 
Schnittpunkt « = co, y = o@ der drei singuliren Linien zt = w, y = 
xz =y zu untersuchen, setzen wir s = at, y = bt (mit anderer Be- 
deutung von ¢), wodurch wir die Differentialgleichungen erhalten: 





8 


dp _ «Bz—[y—(2+ 8+ bed p+ peg 
A t(1—at) 


dq _ «f'z+f'atp—[y—(a+ B+ 1)btg 

at t(l — bt) 
Um das Verhalten der Integrale in der Umgebung der singularen Stelle 
der Bestimmtheit ¢ = o zu untersuchen, setzen wir 


P <i 
at’ 1 oP 








s=2Z, p= 


18) A.-K, S. 44, 53. 
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wir erhalten die Differentialgleichungen 


1% = P+9Q, 
t(at — 1) $° = —at(xpZ + (a +6) P+AQ)+yP, 
t(bt — 1) 99 = —bt(ap'Z + P+ (a+f')Q) +70 
Die linke Seite 
—_ 1, 1 
—af, —a—B—@, —8B = —(e0+ 6+) (o+a) 
— af’, — f, —a—f'—¢ 


der determinierenden Gleichung hat die Elementarteiler 9 + £ + f’, 
e+a, e+e. 
Wir haben zunichst die Lésung 


Z = rer SS, pater 3" es 7 Q@=rr-r a: 


es ist P, = 63,, OQ, = #’ 3,, und aus den Rekursionsformeln 
(n+ B+ B)3n+ Ba + 2, = 0, 
(n —aB) 3, —(a —#’) P, — BQ, = —(n—1) =! 4. 8 +f —y) B=, 


(n— af’) Bn —B By — (@—f)Qq = — (n— 1) 28=* + (B+ fy) 


ergeben sich 3,, %,, O, als ganze homogene Funktionen n-ten Grades von 


+, {- Schreibt man ee $)> 80 ist 


1 +) _ re 
n=0 rr 2 3. (> 
eternetrr Sab} 
ist die bekannte Reihe. 
Wir haben die weitere Lésung 


Z=t- 





es ist 
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wo ,, Q, willkiirlich sind, und aus den Rekursionsformeln 
(n + a) 3n + Ba + Q, = 0, 


3, + 0B, = (2—-y —2+ I—— Ya), 


n3,+n2Q2, = ey a 
ergeben sich 3,, %,, Q, als lineare homogene Funktionen von $,, Q, 


und als ganze homogene Funktionen n-ten Grades von =, +: Wir 
schreiben 
: 
3a = 3a (+, F) = Be (=, 5) +2.30(2, +): 
Dann stellen die Reihen 
r *) 
3” (5 a’ ¥ 


Sere J 2S! v) =r Y30(2 ,<) (h=1,2) 


a=0 y) 


und die entsprechenden Reihen fiir P, Q zwei weitere Lésungen unseres 
Differentialgleichungssystems dar. 


(Eingegangen am 18. 5. 1935.) 
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Fortsetzungsrelationen bei den Lisungen gewéhnlicher 
linearer Differentialgleichungen. 


Von 


Ludwig Hopf in Aachen. 


I. Problemstellung. 


Die allgemeinste Methode, um Lésungen linearer Differentialgleichungen 
zu gewinnen und zu diskutieren, besteht in der Entwicklung in Reihen, 
deren Koeffizienten unmittelbar der Differentialgleichung entnommen 
werden kénnen. Man erhilt in bekannter Weise konvergente Reihen von 
einem nicht oder unwesentlich singuléren Punkt aus und semikonvergente 
(asymptotische) Reihen von einem wesentlich singuliren, meist ins Unend- 
liche verlegten Punkt aus. Die groBe Schwierigkeit, welche dieser Methode 
bisher anhaftet, liegt in der Frage der Zusammengehérigkeit der Reihen. 
Eine derartige semikonvergente Reihe vom Unendlichen aus ist zwar 
immer eine Lésung der Differentialgleichung, aber nur bis auf einen nicht 
beliebig verkleinerbaren Rest, und die Folge davon ist, daB sie nicht fiir 
alle Argumente dieselbe Lésung darzustellen braucht; es bleibt also hier 
zunichst noch das Problem, die bestimmte partikulire Lésung der Diffe- 
rentialgleichung, die etwa fiir positiv reelle Variable durch eine solche 
semikonvergente Reihe angenihert wird, zu andern Argumenten der Va- 
riablen fortzusetzen und fiir die ganze komplexe Ebene festzulegen. Auch 
wissen wir zunichst noch nicht, welche Partikulaérlésung vom Punkt im 
Endlichen aus und welche vom Unendlichen aus zusammengehéren oder 
welche asymptotische Reihe eine bestimmte, durch eine konvergente Reihe 
gegebene Lésung bei groBen Werten der Variablen annihert. 

Die folgenden Uberlegungen sollen einen Weg zeigen, auf dem sowohl 
die Fortsetzung einer asymptotischen partikuliren Lésung von einem Ar- 
gument zu beliebigen anderen, als auch ihre Verkniipfung mit den kon- 
vergenten Reihen aus dem Endlichen gewonnen werden kénnen. 

Die asymptotische Lésung, welche zu einem irgendwie eindeutig defi- 
nierten Integral der Differentialgleichung gehért, wird mit unbestimmten 
Konstanten fiir jedes Azimut hingeschrieben, nachdem durch Einfiihrung 
einer geeigneten unabhingigen Variablen Eindeutigkeit) der Lésung klar- 
gestellt ist. Dann werden Cauchysche Rundintegrale iiber diese asymp- 
totischen Lésungen, multipliziert mit verschiedenen Potenzen der unab- 
hangigen Variablen, gebildet und identifiziert mit den entsprechenden 
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Koeffizienten der vom Nullpunkt aus entwickelten konvergenten Potenz- 
reihen, und zwar mit den negativen und den positiven Potenzen. Daraus, 
da8 eine Anzahl solcher Potenzen verschwinden muB, ergeben sich gerade 
geniigend Bedingungen, um die in der asymptotischen Entwicklung auf- 
tretenden Koeffizienten — die Umlaufkonstanten — zu bestimmen. Alle 
anderen Koeffizienten nehmen dann von selbst — wie immer wieder 
durch Proben gezeigt werden wird — die richtigen Werte an. Der Gang 
der Rechnung ist am einfachsten aus I,§3 und §4 zu erkennen; der 
Beweis, daB man derartige Cauchysche Integrale bilden kann, findet sich 
in I,§ 5. Von Fallen, in welchen die Cauchyschen Integrale nicht kon- 
vergieren, daher unsere Methode nicht direkt angewendet werden kann, 
ist in II, § 4 die Rede. 


Il. Einfachster Fall. 
§ 1. 


Reihen vom Nullpunkt aus, 


Die Methode soll zunichst an einem einfachsten Fall erlautert werden; 

wir suchen die Lésungen der Differentialgleichung 
i ers 

(1) ae eg = 6; 
es gibt keine andere allgemeine Methode, um zu den Lésungen zu ge- 
langen, als die Reihenentwicklungen. Die Differentialgleichung hat keinen 
singularen Punkt im Endlichen; die Lésungen sind also ganze trans- 
zendente Funktionen und werden durch folgende Reihenentwicklungen 
vom Punkte z = 0 aus dargestellt: 


at? ents 








2) n=1l-BypHety + whet Heo artH 
3 gt3 gh t5 
3) t= 2— GFHwts + THe DOr oanTH 


Die folgenden Uberlegungen werden sich im wesentlichen auf die Tat- 
sache stiitzen, daB eine Lésung von (1), nach Potenzen von zx entwickelt, 
keine anderen als die in (2) und (3) vorkommenden Potenzen enthiilt, 
keine negativen Potenzen und keine zwischen z' und z"+?* usw. gelegenen. 
Wir werden diese Bedingungen spiter dazu benutzen, um einen all- 
gemeineren, die Differentialgleichung befriedigenden Ausdruck so zu 
spezialisieren, daB er eine Lésung wird. 

DaB8 die Formulierung solcher Bedingungen nicht auf unendlich 
viele Gleichungen fiihren mu8, folgt einfach daraus, daB die Rekursion 
fiir die Koeffizienten eine endliche Anzahl von Gliedern hat. 

44% 
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§ 2. 
Asymptotische Naherungen. 
Lésungen lassen sich andererseits auch aus den bekannten asympto- 
tischen Naherungen aufbauen, welche die Differentialgleichung naherungs- 


weise befriedigen. Diese werden in unserem einfachen Fall leicht durch 
den Ansatz gewonnen: 


__ exp (ia, 2”) b by 
(4) ai tee ee Q+3+aj+---} 


Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt in bekannter Weise die Zahl- 
werte; es werden: 


n+3 


oe 1 





(5) ¥u0= =i6 
xz 
































Dabei gilt, wenn wir unter 6,, den Koeffizienten von : Tr 
2 —_— m 
(+675 ) 
verstehen, das Rekursionsgesetz 
2 2 
MN rakes ahreak does 
(6) werkt = G +3) : 


Diese Koeffizienten nehmen bei grobem m mit wachsendem m zu, die 
Entwicklungen sind nur semikonvergent. 


Die Ausdriicke y; und y,;; sind die einzigen, welche man beim An- 
satz (4) als Naherungen asymptotischen Charakters erhalt; aber weder y, 
noch yy fiir sich stellen eine iiberall giiltige Lésung naherungsweise dar. 
Zwar nahern y; und y;; nach Poincaré bei jcdem Azimut von x eine 
Lésung der Differentialgleichung asymptotisch an, aber nicht iiberall dieselbe 
Lésung. 


Um nun eine asymptotische Lésung aus y,; und yy, aufzubauen, die 
iiberall in der z-Ebene dasselbe Integral der Differentialgleichung annahert, 
miissen wir das Verhalten dieser Ausdriicke im Unendlichen beachten. 
Setzen wir xr = re’*, so geht in gewissen Gebieten von @ der reelle Teil 














Dartanté. lo +i 
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des Arguments der einen Exponentialfunktion in (5) gegen + oo, der reelle 
Teil des Arguments der anderen Exponentialfunktion gegen — oo; der eine 
Ausdruck geht also mit wachsendem r ins Unendliche, der andere gegen 
Null; in anderen Gebieten von @ sind die Vorzeichen der Argumente und 
somit die GréBenordnungen der beiden Ausdriicke die umgekehrten. Geht 
nun etwa y; gegen Null, wahrend y,, gegen unendlich geht, so bleibt y; 
tief unter der Fehlergrenze von y;; und der aus beiden additiv zusammen- 
gesetzte Ausdruck andert seinen Wert nicht dadurch, daB die Konstante, 
mit welcher y; multipliziert ist, ihren Wert langsam dndert; aber diese 
Anderung macht sich in dem folgenden g-Bereiche, in welchem y; sich 
dem Unendlichen nahert, stark geltend. Eine asymptotisch unmerkliche 
Anderung, nimlich eine langsame Konstanteninderung oder auch ein 
Sprung, der im Grenzwert r > oo unmerklich wird, tritt aber auf wenn 
wir, von Azimut zu Azimut weiter schreitend, diejenigen asymptotischen 
Ausdriicke aufsuchen, welche iiberall dieselbe Lésung approximieren. 

Wir kénnen also bei jedem Azimut den numerischen Wert der Liésung 
nur so weit angeben, als er durch die gréBere der beiden asymptotischen 
Lésungen dargestellt wird; die komplexe Ebene zerfallt nun in verschiedene 
Gebiete, in deren jedem entweder y,; oder y, iiberwiegen, und die be- 
grenzt sind durch Strahlen, auf denen y; und yy von gleicher GréBen- 
ordnung werden. Dies ist der Fall bei rein imaginirem Exponenten in 
der Exponentialfunktion von (5). In unserem Falle gibt es offenbar 
n+ 2 solche Strahlen, also auch n+2 Gebiete; in jedem ist unsere 
Lésung durch die gréBere asymptotische Lésung multipliziert mit einer 
Konstante dargestellt. In dieser Weise treten » +2 noch unbekannte 
Konstanten A,,A,, ..-, Any auf. 

Wir kénnen nun entweder die allgemeinste, zwei willkiirliche Kon- 
stanten enthaltende asymptotische Lésung suchen, wozu wir n Bedingungen 
fiir die A nétig haben, und haben dann nach 
denjenigen Werten der zwei iibrigen Konstanten 
zu fragen, welche den partikularen Integralen (2) 
oder (3) entsprechen; oder wir kénnen ein 
partikulares asymptotisches Integral suchen, 
indem wir die in einem Gebiet ,,ausgezeich- 
nete‘, d.h. durch den kleineren der beiden 
Ausdriicke y; 1; dargestellte Lésung durch Null- 
setzen der betreffenden Konstante wihlen 
und eine andere Konstante gleich 1 setzen; 
dann brauchen wir wieder n Bedingungen fiir Fig. 1. 
die iibrigen A und haben anzugeben, mit welchen zwei Konstanten sich 
dieses, partikulire Integral aus y, und y, zusammensetzt. 
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Als Beispiel diene der Fall n = 3. Die beiden asymptotischen Reihen 
lauten (in etwas verinderter Zusammenfassung): 


2. 
(8 exp(+ 5 i=") We ye oe 1 
) Yiu 2 cee + 7 2 © a's ae game, teas > 
= io’ io 1°23 (xi? 2) 
317 1 1 1 2327 1 «21 1 " 
+ ..-5° R's’ So coe SR° SRO Ee = ———— ee 
10 10 2 2 (+62 20)" 10 10 3 2 (+i sa)" | 


Dabei sollen die Punkte ... vor den Koeffizienten bedeuten, daB hier 
der Koeffizient des vorhergehenden Gliedes stehen soll. 

In Fig. 1 ist die z-Ebene im Bereich g = 0 bis g = 22 gezeichnet; 
auf den strichpunktierten Linien wird z** reell, somit werden die Aus- 
driicke yy; und y,; von der gleichen GréBenordnung. In den schraffierten 
Gebieten geht y; gegen Null, in den anderen y,,. Auf den ausgezogenen 
Linien werden die Exponenten + 1? 2°? reell. 

Wir suchen das partikulaire Integral /, das im Gebiete I ausgezeich- 
nete Lésung ist, und setzen daher 


(9) A, = 0, A, =]; 
es wird im 

Gebiet I: = ¥, Gebiet II: f/ = y, 
(10) Gebiet III: f = A,y,, Gebiet IV: f = A, y, 


[ Mae Poze 


Wir haben somit eine Funktion / iiberall im Bereich groBer Werte 
von x definiert, die als asymptotische Lésung unserer Differentialgleichung 
angesehen werden kann und die folgende Eigenschaften hat: 

1. Sie erfiillt iiberall die Differentialgleichung in einer Naherung, die 
mit wachsendem Absolutwert von zx prozentual immer besser wird. 


2. Sie enthalt » (im Beispiel 3) willkiirliche Konstanten. 


3. Sie ist iiberall fiir groBe z eindeutig und hat nur an gewissen 
—2| : 
Stellen Spriinge, die mit wachsendem |z| wie e saith verschwinden. 


Letztere Eigenschaft driicken wir — im Hinblick auf die folgenden Uber- 
legungen — dadurch aus, daS wir iiber die Funktion f und iiber die 
Produkte 2z‘f (A ganze Zahl) auf geschlossenen, nur im Gebiete groBer z 
verlaufenden Wegen, die den Nullpunkt nicht umschlieBen, integrieren; 
dann gelten die Beziehungen 

(11) lim fdxz=0 und lim @/f2’dz=0. 


zo z-> 2 
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§ 3. 


Bestimmung der Konstanten A. 

Es ist nun die Frage, wie weit wir unsere asymptotisch giiltige 
Lésung / durch Bestimmung der n (im Beispiel 3) Konstanten A der 
wirklichen Lésung anpassen kénnen. Die zwei Konstanten, die im all- 
gemeinen willkiirlich bleiben miissen, haben wir in unserem Beispiel will- 
kiirlich gleich 1 bzw. 0 gesetzt. Um nun die richtigen Bedingungen fiir 
die Konstanten A zu finden, stellen wir die Koeffizienten der konvergenten 
Potenzreihen durch Cauchysche Rundintegrale iiber alle Azimute dar, 
wobei wir den Weg bei sehr groBen Werten von |z| verlaufen lassen und 
fiir die wirklichen Werte der Funktion die asymptotischen Lésungen ein- 
setzen. Bilden wir das Integral iiber / auf einem geschlossenen Weg, der 
von y = 0 bis gy = 22 bei r > o verliuft, so wird der Wert des Inte- 
grals kein anderer sein, als der Wert auf einem den Nullpunkt umschlie- 
Benden Weg iiber diejenige Lésung der Differentialgleichung, der f asymp- 
totisch gleich ist. Ein Residuum kann bei diesem Integral nach den 
Reihen (2) und (3) nicht auftreten. Durch die Gleichung 


(12) > faz =0 


wird daher ausgesprochen, daB ein Glied mit z~—' nicht in den Potenzreihen 
vorkommt, und mit z~! werden auch die durch Rekursion damit ver- 
bundenen Glieder mit 2-*, z~™..., z*, 2... ausgeschaltet. Und in 
der gleichen Weise erzwingen die Bedingungen 


(13) h fede = 1 


(14) f fatdz =0 


das Verschwinden der Glieder mit z-* und z~*, sowie der mit diesen 
durch Rekursion verbundenen Glieder. Wenn also die drei in / vor- 
kommenden Konstanten so bestimmt werden, daB die Gl. (12), (13) und 
(14) erfiillt sind, so wird / zu einer Lésung, welche nur eine lineare 
Kombination der beiden Reihen (2) und (3) asymptotisch annihert, also 
die asymptotische Form einer tiberall giiltigen Lésung. 

Wir erhalten aus Gl. (12) die Bedingung (x = re‘; r + o): 


g=4ai[5 p=6 2/5 p=8 2/5 F=10275 


(15) fy.da+ A, fyndz+ 4, fyda+t A, fyude =0, 


p=2 715 o=inls g=6al5 g=s8a/5 
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welche wir dadurch vereinfachen, da8 wir durch Einfiihrung neuer Variabler 


allen Integralen dieselben Grenzen geben. Durch Einfiihrung von 2 = be ” 
wird im 2. Integral von (15) das Vorzeichen von « umgekehrt, und das 


Integral wird gleich dem ersten bis auf einen vom Ausdruck a her- 
4 
rihrenden Faktor: 
p=inls g=inis $421—32 in gins 
(15a) fyu(z)da = fy (Edge) *=e™ fy, (dé. 
p=4 a6 f =22/5 g=2 2/5 


Die anderen Integrale lassen sich durch Einfiihrung der entsprechenden 
Variablen in gleicher Weise umformen; so kommt (15) in die Form: 


ome 4 sin stn 
(16) fy.da[l+ eA, + A, + e0' A,] = 0. 
y=2 2/5 


In gleicher Weise lassen sich (13) und (14) umformen zu: 


g = 42/5 


(17) f yzda[l + 0" A, + el0'* A, + €l0'* A.) = 0. 
p=2 ais 
p= 475 ) i = 

(18) { y.2tda [1 + e0"* A, + e'* A, + €00'" A,] = 0. 
y= 22/5 


So erhalten wir fiir die 3 Konstanten A 3 Gleichungen von sehr 
iibersichtlicher Form; im allgemeinen Fall des Exponenten n in der 
Differentialgleichung bleibt die einfache Form erhalten; an Stelle der 
3 Gleichungen treten n Gleichungen, durch welche die » Konstanten A 





zu bestimmen sind; der g-Bereich eines Integrals geht von go = paar 
.. =_— 4x — 2 a iy 2 
bis g = aye USW.; an Stelle des Zahlwertes 5 in (15a) tritt aR an 
3 


Stelle von z tritt =, so daB an Stelle von i der Zahlwert 





2 n 4—n 
. 73 (1-3) = ae 75 
tritt. 

Die Integrale in (16) bis (18) sind von Null verschieden; sie haben 
einen endlichen von Nuli verschiedenen Grenzwert, wenn r— o; also 
miissen die eckigen Klammern verschwinden. Die Auflésung ergibt 


(19) A,=2ics= A,=—2es> A, = —i. 
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Diese Werte in (10) eingesetzt ergeben die vollstdndigen Fortsetzungs- 
relationen der asymptotischen Néherungen; die so definierte Funktion f ist 
die asymptotische Naherung an eine partikulire Lésung der Differential- 
gleichung, und zwar an dieselbe fiir jeden Wert des Azimuts 9. 


§ 4. 
Verkniipfung der asymptotischen mit den konvergenten Reihen. 


Bilden wir nun ganz allgemein die geschlossenen Integrale ¢ fa'da 


mit beliebigem ganzzahligem 7, indem wir den Integrationsweg im Unend- 
lichen von g = 0 bis gy = 22 fiihren, so miissen wir diejenigen Zahl- 
werte erhalten, die auch bei einem Umlauf um den Nullpunkt im End- 
lichen iiber die zu f gehérige Partikularlésung der Differentialgleichung 


herauskommen; es muB also pre der Faktor des konstanten Gliedes 


der Reihe (2) sein, > ‘= der Faktor des mit 2"~—' multiplizierten Reihen- 
zx 

gliedes. Wir kénnen also aus unserem Ausdruck fiir f durch solche Inte- 

grationen die ganzen Reihen (2) und (3) gewinnen, und zwar — was die 

Hauptsache ist — mit den Konstanten multipliziert, die gerade zu der 

partikularen Lésung f gehéren. So geben uns insbesondere die beiden 


Integrale biZ und es die Fortsetzungsrelationen der asymptotischen 


Entwicklungen zu den konvergenten Rethen hin und somit die volle Darstellung 
der gesuchten partikuliren Lésung in der ganzen x-Ebene. 
In unserem Beispiel ist: 


pains 
3 3 6. J 
(20) $ 2 = {ys 221 + € 0". 2ic0s = — € 6'* 2cos = ai ie w'* | 
g=2 2/5 
p=4ais 
po dz in . & 32 
= Ju e10 2sin = (1 + 4 cos ) 
paris 
und 
pair's 
1 4, = 
(21) $1 = [ os SE [1 + 18" 2 ics % — eB" 2e08F — ie "| 
p=2A/5 
pains 
3 
= ye e 10°* 2sin 5 (1 +4 cos*=). 
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Nun ist 
g=eals g=42/5 
ro dz . exp (i 22 5/2) te. Som 1 
\ n> = |e — [+ 7 io ara +-- J) 22 
g=2 2/5 7 =2 2/5 ¢ 
Si2/2\ [ exp(z) ae ae ee i -9 
= a FS Be 4. GE PY ee ee Cees = 3 7 5l2 
ei (= z=)" | ahs (1+ | he oF +...] dz, wenn z = i225, 


She 


Dabei geht der Integrationsweg auf der 


z-Ebene durch alle Azimute von — _ iiber 


0 nach + + oder, was hier dasselbe Resultat 


ergibt, von —2 iiber 0 nach + a (Fig. 2). 
Nun gilt bei diesem Weg allgemein die aus der 
Theorie der //- Funktionen bekannte Formel: 


~ 
LY 

















Fig. 2. 
26 exp (2) 222i 
(22) p a2) Z dz = jit—1)° 
So ergibt sich 
dz Sis {2.2 m\ 2xit n'a 1 
— = lane be we Rw. — 
7 a 20 (=) 2 sin (1+ 4 cos a) pt 3 
33.17 108 22,97 1 \8 
o 1 0 
+ BS) +. BBS) +. | 
— a s)\, S24 pi? 2 Bt 
&'* (5) 2sin 5 (1 +4008 F) i(S) F (io: i" 0°) 
wenn F die hypergeometrische Reihe bedeutet. 
Ebenso ergibt sich: 
‘ _ jn(2 a\ 2ni 3.717 1 
(24) $1G- e' (2 \i0 2 sin 2 (1+ 4 cost 2 3) 5 F (io io" io" 2) 


Durch die Integration sind aus den semikonvergenten Reihen absolut kon- 
vergente geworden. 


Die Integrale fadz fir alle Werte von 4 werden proportional 


Prins 


f yratda; dabei nimmt der Proportionalititsfaktor, wie man aus 
prin 


den eckigen Klammern in (16) bis (18) sieht, periodisch immer wieder 
dieselben Werte an, so z.B. fiir 2 = 0, +5, + 10 usw. immer den Wert 


(l+e mA, + er'* A,+ ero! A,), den wir gleich 0 gesetzt haben. In 


der konvergenten Reihe fiir unsere Lésungen fallen also alle Glieder mit 
ee ee 


2°, 2’, 2, 2’, weg, und es bleiben nur Glieder mit 


“*5 
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a, a, ..., zw, 2, ... steheny wie es nach den Reihen (2) und (3) 
sein muB. 


Nun miissen wir aber noch die Integrale p fadza, f fatda usw. 


betrachten, deren von den A abhingige Faktoren mit den Faktoren der 
Reihenglieder in (23) oder (24) identisch werden, also nicht verschwinden. 
Wenn die von uns gefundene asymptotische Lésung wirklich ein Integral 
der Differentialgleichung annahert, so miissen diese Integrale von selbst 
verschwinden, und da die von den A abhiangigen Ausdriicke dies nicht 


G=4 2/5 
tun, miissen wir das Verschwinden der Integrale | y;z°da usw. erwarten. 
‘ p=22/5 
In der Tat finden wir diese Integrale alle proportional 


ee 3 1 \ z=. ae 1 
Fig: iio” 3) Oder (55> Go 9 —” 3) 


wobei » eine positive, ungerade Zahl bedeutet. Nun gilt allgemein 


(25) F(a, 1—a,a—»,5)=(z) Fl—a«, —»,a—¥%, —1)=0, 
wie man leicht durch Hinschreiben der Reihe verifiziert; damit ist das 
Verschwinden der Residuen, die zu negativen Potenzen in den Reiben 
vom Nullpunkt aus fiihren wiirden, bewiesen. Im allgemeinen Fall (1) 


. . n 
wird in (25) c= 2(n 1-2)" 

Wir kénnen die numerische Genauigkeit unseres Verfahrens am Ver- 
haltnis der ersten beiden Reihenglieder der Reihe (2) priifen; das erste 
ist durch 1%, das zweite durch | f S gegeben; beide Integrale haben 


denselben von den A abhingigen Faktor; der einzige Unterschied besteht 
darin, daB im zweiten der Faktor — ($z)’ in den Nenner tritt. So wird 
der Reihenanfang 


a) bp +e.d/F 
= of!" (5) 2 sin 5 (1+ 4008" 5) 26 [eas F (io: 6° To 7) 
— (5) are? (i> ao> for &)] = conse (1 — 0,0801 2" 


mit Rechenschiebergenauigkeit und Beschriankung auf vier Glieder der 
hypergeometrischen Reihen. 
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Der wirkliche Wert des Faktors von 2° ist nach (2) is = 0,0500; 


er muB etwas tiefer liegen als der Naherungswert, da die erste Reihe 
von (26) bei Beriicksichtigung weiterer Glieder stirker zunimmt als die 
zweite. 


§ 5. 
Fehlerabschitzung fiir die Integrale. 


Die Berechtigung, solche geschlossenen Cauchyschen Integrale iiber 
asymptotische Ausdriicke auszufiihren und das Ergebnis mit dem be- 
treffenden Integral iiber die Lésung der Differentialgleichung zu iden- 
tifizieren, miissen wir noch durch Betrachtung der Fehler erweisen. Der 
Fehler der asymptotischen Ausdriicke wird zwar mit wachsendem z immer 
kleiner relativ zum Betrag des betreffenden Ausdruckes, aber immer gréBer 
exp (i? zl?) 


gilt + 512 (m + 1)’ wean 


absolut genommen, denn er ist z. B. proportional 


wir die Reihe mit dem m-ten Glied abbrechen. Nur dann kann das 
Resultat der Integration richtig sein, wenn auch die Fehler an den ver- 
schiedenen Stellen des Integrationsweges sich gegenseitig so aufheben, 
wie die Naherungswerte selbst. 


n+2 


2 —— . . , 
xz * in die Diffe- 


n+2 


Zum Beweise fiihren wir die Variable z = i 





rentialgleichung (1) ein und erhalten 
@y n Ildy 

(27) i —¥t+oteaas 

Wir lésen die Differentialgleichung durch den Ansatz: 

(28) y = @[2*+6.2-'4+...4+6,2-*-+4 

und bestimmen u, 6,,..., 6,, wie friiher durch das Verschwinden der mit 

z—1, g#—2_., 2*-™—1 multiplizierten Summanden beim Einsetzen von 

(28) in (27). 

Man erhilt in Ubereinstimmung mit (6) 





= 0. 


B= —~ Bint?) 
und 


b 
0) yn aaltepyt™—)Gee5+—}) 


und fiir den Rest ¢ die Differentialgleichung: 
ad? ¢ de n 1 de 
(30) qat 233 +apa'2 (¢+ 7) 


+ by (u — m)(u —m—14+ 








¥ 3) oe oe 
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Nun erhalt man mit Hilfe partieller Integration, auf dem Wege der 
Fig. 2, da e* an den Grenzen einen sehr groBen negativ reellen Exponenten 
hat (siehe Fig. 2), die Beziehungen: 


peed: = - pe « de = = +heF aa e z, 
pert dz = ~ $2 Gaethe ~ dz. 


Wird nun (30) auf demselben Wege integriert, so ergibt sich: 


(32) pe edz— tape naz 


_ 7” . 
= pba (u — m) (u— m — 1+ 0 ee 
Nun ist aber der zweite Summand auf der linken Seite von (32) bei 
groBem m sehr klein gegen den ersten: denn es ist mit e = fe 
z 


(33) heed: = be taz=be F(4 m) a2 
=pe( ~— Ste + Ls) de. 


Der letzte ch a allein ist um den groBen Faktor m? gréBer als 


he saz = he; dz 


und kann durch die ersten beiden Summanden nicht aufgewogen werden, 
da hierzu 7 von der GréBenordnung z~™ oder z™+! sein miiBte, was den 
strengen Abschitzungen nach der Theorie der asymptotischen Lésungen 
widerspricht. 

Man kann also auf der linken Seite von (32) das zweite Integral 
gegeniiber dem ersten vernachlissigen und erhalt das Resultat, da8 


(31) 





pe edz von der GréBenordnung des letzten mitgenommenen Gliedes 





be 
b= —iy~ 42 ist. Somit kénnen wir den Fehler bei unseren Integrationen 


durch Mitnahme geniigend vieler Glieder beliebig herunterdriicken, wenn 
die bei der Integration sich ergebende Reihe konvergiert; in diesem 
Falle strebt also die Reihe dem richtigen Grenzwert zu. Es gibt aber 
auch Fille, in welchen diese Reihe divergiert, und dann ist natiirlich 
unser Verfahren nicht anwendbar; dies wird immer dann der Fall sein, 
wenn das Integral iiber die kleinere asymptotische Lésung von derselben 
GréBenordnung ist, wie das — durch gegenseitige Aufhebung infolge rascher 
Oszillation sehr kleine — Integral iiber die groBe asymptotische Lésung. 
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Um den vorhergehenden Beweis ganz streng zu fiihren, miiBte man 
wohl die Laplacesche Transformierte heranziehen, wie es Horn und 
andere getan haben; da es mir mehr auf die praktische Anwendung der 
Methode ankam, habe ich diesen Weg noch nicht verfolgt. 

Eine erginzende Bemerkung erfordert die Methode, welche von der 
in einem Gebiet ausgezeichneten Lésung ausgeht; wir haben oben durch 
den Ansatz (9) dafiir gesorgt, da8 das eine Nachbargebiet den richtigen 
Anschlu8 hat; da8 auch an der anderen Seite — das ist beim Ubergang 
von (n + 2)-ten zum ersten Gebiet — der Anschlu8 richtig wird, so daB 
die Lésung in dem ersten Gebiete wirklich eindeutig durch die kleinere 
asymptotische Lésung gegeben ist, folgt aus unserem ganz allgemeinen 
Beweis. Es laBt sich aber auch aus der Determinantenauflésung unseres 
Gleichungssystems (16) bis (18) unmittelbar verifizieren. 


Ill. Verallgemeinerung 
auf zweistufige Differentialgleichungen. 


§ 1. 
Begriff der Stufe. 


Um die Tragweite unserer Schliisse und die Anwendbarkeit unseres 
Verfahrens zu erkennen, miissen .wir vom speziellen Fall des vorigen 
Kapitels zum allgemeineren iibergehen und uns die Bedeutung der bis- 
herigen Spezialisierungen klar machen. Fiir die unmittelbare Anwendung 
unseres Verfahrens scheinen zwei Spezialisierungen wesentlich: 

1. Im Endlichen der z-Ebene darf nur eine Stelle der Bestimmtheit 
sein, die wir in den Nullpunkt verlegen. An dieser Voraussetzung wird 
in der ganzen vorliegenden Arbeit festgehalten. 

2. Um einfache nach Potenzen von z"*®* fortschreitende konvergente 
Reihen zu erhalten, von einem so einfachen Ansatz fiir die asymptotischen 
Naherungen ausgehen zu kénnen und fiir die A durch Einfiihrung neuer 
Variabler einfache, die Rundintegrale nicht mehr enthaltende Gleichungen 
zu erhalten, dafiir ist wesentlich, daB die Rekursionsformeln nur zwei 
Glieder haben. Wir sind dabei nicht auf zwei Summanden in der Diffe- 
rentialgleichung beschrankt; wohl aber darf die Potenz der Variablen z 
in den einzelnen Summanden nur zwei verschiedene Werte haben. Wir 
wollen alle Summanden, die in z homogen sind, wie z. B. 

d? ad c 

qt caetay 
zusammenfassen als eine ,,Stufe“‘ der Differentialgleichung; vom Standpunkt 
der Reihenentwicklung ist eine solche Stufe genau so einfach, wie ein 
einzelnes Glied, la8t sich auch oft als ein Glied schreiben; wir kénnen 
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also unsere Rechenweise ohne Schwierigkeit auf jede zweistufige Diffe- 
rentialgleichung iibertragen. Alle mehrstufigen Differentialgleichungen 
fiihren auf im allgemeinen kompliziertere Rechnungen. Die _,,einstufige“ 
Differentialgleichung ist die sogenannte homogene, die durch den Ansatz 
y = x* unmittelbar gelést wird. 


§ 2. 
Uberblick tiber die verschiedenen Fille. 
Die allgemeinste zweistufige Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit dem Nullpunkt als einziger Stelle der Bestimmtheit ist: 
d? d 5 \ 
(34) Ta t(S tort) S +(S+92")y=0. 


Die Singularitét im Nullpunkt ist bestimmt durch die niedrigste Stufe 
der Differentialgleichung, d. i. durch die Lésungen von 





a? d 
80 H+ tht 4 Syme 
diese sind 

a-~-l fa—1\2 
(36) sag = Cee 


Der Exponent in (36) kann rational oder irrational sein; den letzteren 
Fall, der wohl praktisch selten vorkommt, wollen wir ausschalten; der 
erstere bietet die Méglichkeit, durch Einfiihrung einer gebrochenen Potenz 
von z als neuer Variabler zu einer Differentialgleichung ohne Singu- 
laritaten im Endlichen iiberzugehen; an der Zweistufigkeit andert sich 
durch Einfithrung einer solchen neuen Variablen nichts, so daB unsere 
Methode anwendbar bleibt. Nun kénnen in Gleichung (34) zwei Fille 
eintreten, die verschiedene Behandlung fordern: 

1. 6 = 0 fiihrt im wesentlichen auf die im vorigen Paragraphen 
durchgefiihrte Rechnung zuriick. 

2. 6 + 0 fiihrt zu neuen Problemen. 

Im ersten Fall bestimmt das Glied z"y, im zweiten das Glied 


gett ef den Exponenten in der Exponentialfunktion der asymptotischen 
Naherung und somit den sogenannten ,,Rang‘‘ der Differentialgleichung. 


§ 3. 
Beispiel zum ersten Fall; Zylinderfunktion. 

Fiir den ersten Fall wihlen wir ein Beispiel, das einen Vergleich der 
numerischen Resultate mit den Ergebnissen friiherer — komplizierterer — 
Berechnungen gestattet, niimlich die Zylinderfunktionen, bei denen man die 
Fortsetzungsrelationen aus der Integraldarstellung der partikuliren Losungen 
lange kennt. 
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Die Differentialgleichung der Zylinderfunktionen von der Ordnung } 
lautet: 


d? id 1 
an) f+ 24 (1 dyno 


adz 
Aus den Summanden der niedrigsten Stufe folgt, daB die konvergenten 
Reihen mit z* und z~ ™* beginnen. Wir fiihren daher 
(38) ms=F und z=fy 


als neue Variable ein und erhalten dann die im Endlichen singularitaten- 
freie Differentialgleichung 


























dz 1 dz 
(39) qi Fagt9&e=9, 
die gelést wird durch die konvergenten Reihen vom Nullpunkt aus: 
6 gis gem 
re A Ce a OC a 
(40) 3 3 33 3 3 3 3 3 3 
8 gle gem ts 
“= 66+ e san '+ oa tutmt? ~ 
33 a ee ie oe ee, ee 
und durch die asymptotischen Niherungen: 
_ exp(+é a &5) _ a me 
1) ooo Llt+s as Tae 
Se ew de ol 1 
tee eTreeramt 
(p: bm 1 (m —§)(m —}) 
(42) ( Bildungsgesetz: 5"- = > ——*> ) 


Wir erhalten diesmal, da n = 4, auf der &Ebene sechs Gebiete, die in 
Fig. 3 gezeichnet sind; wieder bedeuten die strichpunktierten Linien rein 
imaginare 1°. Wir definieren eime partikulare Lésung / dadurch, daB 
sie im Gebiet VI ausgezeichnete Lésung und im 


Gebiet I durch 1-z,; asymptotisch dargestellt sei. \ ae / 
Gebiet I: f = 1-2y, ye * / gat 
» I: f= Aga, ——<*— 
i q W 
(43) ” III: f _ A, 311; 40 / \ 4-7? 
” IV: f= A, 2, / v \ 
» Vif=m An, a 
» VI: f = 4,2(A, = 0). me, 


Die vier weiteren Bedingungen sind dadurch gegeben, daB die Reihen (40) 
mit 1 und & angehen, daB aber keine Reihe ein Glied &, -', &-? und &-* 


>» 


enthalten kann; Glieder &-* und &-* kénnen wie friiher nicht durch 
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Wahl der A-Werte unterdriickt werden, das Glied &-* fallt mit dem 
Glied £ weg. Unsere Bedingungsgleichungen fiir die A lauten also 
zwangliufig: 


(44) 1G =0, pide =o, pisde = 0 und pieds=o. 


Die Integrale (44) setzen sich aus fiinf Summanden mit Teilintegralen 
4 
3 
geeigneter Variablen auf eines zuriickfiihren lassen, so daB die Integrale 
aus den Gleichungen fiir die A herausfallen. Diese Gieichungen lauten 
dann: 


iiber einen Winkelraum von zusammen, die sich alle durch EKinfiihrung 


iz 2 % = 
a —i2 —jx% —in 
“ 


1 + A,e + A,e* + A,e® + A,e* = 0, 
‘=,o 2yatsia iat ain “intAia 
(45) 1+ A,e + A,e* i 4+A,e8 (+ A,e® » = 0, 
Le 2 insti Sint sin Sse Zen 
A ut. A,e*® 3 ,s A,e* 3 + A,e* 3 = A,e* % on 0, 
a. &. 2 s - 12. 4. 16 
1 ‘ Ajet 8 7 4 gge ta" +A,eo**3** + A,ee +42 at 
Die Lésung des Gleichungssystems ist : 
(46) hawt hot 4wi 4 3 


Wir vergleichen dies Ergebnis mit den bekannten Formeln der Zylinder- 


funktionen; unser / hingt mit der zweiten Hankelschen Funktion zusammen, 
—iz —1¢3 

die auch fiir positiv reelle x proportional “ Zz —, ist. Mit dem kon- 
zx =" 








ventionellen Faktor gilt: 


ae : 
(47) £m Sera Ae). 
Im gleichen Bereich gilt 
(48) Vzet ie HR) ~ — 


Bezeichnen wir mit z, einen Wert von z in unserm Gebiet I. so liefert 
die bekannte Theorie der Zylinderfunktionen die Umlaufsrelation: 











opm . (r+1)2 
’ = . - = on 2) 
H® (x, e'"*) =e ef 7:3 = HS’ (z,) mc Tat HY 3 (x4) 
sin z sin 3 
oder 
4 l 
a 
C Ss ses) —— — eee ae ee . ae . 
(49) € (te) , a ew 7 sin ~ zy!" 
in 3 


Mathematisehe Annalen. 111. 5 
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Diese Formel ergibt, wenn wir wieder z = 2, ¢'** als Variable benutzen, 
im ') 
Gebiet II (vy = 1): 
— je!% +e !#0 5 et 13 fs ie’? 
allt 7 gi? gi? 


ore | 





entsprechend unserem 7 y1;; 
Gebiet III (» = 2) 
f _ —ie*  ie* + 0-67 '* 


ia zi jal gil2 





entsprechend unserem + 0-4; 
Gebiet IV (v = 3) 


entsprechend unserem ¢ 4; 


Gebiet V (v = 4): 





entsprechend unserem — 1 - y;; 


Gebiet VI (» = 5): 


entsprechend unserem — 1 - y;. 


Die Verkniipfung unserer Lésung / mit den Reihen (40) vom Null- 
punkt aus ist gegeben durch die Formel: 


f=0,(1- 55 +) +O(8—-., 
wobei hei 


1 dé ‘ 3-3 1 dé 1 


sein mu8. Nun wird: 


io 
ore 


g 


g=2/3 
d= exp (— i&5)d& 5 1 
$1 = | gn D+ cat 
g=0 


= — Ste 


3 
-(ltie ©+ie ©" —e ie 


1) Die Umlaufsrelation enthalt beide Funktionen, die von uns betrachtete 
asymptotische nur die jeweils gréBere. 
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Nach Einfiihrung von — 1 =z und Verwendung von (22) ergibt sich 


1 dé. 3 O81 5671 s 
C. = sm p des ip ram? (6 6’ e3) = fait 1,84 (8) 
(Rechenschiebergenauigkeit; 4 Reihenglieder). 
Ferner wird: 


=. @/a Zt +) 
= $1% = $14. (-rn =" \Fe ET ay = Co (— 0.878) 


bei Beriicksichtigung von 4 Reihengliedern gegeniiber C, = — 0,375 C, 
nach (40), und 


— o. 82" afk £2 — Lee 
si ft = Free? (¥ oo" a) = & 97-1280). 


Aus der Theorie der ee hat man die Formel 


V3 (z) = — = ina [e'*!8 Jy5 (2) — J_ 4/5 (x) 
(51) i ef 28 1/3 ous 
we aaa lseah ‘= = Ss | _ ..} 


Daraus ergibt sich bei Beriicksichtigung von (47): 


F* - 
tom aot rete yoo 





und 


—iei*! a 


C, = eo 8 a =e 8'*. 1,28 (5). 
Die Ubereinstimmung ist vollkommen; auch die Glieder 
re See ee 
verschwinden, wie es sein muB, da die ihnen entsprechenden Residuen 


proportional den nach (25) verschwindenden hypergeometrischen Reihen 
sind, entweder 


F(5. - =- Y, 5) oder F(z, = --” 5) (» ungerade). 





§ 4. 
Durehfiihrungsversuch und Schwierigkeiten im 2. Fall. 

Ist b + O in (34), so treten ganz andersartige Schwierigkeiten auf 
als bisher. Wir denken uns durch Kinfithrung einer anderen Variablen 
b = 1 gesetzt, gehen also von der Gleichung aus: 

ad d 
(52) gat(St+er)+(S+on)y =0. 


45* 
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Diese wird durch zwei konvergente Reihen vom Nullpunkt aus gelést 


(53) 


» r,s ogo tnt2 ¥ +2 2 , 
i: = rheicag 1,27” +a,2"'? m+2) 


wobei 


was wir, wie oben, als ganzzahlig voraussetzen. 


‘ 


Durch Einfiihrung einer 


geeigneten, unabhiangigen Variablen kann das erreicht werden, wenn der 
Wert zunichst nur rational angenommen wird. 
Die asymptotischen Entwicklungen lauten: 


(54) 
mit 
und 
(55) 


n+: 


f ] 


yw re aie Waits 
grt? gz?" +2 a 


u=n+l+a-—qg 


1! Cy 


+? 
zx" z" r= 


' Cy 
i Barat +]. 


Der Exponent n + 2, der bei der konvergenten und bei der asymptotischen 
Entwicklung der Lésungen auftritt, wird nach Poincaré der ,,Rang* der 


Differentialgleichung genannt. 


Der Rang wird hier durch das Glied 


anti ed bestimmt; bei den vorher behandelten Beispielen war der Rang 


n+ 2 





2 


; er war bestimmt durch das Glied z" y. 


Um die Zusammenhinge an einem Beispiel deutlich zu machen, 
fiigen wir einfach in die oben benutzte Differentialgleichung der Zylinder- 


funktion ein Glied 2"+ iss ein; wir nehmen also die Differentialgleichung 


(56) 


ey 1 dy |, 
dx? 2dzx' 


Die konvergenten Reihenlésungen sind: 


(57) 


Die asymptotischen Naherungen lauten: 


ae 2 
—_— au ” al ae ee = 
|¥= l— 6" +76 0-127 

| 11 1 ee 
= 2 Pond s Ps PR ee 4 
Y2=% —ee* +53 i217 


bY 


2 


“+> £ §8"'* Gm(6m +4 2) 


-d 
oY i gaty == @. 
dz ¢ 


9 6m—+—3 


*£4-6 °°" (€m—2) 6m . 


of oe —T- 


1] 6m +5 


G6m+2 7 


x6 


1 


(58) y, = exp (—%)a*[1 = (— 2): -4)-t(- 5) 4 ee 


,.. @— Fim —B (SF a 


m a6 








—~ 
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(58 a) gn = a7? + SUE OP de se -- EF Owb +6) 5-00 | 
6 6m 
9 ll i 6 (m —=)(m +2) & \m 
= gz? Ne ee ee ee . obs 0 
. [! r & $f: # ‘ m (zr) 


Hier enthalt der Ausdruck y,, keine Exponentialfunktion ; die Cauchyschen 
Integrale iiber y,,2* kénnen offenbar nichts zu den Koeffizienten der 
Gl. (57) beitragen, so lange 2 < 8: die Rolle des Ausdrucks y,;,; muB also 
bei unserem Rechenverfahren eine ganz andere 
sein, als die von y,. Wir teilen nun (Fig. 4) 
die z-Ebene wieder durch die Strahlen mit 
rein imaginiirem «“. Es ergeben sich zwdlf 
Gebiete; in I, ILI, V.... ist y,, >> y, in IU, 
IV,... y: > yy; wo der eine Ausdruck groB 
ist, kann der andere sich iindern oder springen, 
und der allgemeinste Ausdruck, der unsere 
Differentialgieichung formal asymptotisch be- 
friedigt, ist: Fix. 4. 





(59) In I: A, yy, im I: Ay, in ILL: A, yy, in IV: A, yy usw., 
in XII: Ay. y- 
Zur Bestimmung dieser zwélf Konstanten, von denen natiirlich zwei un- 


bestimmt bleiben miissen, stehen zuniichst nach unserer Methode vier 
Gleichungen zur Verfiigung, nimlich: 


(60) pie = 0, pias =o, Dizdx=0 und pixtdx = 0. 


Nun tragen zu diesen Integralen die Ausdriicke y,; nichts bei; denn die 
Integrale auf den im Unendlichen gelegenen Wegstrecken iiber z—*, r—™.. 
werden Null. Dieses Herausfallen von sechs Konstanten aus unseren Be- 
dingungsgleichungen ist kein Zufall, der etwa nur von der zufillig ge- 
wahlten Zahl 9 herriihrt; auch wenn g in (52) negative Werte hat, treten 
an die Stelle der Gl. (60) andere, aus denen die Ausdriicke y,, heraus- 
fallen. Ist z. B. g = 2, so da& y,, mit x? beginnt, so konvergieren die 
Integrale in (60) gar nicht mehr; wir kénnen aber an Stelle dieser Be- 
dingungen, die ja das Verschwinden von Potenzen z*+!, 2~', 2~* und 2~$ 
in den Reihen (57) verlangen, soleche verwenden, die das Verschwinden der 


Potenzglieder 2, x", 2 und z® fordern, also big = 0, bits = 0 


zl 
usw. Aus diesen allen fallen die sechs mit y,;, verbundenen Konstanten 
heraus. Diese Konvergenzschwierigkeit wird sogleich noch weiter zu be- 
sprechen sein. Zunichst bestimmen wir die Koeffizienten von y;; um zu 
ganz iibersichtlichen Formeln zu kommen, berechnen wir die asymptotischen 
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Formeln von y, und y, gesondert; dann miissen wir zu den Bedingungen 
(60) noch eine hinzufiigen, die das Verschwinden der Potenzglieder 2’, bzw. 
z® verlangt, d. i.: 


fiir y, die Bedingung $i = 0, 
(60a) 
fir y, die Bedingung > i= = 0. 


Jedes der in (60) und (60a) stehenden Integrale besteht nun wieder aus 
einer Summe von Integralen fy: z*da mit verschiedenen Grenzen, die sich 
alle durch Einfiihrung passender Variablen (x = é e‘*!* usw.) auf ein Integral 
zuriickfiihren lassen, das aus der Gleichung fiir die A herausfillt. De 
dieses Integral stets von Null verschieden ist, kommen wir fiir die Reihe 
y, zu dem Gleichungssystem (A, = 1 gesetzt): 


iz sia 





a - ae-(— Sint 
l+es ( "ates ( 24e’ ( yee ( we 
5 
+ ” ait! an 0, 
S-» 2 in-(—1) Siz-(—-1 A in-(—1) 
1+e A,+e* A,+e* A,+e* A,, 
+ erie —d 4 on @, 
(61) 2 t+ A,+ A, + A,+ A, 
+ A,, = 0, 
So fina Sint tint 
1+e3 A,+e A,+ e' A,+e Ax 
Sina 
+-.e3 A,, = 0, 
2. ee. Six. Sin. 
l+e” A,+e? F A,+e™ ; A,+e* , 4. 
err? 4. GO, 


Die Lésung lautet*): 
(62) A,=4,=4A,=-—1, 4,=4,= +1. 
Die Verkniipfung dieser asymptotischen Lésung (/,) mit der Funktion y, 
am Nullpunkt, wo 
Ys = Ciz* + C, 2° -- eee, 


*) Dieses Ergebnis — wie auch manche friiheren Teilergebnisse — kann man 
iibrigens auch unmittelbar erhalten; denn aus (57) folgt, daB 4 in jedem Sextanten 
der z-Ebene dieselben Werte annehmen mu8. Die Verkniipfung mit den anderen A, 
sowie mit den konvergenten Reihen ist aber nur durch die Canchyschen Integrale 
zu erhalten. 
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wird geliefert durch 


p= 2/3 


d 
2nic, = hss = | yr az *[1 — 4, + A, — 4p + Ay — Ay] 
p=o0 
7p =al|s P 
= 6- | Yt 
y=0 


Durch die Einfiihrung — = = z wird dieses Integral wieder auf eine Reihe 


nach reziproken /7-Funktionen zuriickgefiihrt, und wir erhalten: 





, ada Bn8 5 3. Oi 
(63) aniC, = 1V6 HF (— ch ? 1). 
Ebenso: 
7 = 2/3 a 
ee -¥6 2x2 5 3 63 
(63a) 2210, =6 | no = 15. 2ar(-% —- oe > 1). 


qg=o 
Wir kénnen diese Ergebnisse nicht ganz durch andere Rechnungen kon- 
trollieren, da es keinen anderen Weg gibt, um bei der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung diese Fortsetzungsrelationen zu berechnen; wohl aber mub 
bei richtiger Rechnung das Verhiltnis a mit dem Koeffizienten des 2. Gliedes 
"= 
der Reihe in (57) iibereinstimmen: 
Cs 1 M(—4) F(-4 -4 FD 

64 ar! 2 6’ 2 
si 0,~ ~ 6° nG) FHh—b PD 
mit Rechenschiebergenauigkeit und drei Reihengliedern gegeniiber oe 
= 0,229 in (57). 

Um die durch die Rethe y, (57) gegebene Partikularlésung f, zu er- 
halten, miissen wir die 2. Gleichung des Systems (61) weglassen, dafiir 


die aus is /, 4 = 0 folgende Gleichung: 


(65) 1—A,+A,— A, +A — 4, = 0 
hinzunehmen. Die Lésung ist dann: 





= 0,230 


Sin Sin Sia Din 


(66) A, = es A,=e® A=e®’ A,y=e A, =e* 
und wenn wir jetzt /, = C,+C,2° +... setzen, erhalten wir: 


+] 





7 = 2/3 , 
. d d = 1 @ni 5 ic 2 
210, = PAG = 6 = yi =e* on (-@ a 1), 
6 
te oni 5 3.7 1) 
(1) antic, = AG = — 2 Se w(-@ — 6 & |) 








700 L. Hopf. 


so dab = 0,378 bei vier Reihengliedern gegeniiber 0,375 nach (57). Die 


Koeffizienten der ersten negativen Potenzen C_,, C_, verschwinden auch 
hier, wie es sein muB, denn sie sind 
a M-b oe -8 0 We IGE S49 
proportional, und diese hypergeometrischen Reihen sind Null, wie man 
der Darstellung 
: (2 — 1) My —a—p - 1) 

(69) F(a, By, 1) = Tenet ss i)’ 
deren Nenner in unseren Fallen unendlich werden, entnehmen kann. 

Uber die weiteren Koeffizienten C_,,... liBt sich indeB nichts aus- 
sagen, da in diesen Fillen die hypergeometrischen Reihen divergieren, und 
somit die Koeffizienten nicht mehr durch Cauchysche Integrale darstellbar 
sind. 

Der Ausdruck (69) wird mit der Funktion //(y—a«—f—1) un- 
endlich, wenn y — « — f# = 0; die in unseren Formeln verwendeten hyper- 
geometrischen Reihen konvergieren nur, wenn y—«—f > 0, d. i. in 





unserem Fall bei allen Gliedern z’. deren Exponent » > -- 9 ist. Fir 
y = aH 

y = —9 wird das betreffende Integral { y 2° dx unendlich mit dem 
g=0 

darin auftretenden Faktor F(—3, — a _ - - 1); infolgedessen ver- 


schwindet der Koeffizient C_, nicht mit dem von den A abhingigen Faktor, 
sondern ergibt einen endlichen Grenzwert. Im allgemeinen Fall (52) ent- 
spricht dem C_, der Koeffizient C_,, der mit x~% multipliziert ist; der 
Exponent —g tritt aber gerade als erster in der zweiten, bisher ver- 
nachlissigten asymptotischen Lésung y,, auf; dieses Integral muB also 
additiv hinzutreten, wenn auch C_, usw. verschwinden sollen. Wir er- 
halten also folgendes Resultat: Die Funktionen {, und {,, die nur auf dem 
Ausdruck y, aufgebaut sind, nihern asymptotisch eine Funktion an, die in 
eine Potenzrethe entwickelt mit einer Lésung der Differentialgleichung alle 
Potenzen mit Exponenten > —g gemeinsam hat, aber in den Potenzen 
<q davon abweicht. Weiter zu kommen ist aber mit unserer Methode nicht 
méglich; auch die Koeffizienten A,... A,, kénnen wir nicht nach unserem 
Verfahren berechnen; denn die Cauchyschen Integrale fynedz werden 
unendlich, wenn 4 > g — 1; sie kénnen nicht verschwinden und nicht mit 
den Koeffizienten der negativen Potenzen in den konvergenten Potenz- 
reihen identifiziert werden. Dieses Wachsen der Integrale ins Unendliche 
auch in Gebieten, wo yy, < y;, mu aber zur Folge haben, daB das 
Integral iiber den Fehler nach den Uberlegungen II §5 sehr gro8 werden 
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und mit wachsendem Reihenglied m beliebig anwachsen muB, was sich 
in der Divergenz der hypergeometrischen Reihe zeigt. 

Man kann sich denselben Tatbestand anschaulich jn folgender Weise 
klarmachen. Ist in einem Gebiete y; > yy, so kann sich nach der Natur 
der asymptotischen Ausdriicke in diesem Gebiet der mit y,, multiplizierte 
Koeffizient andern; er kann an den entgegengesetzten Grenzen des Ge- 
bietes verschiedene Werte haben. Solange y,; eine Exponentialfunktion 


mit negativ reellem Teil des Exponenten ist, verschwindet das > Y¥y eda 


auf jedem Weg, der den Nullpunkt nicht umschlieSt [s. Gl. (11)], auch 
wenn ein Sprung im Integrationsgebict vorhanden ist. Dies ist aber nicht 
mebr der Fall, wenn y,, eine Potenzreihe ohne Exponentialfunktion ist, 
oder wenn der Exponent einen positiv reellen Teil hat. Wenn aber die 
den Nullpunkt ausschlieBenden Integrale nicht versehwinden, hat es gar 
keinen Sinn, die Cauchyschen Integrale mit den Koeffizienten der kon- 
vergenten Reihen zu identifizieren. Wir erhalten also das Ergebnis, daB 
die Bedingungen (11) fiir die Anwendbarkeit unsercry Methode wesentlich sind, 
da8 diese also nur angewandt werden kann, wenn die springenden Koeffi- 
zienten A mit Exponentialfunktionen mit negativ recllem Teil des Ex- 
ponenten multipliziert sind. 


§ 5. 
Zuriickfiihrung des zweiten Falles auf den ersten. 

Wir miissen nun, wenn wir Differentialgleichungen wie (52) bzw. (56) 
integrieren wollen, erst durch Einfiihrung neuer Variabler dafiir sorgen, 
daB die beiden asymptotischen Niherungen Exponentialfunktionen mit 
entgegengesetzten Vorzeichen des Exponenten enthalten. Dies ist im be- 
handelten Beispiel leicht; wir brauchen nur in (56) 


(70) y = exp(—4)-2 


zu setzen. Dann gehorcht z der Differentiaigleichung 


2 10 
(71) Oe 1 Ea tate 2 =0. 





Diese Differentialgleichung ist nicht mehr zweistufig; aber sie laBt sich — 
wie es ja nach (70) selbstverstandlich ist — durch einfache asymptotische 
Ausdriicke annahern. Die konvergenten Lésungen sind: 
it 7 ee hs oS 
| 4 = 1-75" + alee a) 
(72) 7 7-7 1 
pe aa oe wee ee 
| 4 = 2950+ les —a)* 
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Die asymptotischen Naherungen sind: 


Fd 5 aS oe 12 
exp (— 33)2*[!+ (—@)-(—@) 43° (-w)t+--]: 
6 
zn = exp(S)2°(1+4-e:7 gat} 
Die Gebietseinteilung ist dieselbe wie in Fig. 4. Die asymptotische 
Lésung ist analog (59) gegeben durch 
Gebiet I: A,zy;  Gebiet Il: A,z;; Gebiet III: A,2, usw. 


Wir gehen auch hier vor wie im vorigen Paragraphen und bestimmen 
zuniichst die asymptotische Form der partikuliren Lésung, die z, pro- 
portional ist. Wir setzen A, = 1 und haben die Bedingungen 


bfzrdz = 0, pterde 0, pias = 0, 
piedz = 0, piede = 0. 


Die Form der Gleichungen, die man diesmal erhalt, weicht von den bis- 
herigen insofern ab, als die Integrale iiber z; und z, nicht durch Ein- 
fiihrung der entsprechenden neuen Variablen ineinander iibergehen und 
infolgedessen in den Gleichungen fiir die A stehenbleiben. Die Bedingung 


tas = 0 erhalt z. B. die Form: 


oo 
(73) 


(74) 


q=+2/12 iz 2iz Sin 
— + (—8) —— + (—8) ——-+ (—x) 
zd 2[1 + A,e* + A,e?* + A,e3 
y= —ai12 sin , Sin 
+ =e (= § 
+ A,e +Aie3 | 
(75) 9 ' ll 
g¢ = 32/12 eS ie siz. sis 
+ { zd 2[A, + A,e* +A,e* + A,e3 
y = 712 


4iz biz 


+Ay,e*® +Aye* *] = 0, 


Bei friiheren Beispielen verschwanden mit diesem Integral alle die- 
jenigen von selbst, bei welchen die eckigen Klammern dieselben waren; 
das wiren in unserem Falle alle diejenigen Integrale, die noch eine Po- 
tenz z*, 7, ... enthalten. Hier sollen diese Integrale auch verschwinden; 
denn es tritt in den konvergenten Reihen nicht nur kein Glied mit z~', 
sondern auch keines mit 2’, z''... auf. Da aber die Integrale 


p= + */12 gy = 32/12 
| 2 2°"dz und j z2°"daz 
gy =—aAi12 @ = a/12 
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keineswegs in einem von » unabhingigen Verhiltnis stehen, miissen not- 
wendig die eckigen Klammern in (75) einzeln verschwinden. Dies fiihrt 
bei Erfiillung aller Gleichungen (74) zu den Werten: 


A, =A, =A, = —1, A, = 4, =1; 
és sis sis 
(76) A,=e'A, A, =e* 4, A, =e? 4» 
oz a 
A, =e 4, Ay me* A, 
Bei diesen A-Werten verschwinden alle Koeffizienten der konvergenten 
Reihen bis auf diejenigen mit ...z+*, 2°, 2-*.... Diese sind dargestellt 
durch 
(77) 0, =dirde mit 1=5+6m 
P= + 7/12 ¢ = 32/12 
= 6| ty daz+ A, f 22d 2] 
y= —a/12 y = 2/12 
oder 





3 
12" 6 2Qni 9 ll 9 l 
in ®, = 6| 6 Tawi (eo o—™ 2) 


im a — 5 = , a 
+ A,e*" | tm! | m2 m,>)}. 
Fiir m > 0 1aBt sich auch iibersichtlicher schreiben: 


+ eel a? iy 9 
(7b) ®, =2ni-12 [aaa (3) F(E, —=, 4 —™,-1) 


a 1 1 \s/6 3 5 
Die Bedingung ®, = 0 ergibt 





— ys22 (— >) 








(78) A, =-— vig iT) 
DaB der Ausdruck 
5 <1" 3288 F TT(3) ll 9 
(79) ®, =2a21- ® ‘Laas? (4: —m, = —m, —1) 


a(—} 3 5 

a my (-§ -™ - 3 -™-1)] 
fiir positive m verschwindet, entsprechend dem Fehlen negativer Potenzen 
in der Reihe z,, kann man durch Nachrechnung leicht verifizieren; eine 
allgemeine Formel, aus der dies folgt, konnte ich nicht finden. Fiir 
negative m gilt (79) nicht, da dann die hypergeometrischen Reihen nicht 
mehr konvergieren; aber (77a) bleibt verwendbar und muB8 die Koef- 
fizienten der Reihe z, ergeben. 
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Die Berechnung der Koeffizienten und der Umlaufkonstanten A 


fiir z, geht ganz analog. Aus den asymptotischen Lésungen z, ,, ergeben 


sich y; y einfach durch Multiplikation mit exp ( 3): die Umlaufskonstanten 


sind dieselben. Soweit die Rechnung des vorigen Paragraphen iiberhaupt 
Resultate gab, werden sie bei der jetzigen Rechnung bestitigt. 

Der geschilderte Gedankengang laBt sich ohne Schwierigkeiten auf 
den Fall logarithmischer Singularitét im Nullpunkt iibertragen. Ich lasse 
meine diesbeziiglichen Rechnungen hier beiseite, um nicht zuviel Raum 
zu beanspruchen. Dagegen scheint es mir wichtig, einen Blick auf die 
Probleme zu werfen, die bei mehrstufigen Differentialgleichungen auftreten. 


IV. Beispiel einer einfachen dreistufigen 
Differentialgleichung. 


Wir wihlen als Beispiel die Gleichung 
d? ‘ ‘ 

(80) Tt (et k)y =0 
mit positiv reellem k* und stellen uns wieder die Aufgabe, fiir jeden be- 
liebigen komplexen Wert von z eine rechnerisch brauchbare Lésung an- 
zugeben. Die Gleichung hat im Endlichen keine, im Unendlichen eine 
wesentliche Singularitét. Die Entwicklungen vom Punkte x = 0 sind: 

ke l ke 1 ,k 2 
vo =1— gt + ga liat- sela— a 
ee wa 1e_iF_ 


2 ~ . 
ly. =2- sa? taeleat))* — sali re a)t 


(8la) (Bildungsgesetz: a, = (— a,,—2 + @n—,)). 


~ m (m— 1) 


—13)2 a 
(81) 


Sie sind theoretisch immer konvergent, praktisch aber nur fiir maBige k* 
verwendbar; bei groBem k* sind sie nur fiir kleine z-Werte brauchbar. 
Asymptotische Entwicklungen fiir groBe Werte des Faktors (x* — k*) 
gewinnt man in der folgenden iiblichen Weise: Man setzt 
' 1 1 
(82) y =exp[+ | (2% +>S%+5 Wi+...)da], 


wobei die Y Funktionen von (= sind. Bildet man die Differential- 


quotienten dieses Ausdrucks und setzt in (80) ein, so ergeben sich nach- 
einander 





(83) Y= Y1-—(- 


5/2 


to 
> 
i 
wo 
~~ 
~ 
| 
ein, 


2) ) 
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und daraus 
k )’ 
x/ dx 


opis fieBasit cc 3+ 2( 
(a? — KY) [ kt x 
J 8(1-(2)) 


Dabei kann eine untere Grenze irgendwie gewahlt werden; nur die Punkte 
z = +k, an welchen die Darstellung versagt, miissen auBerhalb des 
Integrationsweges bleiben. Obere Grenze ist die Variable. Mit Aus- 
driicken wie (84) ist schwer zu rechnen, besonders wenn die Integrale 
nicht in geschlossener Form ausfiihrbar sind. Weitere Integrationen, wie 
sie unsere Methode verlangt, am Ausdruck (84) vorzunehmen, ist unmdég- 
lich; wir werden daher (84) zwar nicht aus den Augen lassen und wenig- 
stens den Ausdruck vor der Klammer spiter benutzen; aber zur Be- 


stimmung der Umlaufs- und Fortsetzungsrelationen miissen wir einfachere 
Formeln suchen. 








In unserem Falle kénnen wir, wie friither, den Ansatz machen: 














(85) y = exp {+ const 2*) o#[14+ % 4 % 4 _ 
z zx 
und erhalten 
e+ 
ek a a M41 e243 1 1, B41 #43 
Yr = &XP \ sj 7 + -t-at r ; 
B+5 £Fe+47 1 #1 
- eat] 
— R244 
= api 2) 5° =I P4311 
ees.” [} rl r =. | 





(86 a) ( Bildungsgesetz: 6,, = bn—, +” = zie. 2% = 2on. 2 ). 


Es ist nicht immer méglich, solche Reihen von der Form (85) aufzu- 
stellen: es darf dazu kein Glied der Differentialgleichung in die Reihen 
ein anderes Glied als z* und seine Potenzen hineinbringen; 

der Exponent jedes Reihengliedes mu also ein ganzes \. 4% 7 
Vielfaches des Ranges sein. Dies ist nur dann der Fall, Me ad z 
wenn die Stufenhéhe — d. i. die Differenz der Exponenten 2 2<— / 
von z in zwei Stufen — nur ein ganzes Vielfaches des Ps i 4 
Ranges ist. Ist dies nicht der Fall, so findet man keine 7 ” 
so einfach zu behandelnde asymptotische Reihe wie (85) 
und mu8B an (82) ankniipfen. Zum Gliick sind mehrere 
praktisch wichtige Differentialgleichungen von der einfacheren Art. Auch 


in Ill, §5 waren wir auf solche dreistufige Differentialgleichungen ge- 
stoBen. 


Fig. 5. 
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Auf die Reihen (85) kénnen wir nun unsere Methode ohne weiteres 
anwenden. Wir teilen die z-Ebene durch Linien .,z2?/2 rein imaginar“ in 
vier Gebiete cin und definieren eine Lésung f durch die Festsetzung, daB 
sie im Gebiet I (Fig. 5) ausgezeichnet sei, also dort f= yy. Dann 
kénnen wir definieren: 

Gebiet I: f = yn, Gebiet III: f = A, y;, 
» UU: f = Agu, » IV: f = Aon. 


Aus Kontinuitatsgriinden wird A, = 1 und auch A, = 1, wenn wir 


(87) 


das Azimut von z im Gebiet IV zwischen — ; und _% annehmen. 


Unsere Bedingungen sind: 


(88) faz =o und fads =o. 


Die beiden Gleichungen miissen dasselbe Resultat ergeben, da wir nach 
II, § 5 Ende, das Resultat A, = 1 schon vorweggenommen haben. 
Es ist 


p=Snle ; P=—5a/4 
(89) faz — | yidz[l1t+e F°t™] +4, | y;da = 0. 
y= r/4 g=sals 
pranals 
Bezeichnen wir allgemein { yy 2'dz mit G,(—), so wird aus (89) die 
g=ns 


Beziehung 


(90) (—#) [Le F* +] + 4,6,(Pyen?-™ = 0. 
Nun ist 





p=sales 
exp (—3)  3-—k 
Ras —H! 11 
6(—-B)= | sae -  t dee. 
Zz 3 
g=al 


2 
und mit ets =2 





4 4 1°22 





























a ie) ts pei pGst tot ta? 
n( 4 3) 
1+kR a 1 ° 
oJ" : ta). gha. (75 iz F(-3, 13 *-F. 
a 4 -3) 





1+ 2) 1B a : ey 
(91) =i {4 4 +3).¢ ri “= e [i++ #3 Pet ett. dae 
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Durch Einsetzen in (90) erhalten wir: 








cn — Fase) ix, =1t ke 

_— , its = 2: SS Sees 

(92) A, = @.( B) a li 2ie* Toe saz k*). 
e* n( 4 ) 


Wir haben zu zeigen, daB b fede = 0 zum gleichen Ergebnis fiihrt, 
und erhalten 


iz 2 tas 
G_.(-P) Gite 7 °°) 44,6, (eo =0 
und 
ire (—3*) 
(92a) A, = 2ie? ——s—r Bin = (3 — P). 
n(——) 
4 





Da sin xz-J7(—z)/7(z— 1) = 2, sind die Ausdriicke (92) und (92a) 
identisch und kénnen auch geschrieben werden: 


2 
tnX 


2i 2 
(92b) Ay =) ear 
i We es 
Man kann ohne Schwierigkeiten wieder zeigen, daB die Integrale 


pied bei positivem 4 verschwinden und daB sie bei negativem A die 








Koeffizienten der Reihen (81) richtig ergeben. 

Durch die bisher erhaltenen Formeln ist unsere Aufgabe erfiillt, wenn 
k* klein oder wenigstens nur maBig ist; wird aber k* grof gegen 1, so 
sind die Reihen (81) nur fiir kleine z praktisch verwendbar und die 
Reihen (86) versagen, wenn x wesentlich kleiner als k* wird. Wir kénnen 
uns durch weitere Entwicklung der Formel (84) — die natiirlich in erster 
Naherung fiir kleine (=) in (86) iibergeht — etwas weiter helfen; doch 
wird die Rechnung numerisch kompliziert und versagt auch bei Anndhe- 
rung an die Punkte x = +k; in Bereichen um diese Punkte brauchen 
wir also bei groBem k* andere Naherungsformeln. 

Wir kénnen eine konvergente Reihe durch Entwicklung vom Punkte 
x =k erhalten, deren praktische Brauchbarkeit auf die unmittelbare 
Umgebung von z = k beschrankt ist; wir kénnen auch eine semikonver- 
gente Formel erhalten, indem wir entweder (84) von z = k aus entwickeln 
oder indem wir die Differentialgleichung in einer angeniherten Form ver- 
wenden. Mit 


(93) § = (c— & (2k) 
wird 

2 
(94) Ta fy =0, 
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und die Lésungen sind 





vA | w=ltrgtapeet > 
- e4 $i 
a B hea < Me —_——— 
| nS OTe TTT 
und 
‘ exp (+ 2<"") 1.8 4] i 
(96) yi = PS + Tt 2(Eiem 


gheitier a, 
' 1 2 2/ (+3 71.2 e32\2 £3/2)2 ee ae 
wie man auch durch Spezialisierung der Formel (5) erhalten kann. 


Die Ausdriicke y;,,; sind nur verwendbar, solange £ groB und solange 
z<3k ist. Die Gebietseinteilung zeigt Fig. 6; die Bedingung zur 


/ Berechnung der Fortsetzungsrelationen ist () /daz = 0. 


" J In unserem speziellen Fall ergibt sich 
Ag 2. 
meen 2 = vi 
; in allen 3 Gebieten. 
ae % 


Nun diirfen wir aber dieses y,, nicht etwa mit 
dem y, der Formel (86) identifizieren; beide Aus- 
driicke sind zwar aus der Formel (84) zu erhalten, 
aber bei verschiedenen unteren Grenzen des Integrales in (82). Die beiden 
GréBen nihern daher nur bis auf eine multiplikative Konstante denselben 
Ausdruck in verschiedenen Gebieten an und 


Fig. 6. 


(97) Yu entspricht C, yy. 


Eine direkte Bestimmung der Konstante (, aus dem Integral in (82) bei 
bestimmt angenommener unterer Grenze ist grundsitzlich méglich, aber 
umstindlich; wir wollen einen anderen Weg einschlagen. 

Ganz analog haben wir in der Umgebung des Punktes z = — k zu 
verfahren; nur miissen wir bedenken, daf dieser Punkt bei unserer Fest- 
setzung der Azimute ¢ fiir die Gebiete IT und III der Punkt 2 = ket!*, 
fiir IV der Punkt ke~‘” ist. 


In Il wird f = yy mit (x + kj) (2k)'* =C€ angenahert durch 




















y exp(— Fi), ee dd 
Me Lon as (er 
(97 a) 
in Il f = A,y, durch C. ae 4 
mV fmgn dh 0 SEDI i 





we 
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Wir haben nun eine Gebietseinteilung nach Fig. 7; im Unendlichen 
gelten die Formeln (86), in Bereichen um z =k die Formeln (97) und 
(97a). Zur Uberbriickung in Gebieten, wo alle diese Formeln unsicher 
werden, kann man vielleicht auch (84) direkt — wenigstens die erste 
Naherung — verwenden. 





Fig. 7. 


In der Umgebung von 0, k und —k hat man die konvergenten 
Reihen (81) und (95). Es bleibt noch die Bestimmung der Konstanten C. 








Eine Beziehung gibt uns der Umlauf um den Punkt z = — k. Es muB sein 
(98) piag =(C,e* +Cye *+C,e *)g,=0 
mit 
ae ay \3 gsi2) Led 9 1 
(99) «= | a an [1+ 5! pomt--]ae 
g=—718 : 


_({2\"? 22 pil 5 1 1) 

=(3) “I(-3) leer 2) 
Der Umlauf um den Punkt z =k bestimmt C, nicht. Integrieren wir 
die durch A, y, genaiherte Funktion auf dem Wege S der Fig. 7. so ergibt 


sich, da das Integral auf dem punktierten Teil des Weges verschwindet: 


(100) A.G (Ber " ws CnMes:, 

3“o 3 (2 ky 'ls 
Ferner sind (’, und C, mit C, in einfacher Weise verbunden, da die im 
gleichen Gebiet giiltigen Ausdriicke auch den gleichen Ausdruck nach (84) 
annahern miissen. Wir beschrinken uns auf die ersten beiden Summanden 


des Integrals in (82), setzen also die Reihen gleich 1 und erhalten, wenn 
Mathematische Annalen. 111. 48 
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B eine durch die Festsetzung der unteren Grenze des Integrals bestimmte, 
fiir uns belanglose Konstante bedeutet: 


; — 2 28/2 
B-exp|{— | [Y#—F + aap] 2| =¢, Sse od 


els 
: > 
und 
> _ 2 gps 
B exp |— [v= —F +3@—m¢ z\ = C, ome (— 3 tar chet *. 


0 


Wir kénnen hier die Integrale in geschlossener Form auswerten; wire 
dies nicht der Fall, so kénnte man durch Entwicklung nach Potenzen 





von - auch sehr genaue Werte bekommen. Es ergibt sich 





C*. = Crete * 
(101) und analog 
a oe + is 
C.=C,e * e ¢. 





So erhalten wir schlieBlich 





C, = et 73 (2k) * cos = (1 +H) M1 (— 4) 
I\—~q ) F 


cos = (1+ i’) n(—+) 


1 

om | = 5 : 
Te ee 

Man beachte, daB C, und A, null werden, wenn i” eine ungerade ganze 
Zahl ist; dies bedeutet, daB die Lésung der Differentialgleichung, die in I 
exponentiell verschwindet, dies auch in III tut. Dagegen hitte es keinen 
Sinn, wenn C, = 0 wiirde, und dies ist in der Tat auch fiir ungerade 
ganze k* nicht der Fall. 

Von besonderem Interesse sind die Werte unserer Lésung auf der 
reellen Achse zwischen +-k und —k. Dort haben wir die Summe der 
beiden Funktionen einzusetzen, die auf den beiden Seiten beherrschend 
sind, also von z = k aus: 





(102) 
C, = 13 (2 kyu 











= 3 23/ —_ 3 £3) 
p= (Sot. at eos... 
oder in erster Naherung 
wo (2-4) 
(103) f=2C, 
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Diese Fortsetzung einer nach dem positiv Unendlichen exponentiell ab- 
fallenden Lésung durch den cos mit der Phase > wenn die Variable 


unter & sinkt, spielt in der Wellenmechanik eine Rolle; sie ist dort von 
Kramers auf anderem Wege abgeleitet worden. 

Zur numerischen Probe unserer Formeln wollen wir den Wert der 
Lésung fiir x = 0 berechnen, der auch deshalb wichtig ist, weil er die 
Verkniipfung der Reihen vom Nullpunkt aus mit den asymptotischen 
Naherungen gibt. 

Formel (103) und die entsprechende von = —k aus berechnete 
geben den Wert nur ungenau; es ist aber keine Schwierigkeit, durch 
Weiterentwicklung einen genaueren Wert zu finden; wir finden dann im 
Argument des cos eine Reihe, die sich dem — aus der geschlossenen 


Integration hervorgehenden — Wert = (k*? — 1) annihert, und im Nenner 





statt £/* den Ausdruck &'!* (1 iol ys wir erhalten als gute Naherung; 


255 
a 
cos] (k 1) 


(104) Yz=0 = 2C, a ae 
1/12 21/8 { * 
an wi) 


cos 7 (1 — k*) cos > (1+ k2) 

















= Vex a oon 
i. eer 
_ Vex l ss _- ae 
on = se a eee 
1(——) Floors 4(-——) 





Die exakte Berechnung durch Bildung des Residuums aus der asymp- 
totischen Lésung ergibt nach (91): 


1 d 
(105) Y¥r=0 = riff = 


z 








= 57 (G-.(—M) (Ite 7°") 4 4,6_, Me OO 
4 
Vw ete PVE Sa 1) 
y2 n(=—) 3 rl T, 


Pu} 
~ B+ 


F(p 1", 3)} 


Die beiden Formeln (104) und (105), die natiirlich ihrer Herkunft nach 
nur fiir hinreichend groBe k* gelten kénnen, verschwinden beide dann, wenn 
46* 
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k*+ 1 ein ganzes Vielfaches von 4 ist, also fiir k* = 3,7, ...; ist 


k? = 5, 9, ..., so wird wohl n( 3 =) unendlich, aber trotzdem (105) nicht 


Null, da die eine hypergeometrische Reihe entsprechend unendlich wird, 
so daB ein endlicher Grenzwert herauskommt. 





Numerische Berechnung mit Rechenschieber ergibt fiir 


PP = 10 9 l 
y nach (104) 0.64 0.74 1,0 
y nach (105) 0,64 0,74 1,0. 


DaB die Ubereinstimmung auch noch bei ® = 1 so gut ist, war gar nicht 
zu erwarten. 

Eine von der diskutierten Lésung unabhingige zweite Lésuwng kann 
man erhalten, wenn man von dem in einem der Gebiete II, III oder IV 
exponentiell verschwindenden Ausdruck ausgeht und ihn nach unserer 
Methode fortsetzt. Ist A, = C, = 0, so wird die von Gebiet III aus- 
gehende Lésung allerdings — bis auf eine belanglose Konstante — identisch 
mit der diskutierten von I ausgehenden Lésung. 


Uber Anwendungen der geschilderten Methode auf Probleme der 
Wellenmechanik und der Turbulenztheorie hoffe ich bald an anderer Stelle 
berichten zu kénnen. 

Meinem Freunde Otto Blumenthal danke ich herzlichst fiir die viel- 
seitige Férderung, die er dieser Arbeit durch Kritik und Beratung hat 
zu Teil werden lassen. 


(Eingegangen am 1. 7. 1935.) 

















Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente. II. 
(Analytische Mittelwerte.) 
Von 


Georg Aumann in Miinchen, z. Z. Princeton, N. J. (U.S. A.). 


1, Einleitung. 


Den im ersten Teil dieser Arbeit angestellten Untersuchungen iiber 
reelle Mittelwerte') sollen hier ihnliche Betrachtungen iiber analytische 
Mittelwerte an die Seite gestellt werden. Bereits die bisherigen Unter- 
suchungen iiber analytische Mittelwerte*) haben deutlich erkennen lassen, 
welche ausgezeichnete Rolle die sogenannten quasiarithmetischen Mittel- 
werte, d. h. die durch eine Abbildung aus dem arithmetischen Mittel hervor- 
gehenden Mittelwerte innerhalb der ganzen Theorie spielen; dies wird sich 
in der vorliegenden Arbeit aufs neue bestatigen. 

Um eine gewisse Ubersicht iiber den bisherigen Stand der Theorie 
zu haben, stelle ich in einer Vorbemerkung (in 2) einige Eigenschaften der 
analytischen Mittelwerte zusammen. 

Im Vordergrund der eigentlichen Betrachtungen stehen drei mittel- 
erzeugende Algorithmen*). Der erste ist der schon fiir reelie Mittel be- 
handelte Erhéhungsalgorithmus; er ordnet jedem analytischen Mittel von 
n Argumenten in eindeutiger Weise ein analytisches Mittel von » +1 Ar- 
gumenten zu, das Obermittel. Der zweite Algorithmus ist der Erniedri- 
gungsalgorithmus, durch den einem Mittel von n Argumenten in eindeutiger 
Weise ein Mittel von n — 1 Argumenten, das Untermittel, zugewiesen wird; 
er ist nichts anderes als die bekannte Auflésungsmethode der Gleichung 


w= M(z,, ..., Zn—1, #) 
nach w mittels Iteration. Bei beiden Prozessen wird auf das Umkehrungs- 
problem eingegangen. Die naheliegende Frage, unter welchen Umstinden 


‘) G. Aumann, Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente. I., Math. An- 
nalen 109 (1933), S. 235—253, im folgenden mit ,,I.“* gekennzeichnet. 

2) G. Aumann, Grundlegung der Theorie der analytischen Mittelwerte, Sitz. 
Ber. Bay. Ak. Wiss. 1934, S. 45—81; Uber die Struktur der analytischen Kon- 
vexitaten, ebenda 1935, S. 71—80. 

3) Den fiir eine Aufbautheorie bedeutsamen ,,Mischalgorithmus* [G. Aumann, 
Uber den Mischalgorithmus bei analytischen Mittelwerten, Math. Zeitschr. 39 (1935), 
S. 625--629] lassen wir hier auBer Betracht. 
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die beiden genannten algorithmischen Prozesse zueinander invers sind, 
fiihrt auf eine Funktionalgleichung, der jedes Mittel geniigen muB, das 
dem Untermittel seines Obermittels gleich ist. Fiir zwei Argumente hat 
diese Funktionalgleichung die Gestalt: 


M (z,, 2.) = M(M (z,, M (2,, 2,)), M(M (z,, 2), 23)). 


Wir beweisen, daB diese Funktionalgleichung, und auch die entsprechende 
fiir mehr als zwei Argumente, fiir die quasiarithmetischen Mittel charak- 
teristisch ist. Im Zusammenhang damit steht das folgende Problem: 
Wie sieht ein volikommenes System von Mittelwerten aus, d. h. eine 
Folge 
Mains Gh, EB te Sed, «2 MR, co he 2 


von analytischen Mittelwerten mit der Eigenschaft, da& jedes von ihnen 


das Obermittel des vorausgehenden und zugleich das Untermittel des 
nachfolgenden ist ? 


Es zeigt sich, daB jedes vollkommene System ein konformes Bild des 
Systems der arithmetischen Mittel ist‘). 


Die rechte Seite der obigen Funktionalgleichung stellt fiir jedes ana- 
lytische Mittel M ein analytisches Mittel dar, das iterierte Mittel von M. 
Die Wiederholung dieser Iteration, d. h. die Bildung des iterierten Mittels 
vom iterierten Mittel, usw., ist der dritte der in Betracht stehenden AI- 
gorithmen. Wir zeigen, daB fiir jedes analytische Mittel M die Folge 
der iterierten Mittel konvergiert, und zwar gegen ein durch M eindeutig 
hestimmtes quasiarithmetisches Mittel Q,. Dieses Mittel Q,, hat die cha- 
rakteristische Eigenschaft, daB jedes M-konvexe Kontinuum der z-Ebene, 
d. h. ein Kontinuum, das mit jedem System von n Punkten z,,..., z, 
auch den Punkt MM (z,,...,2,) enthilt, zugleich Qy-konvex ist. Damit 
ist von ganz anderer Seite her der Struktursatz iiber analytische Kon- 
vexititen*) zum zweiten Mal bewicsen. 

Es werde noch bemerkt. daB der letztgenannte Algorithmus bei reellen 
Mittelwerten, wie ich sie in ,,1.“‘ betrachtet habe, im allgemeinen keinen 
Mittelwert liefert. Dies kann unter anderem als Rechtfertigung dafiir 
dienen, daB wir unsere Untersuchungen hier auf analytische Mittelwerte 
heschriinken. 


‘) Fir das Bildsystem der arithmetischen Mittel hat im Falle reeller Funk- 
tionen M. Nagumo [Uber cine Klasse der Mittelwerte, Jap. Journ. Math. 7 (1930), 
S. 71—79] ein System von charakteristischen Eigenschaften aufgestellt, das unter 
anderem auch unsere eine Forderung enthalt, daB M, das Untermittel von Mp5, ist. 

*) Siehe in der zweiten unter *) zitierten Arbeit S. 80. 
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2. Allgemeine Vorbemerkungen. 

Wir stellen hier die Definition und eine Reihe von Eigenschaften der 
analytischen Mittelwerte zusammen‘). 

Definition. Die in der Umgebung der Stelle (a, ..., a) des Raumes 
der komplexen Veranderlichen z,,...,2z,(m > 1) regulire, symmetrische 
Funktion M(z,,...,2,) hei®t ein analytisches Mittel in der Umgebung 
dieser Stelle, wenn M (z, ...,z) =z ist. 


Eigenschaften und Sitze. 
(A,). Es gilt die Darstellung: 
b+... $e. 
M(a+¢,,....a+,) seehtts 


+ 2 (ou — SPF Cw God Sos eeery Cn site Gand ta 0059 Gomes Coole vor Cale 


wobei F(C,,¢,; ¢5,---» Sn) eine in der Umgebung der Stelle (0, ..., 0) 
regulare, in ¢,, ¢, und in ¢,,...,¢, fiir sich symmetrische Funktion be- 
deutet. 

(A,). Man kann ein positives 9 angeben, so daB aus 


|z —a| < 9, yv=1,....” 
stets 
| M (z,,.--) 2a) —@|< 9 
folgt. 
Es ist sachgemaB, die Argumente z,, ..., z, und ebenso den Funktions- 


wert M (z,,..., 2Z,) als Punkte in ein und derselben z-Ebene zu deuten. 
Statt ,,ein an der Stelle (a,...,a) analytisches Mittel“ sagen wir dann 
kurz ,,ein im Punkt a analytisches Mittel. Weiter definieren wir: Ein 
Gebiet G der z-Ebene, das den unendlich fernen Punkt nicht enthalt, heiBt 
ein Grundgebiet des analytischen Mittels M (z,,..., 2), wenn M im Poly- 
zylinder 

Zz, < G, pm), ...,8 


regular ist, auBerdem M in jedem Punkt von G ein analytisches Mittel 
darstellt und alle zugehérigen Funktionswerte wieder in @ liegen. 

(A,). Jedes Grundgebiet eines analytischen Mittels ist einfach zu- 
sammenhangend. 

Ein Grundgebiet heiBt eigentlich, wenn es mit dem Einheitskreis 
konform dquivalent ist; ist es die ganze (endliche) Ebene, so heiBt es 
uneigentlich. Weiter ist folgende Definition von Bedeutung: Ist G@ ein 
Grundgebiet von M, so nennen wir eine Teilmenge H von G eine M-kon- 


6) Beweise findet man in den in FuBnote *) erwahnten Arbeiten. 
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vere Menge, wenn z,< H, v = 1,...,m, stets M (z,,...,2,) < H nach 
sich zieht. 

Das Schwarzsche Lemma fiir analytische Funktionen mehrerer Ver- 
ainderlichen wird besonders anschaulich in der Eigenschaft 

(A,). Jede in einer M-konvexen Kreisscheibe enthaltene Kreisscheibe 
ist wieder M-konvex. 

Die kleinste abgeschlossene, M-konvexe Menge, die eine vorgegebene 
Teilmenge H von G enthilt, heibt die M-konveze Hiille von H; sie werde 
mit Hy bezeichnet. Insbesondere bedeutet {z,, z,|™ die M-konvexe Hiille 
der aus den beiden Punkten z,,z, bestehenden Menge. Folgende Eigen- 
schaft hebt die eigentlichen Grundgebiete von den uneigentlichen ab: 

(A,). Ist A eine beschrinkte abgeschlossene Teilmenge des eigent- 
lichen Grundgebietes G von M, dann ist Ay beschriinkt und einfach zu- 
sammenhangend. 

Konforme Invarianz folgt aus 

(A,). Ist das Gebiet G der z-Ebene ein Grundgebiet des analytischen 
Mittels M, und ¢ = g(z) eine schlichte konforme Abbildung von G auf 
das Gebiet J” der ¢-Ebene, mit der Umkehrung z = /(f), dann ist I ein 
Grundgebiet des analytischen Mittels 


M (2; tee Ca) = g(M (/ (¢,), seey f (Cn)))- 


M heiBt das Bildmittel von M vermége ¢ = p(z). Die Bildmittel des 


“17 --*F* eigen quasiarithmetisch. 





artthmetischen Mittels 


(A,). Zu jedem eigentlichen Grundgebiet G eines analytischen Mittels M 
gibt es eine (bis auf eine Abhnlichkeitstransformation eindeutige) aus- 
gezeichnete Abbildung ¢ = g*(z), die bewirkt, daB simtliche zweiten 
partiellen Ableitungen des Bildmittels M/(¢,,..., ¢,) am jeder Stelle 
fC, =... =¢, =€ des Bildgebietes J” verschwinden. 

Eine solche Abbildung heiBt eine Entzerrungsabbildung; das Bild- 
mittel M heiBt entzerrt. Jede Entzerrungsabbildung eines quasiarith- 
metischen Mittels fiihrt auf das arithmetische Mittel. 

(A,). Ist M ein entzerrtes analytisches Mittel, dann ist jedes M-kon- 
vexe Kontinuum im gewohnlichen Sinn konvex. Insbesondere ist jedes 
Grundgebiet eines entzerrten Mittels konvex. 

(A,). Ist M ein analytisches Mittel mit dem eigentlichen Grundge- 
biet G, so gibt es ein dadurch eindeutig bestimmtes quasiarithmetisches 
Mittel Qy mit demselben Grundgebiet und der Eigenschaft, daB jedes 
M-konvexe Teilkontinuum von @ zugleich Qy-konvex ist. 

Nun noch zwei Satze, die die quasiarithmetischen Mittel rein mengen- 
theoretisch-geometrisch charakterisieren: 
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(Q,). Das analytische Mittel M ist dann und nur dann quasiarith- 
metisch, wenn fiir jedes Punktepaar z’, z” die M-konvexe Hiille {2’, 2”}y 
keine inneren Punkte, d. h. keine Kreisscheibe als Teilmenge besitzt. 

(Q,). Das analytische Mittel M ist dann und nur dann quasiarith- 
metisch, wenn jedes im kleinen M-konvexe Kontinuum auch im grofen 
M-konvex ist. 

Dabei heiBt eine Punktmenge A im kleinen M-konvexr, wenn man 
um jeden ihrer Punkte als Mittelpunkt eine (nach (A,) und (A,) vorhan- 
dene) M-konvexe Kreisscheibe legen kann, deren Durchschnitt mit A eine 
M-konvexe Menge bildet. 


3. Das Obermittel. 

Wir betrachten hier den schon fiir die reellen Mittelwerte') behan- 
delten Erhéhungsalgorithmus, der einem analytischen Mittel von n Argu- 
menten in eindeutiger Weise ein solches von m + 1 Argumenten, das Ober- 
mittel, zuordnet. 

Seien G ein eigentliches Grundgebiet des analytischen Mittels 


M (z,,..-)%), und u,,...,%,.4, Punkte von G. Man setzt u” = u,, 
y= 1,...,”+1, und bildet allgemein fiir 2 = 0,1,2,... 
(3, 1) ul i = M (u;”, eoeg u” uy 4 Be °° 99 us, 1 

= M(...{ui”}...), 
wobei die symbolische Schreibweise in der letzten Zeile bedeuten soll, daB 
alle u,..., u,, als Argumente auftreten mit Ausnahme von u”’. Wir 
zeigen nun, da® fiir jedes » die Folge 
(3, 2) fa”... oe... 


konvergiert, und zwar unabhingig von » gegen ein und denselben Grenz- 
wert M®(u,,..., Un), der ein analytisches Mittel darstellt mit G als 
eigentlichem Grundgebiet. Der Algorithmus (3,1) heiBt der Erhéhungs- 
algorithmus, das Mittel M“ das Obermittel von M. 
In der Tat, sei a ein fester Punkt von G. Wegen (A,) ist 

0M 1 

GORE coqane st <* 
Deshalb, und wegen (A,), gibt es ein » > 0, so daB die Kreisscheibe 
|z —a| <@ in G enthalten und M-konvex ist, und auBerdem 
(3, 3) oo Zqy +++» Zn) — DM (2,, 23, -- 


2, —2 





aul <o <1 


besteht fiir alle z,, z,, 2, ..., Z, im dieser Kreisscheibe. 
Betrachten wir vorerst den Fall, daB die u, dem Kreis |u —a| < 0 
angehéren. Nach (A,) folgen aus |u,—a| < 0’ <0, v=1,..., +1, 
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die Ungleichungen |u\” —a|< 0’, und allgemein durch Induktion 
(a) 


ju, —a| < o’ fir » = 1,....n+1, 4 =0,1,2,.... Nach (3, 3) gilt also 
ju2t? — yt) — (MO... (ul) ...)— MC... [ur]... ou? — uo}, 


mit der Bezeichnung Max |u! — u”| =d, somit dj,, <od,, wegen 
“a, ¥ 


o <1 also 
(3, 4) im d, = 0. 


Fiir 4 >A, gibt es daher zu jedem / eine Kreisscheibe K,, deren Durch- 
messer nicht gréfer ist als 2d,, die die Punkte u{”,..., uf’, alle ent- 
halt und dem Kreis |u — a| < 0 angehért, und somit M-konvex ist. Wie 
oben folgt, da& fiir « > A> A, die Punkte u{",..., ui”. , alle in K, ent- 
halten sind, und daher auch im Durchschnitt 

D, = K,, Ki,+1--. Ky 


Wegen (3,4) besteht der Durchschnitt der absteigenden Mengenfolge |D,} 
nur aus einem Punkt. Damit ist die gleichmaBige Konvergenz der Folge 
(3, 2) fiir den Fall bewiesen, daB die Punkte u,, ..., vu, 4, in |u—a|< o’ 
enthalten sind. 

Weil G ein eigentliches Grundgebiet ist, ist die Folge (3,2) — als 
Folge von Funktionen von %,...,%,4, — in dem durch @ bestimmten 
Polyzylinder normal. Deshalb gilt die gleichmaBige Konvergenz gegen 
einen einzigen Grenzwert in jedem abgeschlossenen Teilbereich dieses Poly- 
zylinders. DaB® dieser Grenzwert ein analytisches Mittel darstellt mit @ 
als eigentlichem Grundgebiet, ist unmittelbar einzusehen. 

Aus (3,1) folgt sofort, daB M® (z,,...,2,4,) der folgenden Funk- 
tionalgleichung geniigt: 


(3,5) M(z,,..., 2341) = M™(M(... [z,] ...), ..-. M(..- [engi] -- -))- 
Umgekehrt wird man, ausgehend von (3,5), auf den Algorithmus (3, 1) 
gefiihrt. Unser Ergebnis fassen wir zusammen im 

Satz1. Ist G eigentliches Grundgebiet des analytischen M ittels M (z,, ...,2,), 
so gibt es ein und nur ein analytisches Mittel M (z,,..., 2,4 ), das die 
Funktionalgleichung (3,5) erfiillt und G ebenfalls als Grundgebiet besitzt; 
man erhilt es aus M durch den Erhéhungsalgorithmus (3, 1). 

Bemerkung. Es ist nicht schwer, zu zeigen, daB Erhéhung und 
konforme Abbildung vertauschbare Prozesse sind’). Hieraus folgt wieder, 
daB das Obermittel des quasiarithmetischen Mittels 

gi” = p (ert = + 1 (Gn) 


n 





das Mittel Qi"*" ist. 


7) Vergieiche den Beweis von Satz 2 in ,,I.“. 
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4. Umkehrung der Erhéhung. 

Der Frage, was die Umkehrung der Erhéhung ist, ist eine andere 
voranzustellen, namlich die, ob denn jedes analytische Mittel von mehr 
als zwei Argumenten als Obermittel auftreten kann. Da8 dem nicht so 
ist, geht hervor aus 

Satz 2. Es seiG ein Grundgebiet des analytischen Mittels M (z,, ..., Zn +1); 
und n > 2. M ist héchstens dann das Obermittel eines Mittels von n Ar- 
gumenten, wenn es Funktionen L,(z,), Ly (2,, 2%), -- +> Da (2,5 -++5 Zn) gibt, 
so daB diese Funktionen 

1. in einem Polyzylinder z, < G', G' < G, eindeutig analytisch sind; 

2. dort fiir k = 1,...,n —1 den Gleichungen 


(4, 1) | Pan ee Zp, 2x) = Dy (2,,.- +s 2) 
und der Beziehung L, <G' geniigen. AupBerdem muf 


3. fir k =2,...,% 
(4, 2) ae ee 

a M (Digs (Sys - - +» Sadp Ln —s (Bay Seo >> 20 Sade «+1 Logms (Sys - «09 Se—ee Sade 

Ee, +. 4 teh 5. — 2g ,, oe 

gelten und 

4. Ly (2,,.++5 Z,) eine symmetrische Funktion sein. 

Der Beweis ergibt sich leicht aus der Funktionalgleichung (3, 5), 
wenn man M (z,,..., 2,41) als Obermittel von L,,(z,,..., z,) auffaBt. 

Die vier Bedingungen von Satz 2 sind noch nicht hinreichend dafiir, 
daB M (z,,..:, 2,4 ,) ein Obermittel ist; man kann aber von Satz 2 aus 
zu einem Kriterium gelangen. Sind nimlich die vier Bedingungen von 
Satz 2 erfiillt, so folgt aus (4,1) sofort 


(4,3) L, (2, ..., 2) =L, (2), kam 2,...,% 
und nach (4,2) dann 
>= M(z,...,7) =M(L, (2), ..., £, (2) = Z, (2). 


Da auBerdem L, (z,,..., Z,) symmetrisch ist, so stellt L, ein analytisches 
Mittel dar mit G’ als Grundgebiet. Mit den Bedingungen L, (z, ...,z) =z 
zusammen ist es méglich, durch schrittweises Auflésen der Gleichungen 
(4,2) die Funktion L,,(z,,..., z,) eindeutig zu berechnen. Wenn es daher 
iiberhaupt ein Mittel gibt, dessen Obermittel M ist, so kann es nur L, 
sein. Es bleibt also nur noch das Obermittel von ZL, (z,,..., 2z,) zu be- 
rechnen und nachzusehen, ob das berechnete Obermittel mit M identisch 
ist. DaB das letztere durchais nicht immer der Fall zu sein braucht, 
geht aus folgendem Beispiel hervor: 
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Ist M das Obermittel von L,,(z,,...,%,), so erfiilit jedes Mittel 
der Form 
M* = M(z,,..., 24:1) + C- TT (z; — Zu)? 
1sSi#<asnti 
siimtliche Bedingungen von Satz 2, weil ja 
BP? (x, ,. s+ <5 Mas Se) oO EG, ..- 4 Bas Seb 


Fiir C + 0 kann aber M* nicht das Obermittel von L,, sein, weil es bloB 
ein einziges Obermittel gibt. 


5. Das Untermittel. 


Dem Erhéhungsalgorithmus lassen sich ihnliche iterative Prozesse 
gegeniiberstellen, die einem gegebenen Mittel von m Argumenten, » > 3, 
ein Mittel von »n —1 Argumenten zuordnen. Wir besprechen hier nur 
den wichtigsten von ihnen. 

Sei wieder G ein eigentliches Grundgebiet des analytischen Mittels 
M (z,,.--, Zn), und seien die Punkte u,,..., u,—, in @& gelegen; v, sei ein 
weiterer Punkt in G. Man bildet nun fiir 2 = 0, 1, 2,... 


(5, 1) Vi+1 = M (u,,..-; nt >: 


Ahnlich wie in 3 beweist man zunichst, daB innerhalb eines geniigend 
kleinen Kreises um v, dieser Algorithmus konvergiert; die Normalitaét der 
Folge v,, v,, ¥;,--- liefert dann wieder die Konvergenz innerhalb ganz G. 
Der Grenzwert Jim v, werde mit M‘-” (u,,..., U,—,) bezeichnet. 


Wir haben jetzt zu zeigen, daB M‘—” (z,,..., 2, —,) ein analytisches 
Mittel darstellt mit G als eigentlichem Grundgebiet, und im iibrigen vom 
Ausgangswert v, unabhingig ist. Nun erfiillt M‘@» offenbar die Funk- 
tionalgleichung 


(5,2) M'-(z,,...,%,-,) = M(z,,..., %—,, MO (2, ..., 2.—3)). 

Ein Blick auf die Darstellung (A,) lehrt, daB die Gleichung 

(5, 3) oa M (z,, ..., S—1, %) 

fiir geniigend nahe beisammen gelegene Werte z,,..., z,—, eine und nur 
eine Lésung v (z,,..., 2n—1) besitzt mit v (z,...,z) =z. Daher ist M‘-» 
von v, unabhingig, und offenbar ein analytisches Mittel. Aus dem Al- 
gorithmus (5,1)*), den wir den Erniedrigungsalgorithmus nennen wollen, 


folgt weiter, daB G ein Grundgebiet von M‘” ist. M‘—" heiBt das 
Untermittel von M. 


8) Dieser Algorithmus ist eine von altersher bekannte Methode zur Berech- 
nung der Wurzeln einer Gleichung der Form (5, 3). 
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Das Vorausgehende fassen wir zusammen im 

Satz 3. Ist G@ eigentliches Grundgebiet des analytischen Mittels 
M (2,,..-, 2), % & 3, so gibt es ein und nur ein analytisches Miittel 
M‘—» (z,,..-; 2—1), das die Funktionalgleichung (5,2) erfiillt und G eben- 
falls als Grundgebiet besitzt. Man erhilt es aus M durch den Erniedrigqungs- 
algorithmus (5, 1). 

Bemerkungen. 1. Offenbar besteht wieder Invarianz des Unter- 
mittels gegeniiber konformen Abbildungen. Hieraus folgt dann, da® das 
Untermittel des quasiarithmetischen Mittels Q’” gerade Q\"~” ist. 

2. Der Erniedrigungsalgorithmus ist noch einer anderen Klasse von 
Mittelwerten angepaBt, den analytischen Gewichtsmitteln. 

Sei p(z) eine in der Umgebung des Punktes z =a analytische 
Funktion mit positivem Realteil; dann hei®t das im Punkt a analytische 
Mittel 
2, p(z,)+---+2, P&,) 

plz)+--++ plz,) 
das zu p(z) gehdrige analytische Gewichtsmittel®). Man sieht sofort, daB 
das Untermittel von Gi” gerade G\"~” ist. 

3. Im Gegensatz zu den Eigenschaften des Obermittels, kann man, 
wenn iiberhaupt, unendlich viele Mittel angeben, deren Untermittel ein 
vorgegebenes Mittel ist. Ist namlich M‘-" (z,,...,z,—,) das Untermittel 
von M (z,,..., 2%), so ist offenbar M‘-")(z,,...,2z,—,) auch das Unter- 
mittel des Mittels 


M* = M(z,,..-.%) +9: I] (& — MO(....[2]---)), 
v=1 


y(n) 
G = 





wobei q eine willkiirliche, symmetrische analytische Funktion von z,,...,2, 
bezeichnet. Die Umkehrung der Erniedrigung ist daher ohne zusitzliche 
Bedingungen nicht eindeutig; wir gehen nicht weiter darauf ein. 


6. Vollkommene Mittel. 

Wir gehen an die Frage: Fiir welche Mittelwerte sind Erhéhungs- 
und Erniedrigungsalgorithmus einander inverse Prozesse ? 

Sei N(z,,..-, 2,41) das Obermittel von M (z,,...,2,), und um- 
gekehrt M das Untermittel von N. Dann bestehen die beiden Funk- 
tionalgleichungen: 

BF (s,, - «5 Says) UM (... fe}. «jes ME... fag aes -)p 
N (z,, + +5 Sq» Ml (z,, .. +, Sq)) as M (2,, ..-5 2). 


%) Die Frage, in welcher Weise p(z) die Grundgebiete von oe bestimmt, 
lassen wir an dieser Stelle offen. 
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Setzt man in der ersten z,4, = M(z,,...,2,) = z, so wird daraus ver- 
mége der zweiten: 


z = N(M(z, 24, .. +5 2n)> -+ +» M(z,, .- +5 2n—15 2)s 2), 
also mit der Abkiirzung M(..., z,~1, 2, %41,---) = 2, v=1,...,n, 


z=N(,..., x, 2), 
nach Satz 3 somit 
2=M (,..., 2). 


Die letzte Gleichung ist nun eine Funktionalgleichung fiir das Mittel 
M (z,,--+, 2) allein. Wie man sofort erkennt, ist die Funktion 


M (, sees 2(m)) = Ma) (z,, ears Zn) 


ein analytisches Mittel mit demselben Grundgebiet wie M. Ausfiihrlicher 
geschrieben haben wir: 
My) (z,; “**, Z») 
= M (M (M (z,, ..-1 Zna)s qs «+ +1 Zubr «+p M (2,, «+ +> Sn—1y DM (2, «+ +» 2n)))- 


Wir nennen M,,, das iterierte Mittel von M. Ein analytisches Mittel, das 
mit seinem iterierten Mittel identisch ist, wollen wir ein vollkommenes 
Mittel nennen. Nach dem vorausgehenden gilt somit 

Satz 4. Ist das Untermittel des Obermitiels von M (z,,...,2,) mit M 
identisch, dann ist M ein vollkommenes Miittel. 


-_ 


DaB von Satz 4 auch die Umkehrung gilt, ist enthalten im 

Satz 5. Jedes vollkommene Mittel ist quasiarithmetisch, und umgekehit. 

Fiir die quasiarithmetischen Mittel ist niimlich, wie aus den Bemer- 
kungen am Ende von 3 und 5 hervorgeht, die Voraussetzung von Satz 4 
erfiillt. Mit diesem Hinweis ist auch bereits der zweite Teil von Satz 5 
bewiesen. Da8 jedes quasiarithmetische Mittel vollkommen ist, kann 
man auch direkt leicht einsehen; einmal ist das arithmetische Mittel voll- 
kommen, und auBerdem ist das Bildmittel eines vollkommenen Mittels 
wieder vollkommen. 

Wir beginnen mit den Vorbereitungen des Beweises des ersten Teiles 
von Satz 5. 

Sei M(z,,...,2,) ein vollkommenes Mittel. Da Iteration und kon- 
forme Abbildung vertauschbare Prozesse sind, diirfen wir annehmen, 
daB M auBerdem ein entzerrtes Mittel (siehe 2) ist. Es geniigt demnach, 
zu beweisen: 

Satz 5a. Jedes vollkommene und entzerrte Mittel ist identisch mit 
dem arithmetischen. 
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Um beim Beweis den allgemeinen Fall in zweckmaBiger Weise zu 


erfassen, setzen wir folgendes voraus: M (z,,...,2,) sei ein analytisches 
Mittel mit G als Grundgebiet; auBerdem habe M die Eigenschaft, daf 
fiir jede Stelle z,; = ... = z, =z mit z aus G simtliche 2-ten, 3-ten,..., 


(s, — 1)-ten partiellen Ableitungen verschwinden, s, > 3. Weil wir diese 
Voraussetzung 6fter benutzen, wollen wir kurz sagen: M sei entzerrt 
(mindestens) vom Grad s,— 2. Ist z = u irgendein Punkt von G, so ist 
offenbar auch das in der Umgebung des Nullpunktes analytische Mittel 
(7, 0) L(z,,.-., 2) = M(u+z,,...,u+2%)— 


entzerrt vom Grad s, — 2; wir haben also die Entwicklung: 


(7,1) Ley, «+ %) oe BET D Paltys++ +s Bnd 


wobei P, ein symmetrisches, in den z homogenes Polynom vom Grad s 
ist, und insbesondere 
(7, 2) P,, (2, +, «++» 2 + 0) = Py, (2,, .- +) Be) 
fiir beliebige geniigend kleine z,,...,z,,v gilt. 

Ist auBerdem M vollkommen, so auch L. Wir bilden das iterierte 
Mittel von Z und setzen voriibergehend “~~~ *s = @, L(z,,...,%) =b 


und statt P,, kurz P. Dann ist nach (7,1), wobei wir (hier und auch 
spater) Glieder, die in den z von héherer als s,-ter Ordnung sind, unter- 
driicken : 


sie 
¢, = L(..., Zy—1) b, Zy+15 sou} = a-+- ay Pt. uh tet Mette oe 
b—z, 
=a+ onaee > Bf, -% ay Se ere 
Das iterierte Mittel ist somit 
La) (z,, erry Z,) = L(é,,; oe) Cn) 
6. 4+..+€, 
on ETS + PY, .. cbt... 


=a++P(2,,...,%) + — DS Pls S10 S419 +++) 


v=1 


+ Ple+-=9, .:.2 ‘4-4... 





Setzt man 


tee, = 
Ly (2,5 ++ +5 2n) = ce + Pxoy™ o sey 
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so ergibt Vergleich fiir P‘) (dafiir kurz P“ geschrieben): 
(7,3) PO (z,, «+5 Zn) 


= (4 ry es 1Y" | Pt, + neg Se) 1 YP(....2- Lk ae, | 


n 


wobei sowohl von (7,2) als auch von der Homogenitit von P Gebrauch 
gemacht wurde. 


8. 

Da L=Iy), so gilt P= P. Eine rein algebraische Behandlung 
dieser Funktionalgleichung fiir P zusammen mit der Gleichung (7, 2) 
bietet groBe rechnerische Schwierigkeiten. Wir gehen daher einen analy- 
tischen Weg, der auch fiir das spiitere von Bedeutung ist. Wir betrachten 
die Zuordnung P-> P®, und wiederholen dieselbe an P® usw.: 


[Poy] = P®, allgemein [P*-»]) = PX, 7. Le & aoe 


Aus (7,3) geht unmittelbar hervor, daB die P alle die durch (7,2) aus- 
gedriickte ,,Translationsinvarianz“ besitzen. Diese Tatsache machen wir 
uns zunutze, um eine bequeme Form fiir die P“ zu finden. Es durch- 
laufen im folgenden v, u, die ganzen Zahlen von 1 bis n, und k die 
natiirlichen Zahlen. Wir setzen: 


” _ (0, v = ty, 
An, = \l, » = m, 
z,+.---+2 


»(r) ( ’ ' 1 ww) 1 1 \*o 
(8,1) ¢ =a, — n te = Mn, oO + 0", + (— =) = @. 


Dann wird aus (7, 3): 


»°* 9 Be 


n 
‘ » 1 7 ™ 
(8, 2) Pm (2, aan g™) =@ P (€®, eres fim) + = > P (op é (n)), 
“,=1 
Weiter setzen wir: 


(8, 3) Ee at eS ak ee 


eee So ee Sip Sumy ss. ep t n My. Mp? 


p = P(t, ..., 2), 


n 


(8, 4) haa FS Oe er. 
1 


; M), cose “p= 
Dann lautet (8, 2): 
Po — op” + p™. 


Wiederholung dieser Operation und Schlu8 von k — 1 auf k ergibt: 


(8, 5) Pw — » (Borape. 


A=0 
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9. 
Wir fiihren nun eine Abschiitzung von P® (2, ..., €™) durch. Dabei 
haben wir die folgende, leicht einzusehende Eigenschaft von P zu be- 
nutzen: Es gibt eine positive Konstante C, so daB 


(9, 1) |P(z,,---, 2)| S Cre 
gilt fiir alle z,,..., 2 mit |z,/?+ ...-- |2,j* = r°. 


Zu diesem Zweck setzen wir (w/? eee =: | (m) |2 = 02 und allgemein 
> ~ 5 
(i) 2 i =(n) 2 


2 
Ss a | = Ou 


7H “k ; eee "7 Spee Mp | 


an. Aus (8,1), (8,3) folgt 


ss lig und sehen uns die 0 etwas niher 


i an” 
0» wit) git) 
(9, 2) Sead, TO, =O 
: 1=1 ’ 1 “ 
Speziell ist 
~(1) |2 (1 (1) “I / 7) 
3 > - ' “9 > . - - ’ - 
ou = — Lop (22 4 --) (Fe 4 + (gm 4 =) (Gm 4 —) 
=) n> te n m n og n bg " 
mt)? -(1) 
=3 2 i. Se?) 2 + 1 gin) 2 + ——_ + Se ale gm) 
71) 
ai = (S92 +...+0) 4 m— Ty mye 
g = : silat 
Mit Benutzung von (9,2) also 
‘ 1 ‘ 
fT. | Papi? 
Oo; = 0; ]+ — m. 
Y1 v { -¥, > 


Ebenso zeigt man 


0x, = 0 —_ {1 + X)igeop, 


und allgemein 


Ss 2 P l te aiMe) we , oly) , 
(9, 3) Ou, .— go —(1+—) 1¢ P+ co. ? coe r}. 


1 
Hieraus folgt sofort 


(9, 4) Ou. - ty = 0: 


1 
Auf Grund von (8,5), (8,4), (9,1) und (9,4) haben wir die Un- 
gleichungen: 


k 
Y/k 
> wh) k 4 “A 
5) Po) < S'(f) oF *pay, 
; ss cy ye = es 
(9. 6) P P <— \ Ou sate = 3*S ‘ Cu “ 
= 4 4 1 i = = 4 1 4 
. ‘ . » \ 
Nun kann man die Ausdriicke 6, = g3, 6, = — s 0. ..», nicht nur gut 
gt 


abschitzen, sondern direkt berechnen. Aus (9,3) folgt durch Summation 


“ory . 8 
und Division mit ~z: 
n 


/ l o, G; rs 
a eee) ee | ae ee 
. % (1 1) | it " tg 
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woraus Induktion leicht 
" 1 1 
me a. =a [1~(> +3)) 
ergibt. (9,5), (9,6), (9,7) zusammen liefern mit Benutzung des Wertes 


von @ in (8,1): 
io—[1- (2 +5)] 


A 


(9,8) |P@(@,...,, Mi s Cow >’ 


1 1 1 1 \s0\* 
-Ca(-s-s+st(-a) 
1 1 \k 
da ja s, >3. Wegen n > 2 folgt aus (9,8) 
(9, 9) Jim P® (2, ..., 2) = 0. 


Fiir ein vollkommenes Mitte] ist aber P® = P, allgemein P® = P, 
nach (9,9) somit 
P,, = P = 0. 


Aus der Voraussetzung, das vollkommene Mittel M sei vom Grad s, — 2 
entzerrt, folgt, da uw in (7,0) beliebig ist, die Entzerrtheit vom Grad 
8, — 1. Damit ist die Annahme, M wire nicht das arithmetische Mittel, 
d. h. nicht von beliebig bohem Grad entzerrt, nicht vertriglich. Satz 5a 
ist bewiesen. 


10. Vollkommene Mittelwertsysteme. 


An den Begriff des vollkommenen Mittels schlieBt sich der Begriff 
des vollkommenen Mittelsystems an. Eine Folge von analytischen Mitteln 


(10, 1) BM, (2, . %), Mg (S,5 255 Za)o «+ 0p Mea (Sy, -- +5 Be), «+> 


heiBe ein vollkommenes System, wenn jedes dieser Mittel das Obermittel 
des vorausgehenden und das Untermittel des nachfolgenden Mittels ist. 
Mit der in 3 eingefiihrten Bezeichnung gilt 

Satz 6. Jedes vollkommene System von analytischen Mitteln ist von 
der Form 


(10, 2) i A ee * 


Der Beweis bietet keinerlei Schwierigkeit; man kann ihn so fibren, 
da8 man Satz 5 nur fiir den Fall bendtigt, wo die Argumentezahl ge- 
rade 2 ist. Es ist daher nicht ohne Interesse, zu bemerken, daB sich fiir 


19) Siehe FuBnote *). 
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n = 2 der Beweis von Satz 5, bzw. 5a, wesentlich vereinfacht. Unter 
Verwendung der in 8 und 9 benutzten Bezeichnung ist namlich in diesem 
Fall 


2) 
Gsm = (yr, y% hy = 1, 2; k= 1, 2, 3, srry 
daher 


Oi, +2 ME ae 
und somit 


in Ubereinstimmung mit (9, 7). 


11. Die iterierten Mittel. 

Das wesentliche Hilfsmittel des Beweises von Satz 5a ist die wieder- 
holte Bildung des iterierten Mittels. Wir bezeichnen mit M,) das iterierte 
Mittel von M, mit My, das iterierte Mittel von My_y, k = 2, 3,.... 
Es ist naheliegend, zu fragen, ob fiir ein beliebiges analytisches Mittel M 
die Folge 
(11, 1) My, Mw, ..-, Mw, --- 
konvergiert, und welche Bedeutung dem etwaizen Grenzwert zukommt. 
Hierauf gibt vollstandige Antwort der 

Satz 7. Die Folge (11,1) der iterierten Mittel des analytischen 
Mittels M mit dem eigentlichen Grundgebiet G konvergiert gegen ein quasi- 
arithmetisches Mittel Qy (z,, ...,-%n), das ebenfalls G als Grundgebiet besitzt. 
Das quasiarithmetische Mittel Qy ist andererseits durch die Eigenschaft ein- 
deutig bestimmt, daB jedes M-konvere Kontinuum, das Teilmenge von G 
ist, zugleich Qy-konvex ist. 

Die Enxistenz dieses ,,strukturzeichnenden“  quasiarithmetischen 
Mittels Qy ist gerade der Inhalt von (A,). Satz 7 liefert eine neue 
Eigenschaft dieses Mittels und zeigt von neuem, welche zentrale Stellung 
die quasiarithmetischen Mittel in der gesamten Theorie der analytischen 
Mittelwerte einnehmen. 

Wie beim Beweis von Satz 5a kénnen wir voraussetzen, daB M und 
damit auch die iterierten Mittel von M entzerrt sind. Ich zeige zunichst, 


da8B man zu jedem vorgegebenen Entzerrungsgrad g aus der Folge (11, 1) 
eine Teilfolge 


(11, 2) Mi,@)> A = l, 2, 3, eee 

auswahlen kann, die gegen ein analytisches Mittel konvergiert, das (min- 

destens) vom Grad g entzerrt ist. Da die Folge (11,1) normal ist, so 

kann man jedenfalls konvergente Folgen herausgreifen. Angenommen, es 
47* 
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ist h(>1) der héchste Entzerrungsgrad, den ein Grenzmittel einer kon- 
vergenten Teilfolge von (11,1) erreichen kann, und 


(11,3) Ms Mls «5 Mise += 


eine Teilfolge von (11,1), die gegen ein vom Grad h entzerrtes analy- 
tisches Mittel N konvergiert. Man betrachtet die Folge 

Nw, Ne); e+ 99 Nw, °° 
sie enthalt eine konvergente Teilfolge 


(11, 4) May, Bes 


| ae 


"5 


Bezeichnet N’ den Grenzwert von (11,4), so ist, wie die Betrachtungen 
von 9 lehren, das analytische Mittel N’ mindestens vom Grad h + 1 
entzerrt. Wegen , 

lim My, +1, = Nay 
kann man aus der Doppelfolge My, +1), 4, # = 1, 2, 3, ..., d. h. aber 
aus (11,1) selbst, eine Teilfolge auswiihlen, die gegen N’ konvergiert. 
Damit ist der gewiinschte Widerspruch erreicht. 

Ks gilt mehr: Aus dem System der Folgen (11, 2), g = 1, 2, 3,..., 
kann man eine Querfolge herausgreifen, die gegen das arithmetische Mittel 
konvergiert. 

In der Tat, sei etwa z =O ein Punkt von G, und |z| < 0 eine 
M-konvexe Kreisscheibe in G; offenbar ist diese Kreisscheibe dann 
M,y)-konvex, wie ja iiberhaupt jede M-konvexe Menge zugleich M,)-, 
M)-, ---, Myy-konvex ist. Innerhalb dieser Kreisscheibe gilt 
(11, 5) IMy| <o. 


Setzt man 


> - Zz 


Mw, (z,,---, 2%) =— — ~ > yy ee 





so folgt nach bekannten Siatzen aus (11,5) fiir |z,!< 0, < 0 
k) - 
Fo’ G,, ««4 hs Ce, 


oo 
vobei die Konstante C, nicht von k abhingt, und 3S C,o; konvergiert. 


— 
> 


Hieraus und wegen 

of 2 
fiir ,+o bei 3 s<q-+-2 ergibt sich die oben behauptete Auswahl- 
méglichkeit. Sei nun 


> 0 


(11, 6) a ae. 
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mit p, <p, <p; <... eime gegen das arithmetische Mittel konvergente 
Teilfolge von (11,1). Aus der Darstellung (A,) und der Konvergenz 
gegen das arithmetische Mittel folgt fiir |z,|< 0, r =1,..., n: 








| Mor <n a < o; Max|z, — z,[? 
mit o, >0 und limo,=0. Ist auBerdem noch |z,—b| <r, so gilt 
i> ox~ 
Zt ---+2, Max |z,, — 3, |? 





—b|<r- 


n = 4nr 


Beides zusammen liefert 
f l . 
|Miy,) —bl<ar+ (9, _ nz) Max |z, — z,|*. 


Ergebnis ist somit: Ist o, << <= d. h. ist A geniigend groB, so haben 
die Ungleichungen 
l~a|\so, |2—b/s7, r=—1,2,..., 0, 
die Ungleichungen 
\Miy>| Se, {Mi —b|sr 
zur Folge. 

Wahit man daher r > po, so kann man ein A, angeben derart, da8 
fir A> 4A, fiir jedes Punktepaar 2’, <” in |z| <0 die Punktmenge 
(2’, "Nay in dem Kreiszweieck K (z’, 2’; 7) enthalten ist, das von den 
beiden Keaieen gebildet wird, die durch 2’ und 2’ hindurchgehen und 
den Radius r haben. Da fiir jede Teilmenge A von G die Mengen- 
ungleichung Ay. < Ax, besteht, sofern A > , so ist fiir jedes Punkte- 
paar 2’, 2” in |z| > und fiir jedes k mit k > p,, = k(r) 
< K (2, 2”; 1). 


Fiir r+ co folgt hieraus, da® fiir jede Teilfolge 


(a) 


lo’ ry 
i252 ju 


(11, 6) B.. Mes. .... Mixa, --. 
von (11,1) der Durchschnitt, d. h. der Limes der Mengen 
2, 2"Iugy» 4=1, 2,3,..., 


die Verbindungsstrecke S der Punkte z’, z” ist. 


Konvergiert insbesondere die Folge (11,6) gegen ein Mittel N, so gilt 


a! 5? “a 4 , al? — UJ 
(2, 2"Jx < lim {2’, 2 1 Mu, ) = 8. 
ii—_ =x . 
Da aber {2z’, 2”}, abgeschlossen und zusammenhingend ist, so mu 


att l 


\2’, 2!» mit S identisch sein. Nach (Q,) ist dann N das arithmetische 
Mittel. ° 
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Jede konvergente Teilfolge von (11,1) hat also ein und dasselbe 
quasiarithmetische Mittel als Limes, namlich das arithmetische. Damit 
ist die Konvergenz, die in Satz 7 behauptet wird, bewiesen. Aus der 
Eigenschaft, daB jede M-konvexe Punktmenge My-konvex ist, fiir 
k = 1, 2, 3,..., folgt dann auch die ,,strukturzeichnende“ Eigenschaft 
von Qy. 

Bemerkung. Es ist leicht zu zeigen, daB beispielsweise fiir das 
reelle Mittel 

i Min (z,, 2) + } Max(z,, z,)") 
die Folge der iterierten Mittel gegen Max(z,, z,), also gegen kein reelles 
Mittel konvergiert. Dies mag unter anderem als Erklairung dafiir gelten, 


da8 wir unsere Betrachtungen hier auf analytische Mittel beschrankt 
haben. 


11) Siehe ,,I.“, S. 244. 


(Eingegangen am 3. 6. 1935.) 








Die Zerlegungs- 
und Trigheitsgruppe als Permutationsgruppen. 
Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 





Die Wurzeln z,,..., z, einer Gleichung / (xz) = 0 mégen einen Galois- 
schen Erweiterungskérper 2 des Grundkérpers P erzeugen. Die Galois- 
sche Gruppe von QQ ist dann eine Gruppe von Permutationen der Wurzeln. 
Es sei p ein Primideal von P (P sei ein Zahl- oder Funktionenkérper) 
und $ ein Primteiler von p in 2. Wir wollen untersuchen, in welcher 
Weise sich die Zerlegungsgruppe 3 und die Trigheitsgruppe T von $ als 
Permutationsgruppen darstellen, insbesondere, wie ihre Transitivitatsgebiete 
mit der Zerlegung von p im Kérper A, = P(z,) zusammenhangen. 

In dieser Hinsicht hat E. Artin’) folgenden Satz bewiesen: Ist p 
nicht Diskriminantenteiler, also die Tragheitsgruppe gleich Eins, so sind 
die Grade der Zyklen, in welche die Zerlegungssubstitution zerfallt, gleich 
den Graden der Primideale, in welche p im Kérper A, zerfillt. 

Dieser Satz laBt sich nun folgendermaSen verallgemeinern: 

Satz I. Zerfdllt das Primideal p im Kérper A, in r Primideale p, 
von den Graden jf, und mit Exponenten e;: 

(1) P= P,'P," ++ PY, 

so zerfallen die Wurzeln z,,..., %, gegentiber 3 in r Transitivititsgebiete 
zu je e,f, Wurzeln, welche gegeniiber = in je f, Transitivitdtsgebiete zu je 
e, Wurzeln zerfallen. 

Satz I ist, nach der vielfach bewihrten Noetherschen Regel ,,Es 
steht schon bei Dedekind“, implizit in der Dedekindschen Theorie der 
Zerlegungs- und Trigheitsgruppen’) enthalten. Als Anwendung des 
Satzes soll im folgenden noch ein Kriterium hergeleitet werden, das es 
gestattet, aus der Primfaktorzerlegung der Diskriminante einer Gleichung 
die Affektfreiheit dieser Gleichung zu erschlieBen (Satz II). 


Beweis von Satz I. Die zu $ konjugierten Primideale lassen sich 
in der Gestalt o $ schreiben, wo o die Galoissche Gruppe © durchlauft. 
Diejenigen o, deren of in einem bestimmten p, des Zwischenkérpers A, 


1) E. Artin, Math. Annalen 89 (1923), S. 148. 
2) R. Dedekind, Zur Theorie der Ideale, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1894. 
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aufgehen, bilden nach Dedekind *) einen Komplex YU, o, 3, wo MU, die zu 
A, gehérige Untergruppe ist. Gehért o zu diesem Komplex, ist also 
ao = 2«0,¢, so folgt 

1 + 1 ~1 


- p-i 1 1 _—s » © 
o'2,=¢ @ @ 2, = ¢ G;' 2%; 


also gehéren dann o ' 


v, und o;'z, zum gleichen Transitivititsgebiet 
von 3 und umgekehrt. So gehért zu jedem p, ein Transitivititsgebiet 
von 3 und umgekehri. 

Die Anzahl der Wurzeln, aus denen ein solches Transitivititsgebiet 
besteht. ist gleich dem Index (3:12,), wo D, die Untergruppe von 3 ist, 
die o,' a, fest laBt. Die Untergruppe von G, die o,' +, fest laBt. ist 
aber o,'U,o,; also ist D, der Durchschnitt 


Dd, = 300; A, o,. 
Der Grad unseres Transitivitatsgebietes ist somit gleich dem Index 
(2) (3:3,) = (3:3 ca7' 4, a,) = (6, 307':6,307' 0A). 

Nun ist o,30,' die Zerlegungsgruppe von o, $, und o, 30;' 04%, 
ist die Zerlegungsgruppe desselben Ideals in bezug auf A, als. Grund- 
kérper. Die Ordnungen dieser Zerlegungsgruppen sind ef und e,f,, wo 
e und / Exponent und Grad von o, B in der Zerlegung von p, e, und f, 
Exponent und Relativgrad von o,$ in der Zerlegung von p, bedeuten. 
Der Index (2) hat daher den Wert 


‘ 
erly 


a, | i =e; f.. 


e 


Jedes Transitivitatsgebiet von 3 zerfallt weiter in Transitivitits- 
gebiete von I. Die Anzahl der Wurzeln in einem solchen kleineren 
Transitivitatsgebiet ergibt sich in genau derselben Weise als Index 

(I:Tao,' 4,o,) = (6, T0;':6,T0;' \%,) = . = ¢,. 
Damit ist Satz I bewiesen. 
Eine Anwendurig von Satz I ist der folgende 
Satz Il. Wenn in der Diskriminante D des ganzzahligen Polynoms 


f(z) = a, 2" +a,2"-'+...+44, 


eine Primzahl p genau in der ersten Potenz vorkommt, so ist die Galois- 
sche Gruppe © der Gleichung {(z) = 0 in bezug auf den rationalen Grund- 
kérper P entweder die symmetrische, oder sie ist intransitiv oder imprimitiv. 

Beweis. Die Zerlegung von p im Kérper A, = P(z,) sei wieder 
durch (1) gegeben. Die Differente » des Kérpers A, ist mindestens 
durch 




















Zerlegungs- und Tragheitsgruppe. 733 


teilbar. Die Kérperdiskriminante D, = Nd, die sich von der Gleichungs- 
diskriminante D nur um ein Quadrat als Faktor unterscheidet, ist also 
mindestens durch 

hia 1) + fgtg—2)... tga -1) 


P 
teilbar. Daraus folgt, da D, ebenso wie D nur durch p' teilbar ist, 
fiAIwml, g4=% ag=...=¢=1., 

Aus Satz I folgt nun unmittelbar, da die Trigheitsgruppe I eine 
Transposition enthalt. Die Galoissche Gruppe  enthiilt also eine 
Transposition. 

Nun zerlegen wir die Nummern 1, 2, ..., » der Wurzeln in Gebiete, 
indem wir zwei Nummern a und e zum gleichen Gebiet rechnen, wenn 
sie durch eine Kette von Transpositionen (ab), (bc), ..., (de) aus der 
Gruppe © verbunden werden kénnen. Diese Zerlegung ist gegeniiber der 
Gruppe © invariant. Wenn also die Gruppe © transitiv und primitiv 
ist, so miissen alle Nummern zum gleichen Gebiet gehéren, d. h. je zwei 
Nummern lassen sich durch eine Kette von Transpositionen verbinden. 
Diese Transpositionen erzeugen dann aber die volle symmetrische Gruppe. 
Mithin ist  entweder intransitiv oder imprimitiv oder symmetrisch. 

Nimmt man speziell den Grad » der Gleichung /(x) = 0 als Prim- 
zahl und die Gleichung als irreduzibel an, so muB die Gruppe der 
Gleichung unter den angegebenen Voraussetzungen die symmetrische sein. 
Diesen Satz hatte ich fiir n = 5 als Aufgabe publiziert®). Die Ver- 
allgemeinerung auf beliebige Primzahlen wurde von A. Scholz zuerst 
formuliert *). 

8) Jahresber. D. Math.-Ver. 44 (1934), Aufgabe 171, 8. 41; Lésung in 45, S. 34. 

*) A. Scholz, Lésung der Aufgabe 171, Jahresber. D. Math.-Ver. 45 (1935). S. 42. 


(Eingegangen am 19. 5. 1935.) 











Uber trinomische Gleichungen von Primzahlgrad. 


Von 
Udo Wegner in Darmstadt. 


Satz: Es sei 
f(z) = 2? +ax+b=0 
eine ganzzahlige, rational irreduzible Gleichung von Primzahlgrad p > 3. 
Weiter sei 
(a,b)=1; (a,p)=1; (6,p—1) =1. 

Dann besitzt die Gleichung die symmetrische Gruppe als Galoissche Gruppe 
tiber dem Bereich der rationalen Zahlen. 

Beweis: 1. Da die Gleichungsdiskriminante 


+ A =(p—1)?-'aP + pPbr-! 
ist, so folgt aus den Voraussetzungen, daB fiir eine in 4 aufgehende 
Primzahl q gilt: 
Q.p(p—Y))=1;5 @a)=1; (yb) =1. 
2. Es sei 
x’ +ar+b= q,'(x) o,° (x)... ge (x) (mod q), 

wobei q Teiler von 4 ist. Dann kann nur 1 Se, <2 sein. Denn 
wegen (q,p(p — 1)) = 1 folgt durch zweimalige Differentiation 
p(p—l)2” ‘= q,(2)* +s? (2)... gu(z)” - T(x) (mod gq), 
wobei T(z) noch ein g,(z) enthalten kénnte. Ist ein e, > 2, so muB 
y,(z) = x sein, was aber unmédglich ist, da (b, q) = 1 ist. 

3. In 
f(x) = a? +ax+b= gi (x) pi (x)... pi (z) Pe+.(z)--- Ge(z) (mod g) 
mu8 mindestens ein g,(z) existieren, das zur ersten Potenz aufgeht, da 
p sonst = 0 (mod 2) sein miiBte. 

4. Wir wollen nun beweisen, daB die Zerlegung von /(xz) modulo q 
nur folgendermaBen aussehen kann: 


c+ az+b = (x —a)? y,(z)- p5(z) ..- p.(2) (mod q). 


Ein g,(z) geht wegen g/A sicher in der zweiten Potenz auf. Ein 
solches sei g,(z). Ich behaupte, es kann nicht von einem Grade > 2 
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sein. Wir betrachten nimlich das Galoisfeld 7,,, wobei m der Grad von 
p,(t) =0 sei. &,,&] = &, seien dann Wurzeln von 9, (z) in T,,. Dann ist 
é?+aé,+b=0, y= 1,2, 
also durch Subtraktion: 
é? — éf? + a(é, — é,) > 0 
und durch Multiplikation mit p: 
p(éf — &3)+ap(é, — &) =0 
und auch: 


ptf-'+a=0, k=1,2, 
woraus: 


P P+aé, = 0 
folgt. Subtraktion der Gleichungen fiir k = 1 und 2 ergibt: 


p(é? — &) + a(&, — &) = 0 
a(p — 1) (€, — §,) = 9, 


und somit: 


was unméglich ist. 

Es kann also kein g,(z), das in héherer als der ersten Potenz auf- 
tritt, von gréBerem als dem ersten Grade sein. Es kann aber auch nur 
ein ,(z) in zweiter Potenz auftreten. Denn trite z. B. auch noch 
(,(z) in zweiter Potenz auf, so wiirden wir unter &, die Wurzel von 
y,(z)=0 und unter & die Wurzel von g,(z)=0 verstehen und im 
iibrigen wie oben schlieBen. — Daraus folgt die behauptete Darstellung. 

5. Da fiir alle in 4 aufgebenden Primzahlen g die Darstellung in 
Nr. 4 gilt, so gilt sie also gewiB auch fiir eine Primzahl in der Kérper- 
diskriminante des durch eine Wurzel # von / (x) = 0 erzeugten Korpers P(#). 
Wir kénnen jetzt also die Primidealzerlegung von (q) in P(#) angeben: 
Es ist zunichst 

(q) = a, a,... a, 
wobei die Ideale 
a, = (p,9,(9)), » =2,..,¢ a, = (p,(0 —2)") 
sind und 
(a,, a.) = 1 
ist. Die Norm von a,(v = 2,3,...,e) ist g”", wobei m, der Grad von 
@, (x) ist, und die Norm von a, ist q’. Weiter ist 


o 
d, ds d, 
a, = Py, * Pry +++ Pr, 


(die unteren Indizes bezeichnen die Grade der Primideale) und 


df, +d,f,+...+4,f/, =m, 
d.f, +d,f,t+.-..+4,f, = 2. 


bzw. 
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Da im ersten Fall jedes / durch m, teilbar sein muB, folgt 


e=1, jf, =m, ¢@d,=1. 
Im zweiten Fall ist 
g=l], f,=l, 4, =2, 
da wegen qg/A ein d > 1 sein mu8. Also ist die Primidealzerlegung von q 


(e) 


(q) = Pi Py, Pr, «++ Pe 
Da q + 2 ist, so ist die Kérperdiskriminante genau durch q' teilbar. 

Unsere Behauptung folgt nunmehr aus folgendem Satz von Scholz 
und van der Waerden: 

Wenn die Diskriminante eines irreduziblen Polynoms f(z) ein Prim- 
ideal des Grundkérpers nur in der ersten Potenz enthilt, so ist die 
Galoissche Gruppe entweder imprimitiv oder die volle symmetrische'). 
— Da in unserem Fall der Grad von f(x) eine Primzahl sein sollte, so 
ist die Gruppe primitiv. 

Aus unseren Uberlegungen folgt iiberdies noch der folgende Satz: 


f(z) = z?+ar+b=0 


sei eine ganzzahlige, rational irreduzible Gleichung von Primzahlgrad 
p > 3. Es sei eine Primzahl g vorhanden, die in der Gleichungsdiskrimi- 
nante aufgeht und fiir die 


(q,p (p —1))=1 

ist. Weiter sei g zu den Zahlen a und 6b teilerfremd. Dann ist die 
Galoissche Gruppe von f(z) entweder die volle symmetrische oder q geht 
in der Kérperdiskriminante des durch eine Wurzel von /(z) = 0 erzeugten 
Koérpers auf. — Ist also insbesondere q in ungerader Potenz in der 
Gleichungsdiskriminante enthalten, so ist stets die Galoissche Gruppe die 
volle symmetrische. 

SchlieBlich sei noch der folgende Satz erwihnt, der sich ebenfalls 
sofort ergibt: 

Eine notwendige Bedingung fiir die algebraische Auflésbarkeit einer 
ganzzahligen, rational irreduziblen Gleichung der Form: 


rP+azr+b5b=0 


ist, daB jede Primzahl, die zu p(p — 1) teilerfremd ist und nicht in den 
Zahlen a und b, aber in der Gleichungsdiskriminante aufgeht, zur Koérper- 
diskriminante teilerfremd ist. 


') A. Scholz, Vierte Lésung der Aufgabe 171, Jahresber. D. Math.-Ver. 46 
(1935), S. 42. Vgl. auch die in diesem Heft der Math. Annalen gleichzeitig er- 
scheinende Arbeit von B. L. van der Waerden, Die Zerlegungs- und Trigheitsgruppe 
als Permutationsgruppen. 
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Beispiel: Die auflésbaren Gleichungen der obigen Form vom Grade 
fiinf kann man nach Runge durch zwei rationale Parameter charakteri- 
sieren: 

But (4243). 4 (2241) (4243) 
a= se ce, ee b = ae chee, 
#+1 +1 
Setzt man 4 = 1 und » = 2, so ergibt sich die ganzzahlige irreduzible 
Gleichung: 
et5-7-2%2+4-3-7-24=0. 
Es ist: 


A = 23.5%. 7*. 13%. 
Die Primzahl 13 geniigt den Voraussetzungen des letzten Satzes. 13 geht 
also nicht in der Kérperdiskriminante auf. Also folgt aus: 
f(x) = (a — 1) (x + 6) (2 + 22 + 6) (mod 13) 


die Primidealzerlegung : 


/ 


(13) = Pp, Py Po. 


(Eingegangen am 18. 5. 1935). 











Zur Theorie der affektlosen Gleichungen. 


Von 
Udo Wegner in Darmstadt. 


Im folgenden soll zunichst ein Gegenstiick zu dem bekannten Dede- 
kind-Frobeniusschen Satz iiber den Zusammenhang zwischen der Prim- 
idealzerlegung in einem algebraischen Kérper und den Substitutionen der 
zugehorigen Galoisschen Gruppe bewiesen werden. Aus dem Satz werden 
wir dann eine einfache Konstruktion von affektlosen Gleichungen ungeraden 
Grades iiber dem Bereich der rationalen Zahlen ableiten. 

Hilfssatz: In einem algebraischen Zahlkérper P (#), der durch eine 
Wurzel @ der rational irreduziblen Gleichung n-ten Grades f(x) = 0 er- 
zeugt wird, mége eine Primzahl p die folgende Primidealzerlegung be- 
sitzen : 

(p) = py" py... PYF 
hierbei soll p, den Grad /, besitzen, und es soll (e,, p) = 1 sein fiir 
y =1,2,...,%. — Dann ist in dem zu P(#) gehérigen Galoisschen 
Kérper ('(#) die zu einem in p aufgehenden Primideal $ gehérige Ver- 
zweigungsgruppe & gleich der Einheit, und die Ordnung r der zugehérigen 
Tragheitsgruppe ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache {e,,e,, ..., ¢,| 
der Zahlen e,. 

Beweis: In I’(#) sei 

(p) = (B, PB, --- By. 
$ sei irgendeines der hier auftretenden Primideale, und 3, T und B 
seien die zugehérigen Zerlegungs-, Tragheits- und Verzweigungsgruppen. 
Dann gilt bekanntlich '): 

I, t <i 3 (d.h. invariant enthalten.) 

Il. B <i 3. 

III. Ist die Ordnung r von T gleich sp', wobei (s,p) = 1 ist, so ist 
die von 8 gleich p’. 


1) Uber die hier benutzten Eigenschaften von 3, I und & vergleiche man: 
1. Speiser, Die Zerlegungsgruppe, Journ. f. reine u. angew. Math. 149 (1919), 
S. 174—188. 
2. Hilbert, Zahlbericht. 
3. Bachmann, Zahlentheorie 5, 12. Kap. 
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IV. Es ist 
T=BV+BVB+VH+...+BB,_, 
und 
3=T4+TA4T4*4+...4+ TA}, 


wobei A~! BA = BP und A’ eine Potenz von B ist; / ist hierbei 
der Grad von &. 

V. Es ist r=t,e; fir 1 = 1,2.,...,k, wobei ¢; die Ordnung des 
gréBten gemeinsamen Teilers D; von 6’, der Gruppe, zu der P (#) 
gehért, und T; = S;TS;" ist, wenn G, die Gruppe von J'(#), die 
folgende Zerlegung besitzt: 


k 
(3) = Py 6’ S; 3. 
i=1 


Auf Grund dieser Tatsachen ergibt sich der Beweis des obigen Hilfs- 
satzes nun folgendermaBen: 

Da (e,,~) = 1 vorausgesetzt war, so folgt, daB t; = s;p‘ ist, wenn 
r = sp und (s,p) = 1 war. Somit besitzt D; eine Untergruppe U, der 
Ordnung p’. U;, liegt in T,, da D, < T, ist. In T; = S,TS;" gibt es 
aber noch eine Untergruppe der Ordnung p’, nimlich 8, = S;BS;'. Da 
aber p' die héchste Potenz von p ist, die in der Ordnung von 7, ent- 
halten ist, so sind B, und U; Sylowgruppen. Zwei Sylowgruppen gleicher 
Ordnung sind aber zueinander konjugiert, d.h. RB,R-' = U;,, wobei 
R < I, ist. Da aber B; <sT, ist, so wird B; = U;. Also gilt: 


B, < D, = (6',8;T8;") 


oder 

(1) B< Sj' D,S; = (S;' G'S,,T) fir 1 =—1,2,...,h. 
Allgemeiner gilt sogar aus demselben Grunde: 

(2) B < (H;' G' H,,%), 


wo H, irgendein Element des Komplexes 6’ 8,3 bedeutet. 
Demnach ist fiir jedes Element G von © 
B < (G-' G'G,T), d.h. aber B < G-' GG. 


Da nun J"(#) der kleinste Galoissche Kérper iiber P(#) ist, so muB der 
groBte gemeinsame Teiler von allen G~'G'G gleich der Einheit sein, 
d. h. insbesondere B = E£. 
Die Zerlegung von I modulo % (vgl. III.) wird demnach: 
T= EFE+B+BH+...4+ Br. 
Hieraus folgt: 


26; 


= “ «(= 1 
D, = (6',8,TS, |) = E+ By + B; +...+B; (¢ ) 
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fiir i = 1,2,...,k, wobei B, = S; BS;' gesetzt ist. Somit wird: 


ej = —1 
(S;'G’S,,T) = E+ Bis BY +...4+B “i ) 
Es ist aber auch: 


. 
(A; ' G'H,,t) = E+ Bi+ B%+... t+ B 7. 
wenn H,; < 6’S, 3 ist. 

Da wiederum der gréBte gemeinsame Teiler aller H;' 6’ H; gleich 
der Einheit sein mu8, so muB r = {e,, e,, ..., e,} werden. — Damit ist 
unser Hilfssatz vollstindig bewiesen. 

Hauptsatz: Unter den Voraussetzungen des Hilfssaizes jolgt, dap es 
in der Galoisschen Permutationsgruppe eine Permutation gibt, die aus f, 
Zyklen der Ordnung e,, |, Zyklen der Ordnung e,, ..., f, Zyklen der Ord- 
nung e, besteht. 

(Man erkennt, daB im Fall des Dedekindschen Satzes, also fiir 
€, = €; =... = & = 1, hier nun gefolgert werden kann, daB die Identitat 
in der Gruppe vorkcmmt. Deshalb kann man unseren Satz als Gegen- 
stiick zum klassischen Dedekindschen Satz bezeichnen.) 


3eweis: Es sei © = G' + GK, + OK, +... + O'K,, wobei 
K, = BE, K,. K,, ... K, ein rechtsseitiges Restsystem von modulo ©’ 


bedeutet. Dann gehért zu irgendeiner Substitution U der Galoisschen 
Gruppe die folgende Permutation P der Wurzeln von /(z) = 0: 
( OK 
DP an 4 
en (6K. u!: 
Da nun 
A 
0) <x z 5’ S; 3 
i=1 


ist, und 


i , “i ( ; 
3 =(6.85,35; )= L(E+B, +...+ B °" )A’ 


wird, so wird auch: 


G'S, 3 = G'S, BA +... + G'S, Bi "A? 
+ 6’ S, BA’ + ... + G'S, B*~' A 
+ 6'S,B A%—' + ...4+6'S8, Bi AM’, 


Setzt man. U = B, so erhalt man: 
© S, BY A’ 

i \ 
G'S, BY A’ zl 


P= 
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Nun ist 6’ S, Bt AvB = G'S, Bt+" Av, da Av B = B” Ay ist, wobei 
zp = 1 (mod r) wird. Somit wird: 
'S, BY AY 
al 
G'S, Bet Av 


eine Permutation, die aus /, Zyklen der Ordnung e,, f, Zyklen der Ord- 
nung e,, ..., {, Zyklen der Ordnung e, besteht. 

Satz: Alle ganzzahligen Gleichungen der Form: 

f(z) =a" +ap's?*+bp'+"=0 (n> 3) 

sind entweder reduzibel oder ohne Ajfekt, wenn folgende Voraussetzungen 
erfiillt sind: 

1. % ist ungerade, 

2. p ist eine Primzahl > n mit (p, ab) = 1, 

3. u ist ungerade, 

4, (t, n— 2) = 1, 

5. t+u< > a 

Beweis: Es sei /(x) rational irreduzibel, dann hat das Newtonsche 
Polygon auf Grund der Voraussetzung (5) zwei Seiten mit den Projek- 
tionen 1, = n — 2, l, = 2 auf der z-Achse und h, = ¢, h, = u auf der 
y-Achse. Die Gleichung ist auBerdem wegen der Voraussetzungen (3) und 
(4) im Oreschen Sinn regulir®). Also gilt in P (@): 


n=—3 2 


(pP) =P, Py> 

wobei p, und p, Primideale ersten Grades sind. Nach dem Hauptsatz 
enthalt wegen p > n die Galoissche Gruppe eine Permutation, die einen 
Zyklus der Ordnung » — 2 und einen der Ordnung 2 hat; also auch wegen 
(n— 2,2) =: 1 eine Transposition. AuBerdem ist f(z) = 0 primitiv‘). 
Somit ist /{<) = 0 ohne Affekt. 

Es fragt sich also, wann /(z) rational irreduzibel wird. Man kénnte 
vermuten, da8 vielleicht jedes Polynom, daB die Voraussetzungen 1. bis 5. 
erfiillt, irreduzibel wire. Aber schon das einfache Beispiel 


2 — 7-192? —7?-48 = (x? + 72+ 28) (x*® — 72* + 21 x — 84) 
widerlegt diese Vermutung. Mit Hilfe des Oreschen Irreduzibilitits- 
kriteriums erkennt man jedoch, daB ein f(z) mit den Eigenschaften 


*) Die Anregung, Gleichungen vom Typ x"+a2z*+ , = 0 auf ihren Affekt 
zu untersuchen, verdanke ich Herrn van der Waerden. 
8) O. Ore, Uber die Theorie der algebraischen Kérper. (Den sjette skandi- 
naviske Matematikerkongress, Kobenhavn 1925, S. 432/433.) 
*) O. Ore, Kriterien fiir Gleichungen mit primitiven Gruppen (Videnskaps- 
selskapets Skrifter, I. Mat.-Naturv. Klasse, 1924, Nr. 18, Oslo 1924, S. 7, Satz 5). 
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1. bis 5., falls es itiberhaupt reduzibel wird, nur in ein Produkt aus einem 
irreduziblen quadratischen Faktor und einem irreduziblen Faktor (n — 2)-ten 
Grades zerfallen kann. Weiter ergibt sich durch elementare Betrachtungen, 
daB f(x) sicher irreduzibel ist, wenn man zu obigen Voraussetzungen noch 
die folgende hinzunimmt: 


u+t> o- . 
Auch ist nach Eisenstein jede Gleichung der Form 
a+a gpa’ 4+-bVgqp't* =0 
(q = Primzahl + p, s > 1, (g, ab’) = 1) 
sicher irreduzibel und daher ohne Affekt. 


U. Wegner, Affektiose Gleichungen. 





5) So daB also Irreduzibilitat und damit Affektlosigkeit eintritt, wenn zu den 
n—3 t n—2 


Voraussetzungen 1. bis 4., 8S. 741 noch hinzugenommen wird: 5*. 7 < = <<, 





(Eingegangen am 4. 7. 1935.) 








Uber Herstellung und Anwendungen der monomialen 
Darstellungen endlicher Gruppen. 


Von 


W. K. Turkin in Moskau. 


In seinen Arbeiten ,,Ein neues Kriterium der Einfachheit einer end- 
lichen Gruppe“) und ,,Uber monomiale Darstellungen endlicher Gruppen’ *) 
hat der Verfasser der vorliegenden Arbeit eine Methode der Herstellung 
monomialer Darstellungen endlicher Gruppen gegeben und mit Hilfe dieser 
Darstellungen einige Sitze iiber endliche Gruppen erhalten. In_ vor- 
liegender Arbeit beweist der Verfasser, daB alle transitiven monomialen 
Darstellungen endlicher Gruppen nach derselben Methode erzeugt werden 
kénnen. Auch werden die Kriterien der Einfachheit einer endlichen 
Gruppe, die mit Hilfe der monomialen Darstellungen erhalten werden, 
allgemeiner formuliert. 


Sei © eine endliche Gruppe und sei § eine Untergruppe von 6. 
Sei & ein Normalteiler von §. Sei 


© = §+56,+96,+...+ 96, 


und 
§ =K+KRH,+RH, +... + KA, 
Sei S die Faktorgruppe $. die Elemente dieser Gruppe sind Systeme 


;=S8H,. Sei S eine Gruppe, die mit © eineindeutig isomorph ist; 
wir bezeichnen mit S, das Element von ©, welches bei diesem Iso- 


morphismus dem Element S,; von S entspricht. 
Wir schreiben folgende formalen Ausdriicke: 


Q = 87'S, + 8 RS, + ... +57 RS,, 
2G,, 
QG,, 
QG,. 
Bei der Multiplikation von rechts mit einem beliebigen Element 
von © geht jeder dieser Ausdriicke in sich selbst oder in einen anderen 


') Math. Annalen 111. 
2). Journal de l'Institut mathématique de l’Académie des Sciences d'Ukraine, 
1935. 
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iiber (mit einem Faktor von links, der einem Element von & gleich ist). 
Auf solche Weise bekommen wir eine Darstellung der Gruppe © durch 
monomiale Matrizen, d. h. Matrizen, bei welchen in jeder Horizontal- und 
jeder Vertikalreihe nur ein Element von 0 verschieden ist. Die von 0 
verschiedenen Elemente der Matrizen sind Elemente von & (siehe die 
oben zitierten Arbeiten ') und *)). 

Wir wollen jetzt den Begriff der Aquivalenz monomialer Gruppen 
einfiihren*). Sei G eine Gruppe monomialer Substitutionen. Wir he- 


zeichnen die Variablen dieser Substitutionen mit 
7. ee 


Seien die Elemente der Matrizen Elemente einer endlichen-Gruppe T. Sei 


¥, = 41, %> 

Ya = rT, Tz, 

Ys — T,,z;, 
Dann erfahren die Variablen 

y, ? Yo, wiih Ys 


auch eine Gruppe monomialer Substitutionen. Wir werden sagen, dab 
diese Gruppe der Gruppe © Aquivalent ist. 

Wir werden jetzt beweisen, daB jede transitive monomiale Gruppe 
einer nach der oben erwahnten Methode erzeugten Gruppe Aquivalent 
ist. Sei G eine transitive Gruppe monomialer Substitutionen der Variablen 


Das Das vase Mee 


Wir bezeichnen mit & die Untergruppe von ©, deren Substitutionen die 
Variable x, ungedndert lassen, und mit § die Untergruppe von G, deren 
Substitutionen z, mit einem Faktor versehen. S& ist augenscheinlich eine 
invariante Untergruppe von §. Die Faktoren, mit welchen die Sub- 
stitutionen von § die Variable xz, versehen, bilden eine Gruppe S, die 


b3] 
RK 
6 = §+96,+96,+... + 9G,. 


Mége z, durch G, in T;, x,, tibergefiihrt werden; wir setzen 


der Faktorgruppe = isomorph ist. Sei 


% = T,, Li,- 


%) Fir den Fall einer zyklischen Gruppe S wurden die Begriffe der Aqui- 
valenz und die Methode des Beweises von A. Speiser gegeben (siehe ,,Die Theorie 
der Gruppen von endlicher Ordnung“, zweite Aufl., § 46, 1927). 
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Dann wird jede Substitution unserer Gruppe die Variable z, = y, 
in S,y, iiberfiihren, wo S,; ein Element von © ist. Die Gruppe der 
Substitutionen der Variablen 
Yir Yar -++> Ys 
ist identisch mit der Gruppe der Substitutionen der GréBen 
Po 
Q= a S;" KS,, 
i=1 
G,, 
Q6G,. 
Um das zu beweisen, betrachten wir eine beliebige Substitution Z unserer 
Gruppe. Fiihrt Z die Variable y, in S, y, iiber, so wird G,Z die Variable y, 
in S,y, iiberfiihren. Wir konnen schreiben 
G,Z — K H, G, 
(K ist ein Element von & und das System S,; = RH, entspricht dem 


Element S, bei dem Isomorphismus zwischen 2 und S). Deshalb ist 


Z=G;'KH,G, 
und wir haben 
QG6,Z = 26,G;" K H,6, = 8, 26,. 
Wir bekommen den folgenden Satz: 

Jede transitive monomiale Gruppe ist dquivalent einer nach der oben 
angegebenen Methode erzeugten monomialen Gruppe. 

In den oben erwihnten Arbeiten') und *) hatte der Verfasser der 
vorliegenden Arbeit mit Hilfe der monomialen Darstellungen einige Kri- 
terien der Einfachheit einer endlichen Gruppe gefunden. Spiter haben 
S. Tchounikhin und A. Dietzmann nach derselben Methode etwas all- 
gemeinere Kriterien gewonnen. Wir wollen jetzt nach derselben Methode 
ein noch allgemeineres Kriterium beweisen: 

Sei © eine Gruppe und § thre Untergruppe. Sct 
Sei A ein Element von ©. Sei 

G,A = HG,, 
(H® ist ein Element von §). Ist das Produkt 

H'H” ... H® 
nicht in der Kommutatorgruppe von § enthalten, so hat G einen Normal- 
teiler. 

Sei R die Kommutatorgruppe von §. Wir konstruieren mit Hilfe 
von §'und & nach der oben erwihnten Methode eine monomiale Dar- 
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stellung der Gruppe . Die Faktorgruppe 


IG 


ist in unserem Falle 


i 


abelsch; selbstverstindlich auch die Gruppe S. Deshalb kénnen wir den 
Begriff der Determinante einer monomialen Matrix einfiihren; so nennen 
wir das Produkt aller von 0 verschiedenen Elemente dieser Matrix. Die 
Determinante des Produktes zweier Matrizen ist gleich dem Produkte 
ihrer Determinanten. Ist die Determinante einer Matrix von 1 ver- 
schieden, so hat die Gruppe eine invariante Untergruppe, die aus allen 
Elementen besteht, denen Matrizen mit Determinanten, die gleich | sind, 
entsprechen. 
G,A = H%G,, = K” H;.G;, 
(K® ist ein Element von 8). Dann ist 


26,A = 5,,2G,,. 


Die Determinante der Matrix, die dem Element A entspricht, ist gleich 
Sj Sj,--- Si 
und dieses Produkt ist von | verschieden, falls das Produkt 
i’ ” ...H@ 
nicht in R enthalten ist. So ist unser Satz bewiesen. 

In seiner Arbeit ,,Eine neue Anwendung der Darstellung einer end- 
lichen Gruppe als monomiale Matrizengruppe‘) hat der Verfasser der 
vorliegenden Arbeit den folgenden Satz bewiesen: 

Sei G eine Gruppe von der Ordnung g. Sei p* die héchste Potenz 
einer Primzahl p, durch welche g teilbar ist, und sei q der kleinste Faktor 
von g, welcher nicht durch p teilbar ist. Die Gruppe © mup einen Normal- 
teiler haben, wenn sie mehr als 

jl l 
I\n t+ F) 
Klemente enthilt, deren Ordnung in p* aufgeht. 

Wir wollen jetzt einen allgemeineren Satz beweisen: 

Sei G eine Gruppe der Ordnung g und sei § cine Untergruppe der 
Ordnung h. Sei g =hs (h und s seien teilerfremd). Se : die Ordnung 
der Kommulatorgruppe von § wnd sei q dev kleinste Primfaktor von s. 
Enthilt © mehr als 


1 l 
g(>+ o) 
Elemente, die in mit § konjugierten Untergruppen enthalten sind, so mup 


© cimen Normalteiler haben. 





4) Math. Zeitschr. 38. 
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Ist der Normalisator von § nicht gleich §, so gibt es in © nicht 
mehr als = Untergruppen, die mit § konjugiert sind. In diesem Falle 
enthalt © nicht mehr als 

a es es g 
7@-Nt1<4 


Elemente, die in mit § konjugierten Untergruppen enthalten sind. Deshalb 
kénnen wir weiter voraussetzen, daB der Normalisator von § mit § zu- 
sammenfiallt. 

Sei K die Kommutatorgruppe von §. Wir konstruieren eine mono- 
miale Darstellung der Gruppe 6 mit Hilfe von § und &. Sei A ein 
Element, das in §, aber nicht in & enthalten ist. Geht der Ausdruck 
QG, bei Multiplikation von rechts mit A in einen anderen Ausdruck 
derselben Art iiber (mit einem Faktor von links, der einem Element 
von S gleich ist), so kénnen wir annehmen: 

G; ‘a> G; A, 
Dann haben wir 
QG,A = QG,4:. 
Wir finden so, daB die Determinante der Matrix, die dem Element A 
entspricht, nur dann gleich 1 sein kann, wenn auBer 2 noch andere 
QG, vorhanden sind, die bei der Multiplikation mit A in sich selbst 
iibergehen (mit einem Faktor von links, der einem Element von & gleich 


ist). Sei QG, ein solcher Ausdruck: 


QG,A = S24, 
(S ist ein Element von S). Dann haben wir 
G,A = A'G, 
(A’ ist ein Element von §) und 
A = Gj' A’G,. 


So sehen wir, daB A auBer in § auch in der Untergruppe G7' HG, + 9 
enthalten ist. Deshalb muS A wenigstens in g mit § konjugierten 
Untergruppen enthalten sein. Wir finden so, daB in G nicht mehr als 
g bi 9s 
ag Se 
Elemente enthalten sind, die in mit § konjugierten Untergruppen, aber 
nicht in Kommutatorgruppen dieser Untergruppen enthalten sind. Augen- 
scheinlich gibt es in © nicht mehr als 


g jh ) g 
£(5-1)<4 


Elemente, die in den oben erwihnten Kommutatorgruppen enthalten sind. 
So ist unser Satz bewiesen. 


(Eingegangen am 4. 5. 1935.) 











Uber transitive 
Erweiterungen gewisser Gruppen aus Automorphismen 
endlicher mehrdimensionaler Geometrien. 


Von 
Hans Zassenhaus in Rostock. 


Gegeben sei ein Kérper k und ein m+ 1-dimensionaler Vektormodul 
M,,4, tiber k (m > 2). Fir jedes x, wo rc M,4,, 2 + O, wird die 
Menge aller Vektoren Ax, wo Ac k, als ein ,,Punkt (x) bezeichnet. Es 
ist also auch (x) = (Ax), wenn A + 0. P = (x) und Q = (pn) seien zwei 
verschiedene Punkte. Alle Punkte (Ax+ 4») mégen Gerade durch P 
und @ heiBen. Diese Definition der Geraden hangt nicht von der Wahl 
der zugeordneten Vektoren x und » ab. 

Alle Punkte und Geraden bilden eine projektive Geometrie I, ,, +1. 

Eine Punktmenge LZ aus [;,,4,, in der mit zwei Punkten P und Q 
auch die durch P und Q gehende Gerade liegt, mége linearer Raum 
heiBen. Aus gegebenen Punkten P,, P,, ..., P, entsteht durch Ziehen 
von Verbindungsgeraden zwischen schon gefundenen Punkten ein linearer 
Raum P, P, ... P,, welcher der von P,, P,, ..., P, erzeugte lineare 
Raum heiBen mége. Jeder lineare Raum aus J;,,,, laBt sich aus 
endlich viel Punkten erzeugen. Die Minimalanzahl der einen linearen 
Raum JL erzeugenden Punkte vermindert um 1 heiBt seine Dimension. 
I'y,m+, ist ein m-dimensionaler linearer Raum. +r Punkte heiBen un- 
abhingig, wenn sie einen r — 1-dimensionalen Raum erzeugen. Mehr als 
m-+1 Punkte aus J; ,,4, sind stets abhingig. In einem r — 1-dimen- 
sionalen linearen Raum L aus I, », +, gibt es stets r unabhingige Punkte. 
Wenn bereits s unabhiingige Punkte P,, P,,..., P, in L gefunden sind, 
so lassen sich dieselben zu einem System P,P, ... P, von r unabhangigen 
Punkten erginzen. Als Automorphismus von J, ,, +, wird jede umkehrbar 
eindeutige Abbildung der Punkte der Geometrie auf sich bezeichnet, die 
drei Punkte einer Geraden auf drei Punkte einer Geraden abbildet. Ein 
Automorphismus fiihrt einen linearen Raum stets wieder in einen linearen 
Raum von gleicher Dimension wie die des urspriinglichen linearen Raumes 
iiber. Alle Automorphismen von I; ,,4, bilden eine Gruppe %;, » +. 

Es sei P, = (x,), P, = (x,), ..-, Pm+1 = (%m41) ein System von m+ 1 
unabhingigen Punkten aus I, ,,,,. Jeder nichtsinguléaren m-+ 1-reihigen 
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quadratischen Matrix A = (a,,) mit Koeffienten aus & laBt sich der 
Automorphismus 


(x) + A(x) = "3 (Lana) i) 


1 
zuordnen, wobei 
m+ 


I= z= DL; Xj. 
1 
Die Matrix A ist durch den zugeordneten Automorphismus von J°,, » +, 
bis auf einen allen Koeffizienten gemeinsamen Faktor 4 + 0 bestimmt. 
Ferner sei o ein Kérperautomorphismus von k. Die Abbildung 
r+ o(x) = "So(a,)3, 
i=1 
ist ein Automorphismus von J, » +1. 
Bekanntlich hat jeder Automorphismus von J", ,, 4, die Form 
‘ x > o A(2). 

Alle Automorphismen x ~ A(x) mit |A|= 1 bilden einen einfachen 
Normalteiler L F (m+ 1,k) von Um4+4 ,. Jeder eigentliche Normalteiler 
von A m+, enthalt LF (m+ 1, k). 

Alle Automorphismen x — A(x), wo A eine beliebige nichtsingulire 
Matrix, bilden ebenfalls einen Normalteiler Ly. ,, . , von Up, 41. We. m+1/ Le, mor 
ist isomorph zur Gruppe der Automorphismen von k. Ly. » +4 ,/LF (m+ 1,k) 
ist isomorph zur Faktorgruppe aller Zahlen + 0 aus k mod der Gruppe 
der m + 1-ten Potenzen. 

Satz 1: Es gibt in LF{m-+ 1, k) einen Automorphismus von I’, » +, 
der r unabhingige Punkte 

P, = (2,), Py = (%,), ..-, Pr = (2,) 
der Reihe nach auf andere r unabhiingige Punkte 
, gv, = (0,), Q, = (5), rey Q, = (y,) 
abbildet. 

Beweis: Es sei 

P, = (2,), P, = (2,), ..- Pasi = (¥m41) 
ein System von m+ 1 unabhingigen Punkten von J*, ,, +1. 

l. r= 1. Es ist 


Dy = 4,4, + Oy t .-. + Omeitmer 
Wenn a, + 0, so kann a, = 1 angenommen werden. 
Setze 
BG « « Gees 
1 
A= ; 
1 


x — A(x) ist die verlangte Abbildung. 
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Wenn a, = 0, so gibt es ein a; + 0 fiir ein j >1 und es kann a; = 1 
angenommen werden. 
Setze 


O Gy « s Guy 1 Ge: On +1 


-A= ; 1 








1 
2. Es sei r > 1 und die Behauptung fiir 1, 2, ...,7 — 1 bewiesen. 
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es in LF einen Automorphis- 

mus a, der die Wirkung 

a (x;) = (»,) $= 1,3,..,7°—1 

hat. Sei «(z,) = p,. 

(y,), (9), ---> (0+) sind + unabhingige Punkte. Wenn ein Auto- 
morphismus § aus LF gefunden werden kann, der Q,, Q,,...,Q,—1 fest- 
1aBt und (y,) auf (y,) abbildet, so ist Ba der gesuchte Automorphismus, 
der P, auf Q, abbildet (i = 1, 2,...,r). Es kann angenommen werden, 
daB P, = Q,, P, =Q,, ..., Pre-1 = @-:. 

Wenn Q, ¢ P, P,... P,, so kann Q, = P,., angenommen werden. 








Setze 
’ r+1 
1 
1 
zs r —1 
dhs r+l1 1 
1 
1 
B(x) = B(x). 
Falls Q, c P, P,... P,, so kann Q, = (a,x, + ... +4,_,2%,-,+2,) 
angenommen werden. 
Setze 
1 
1 
Ber.ie, .¢-; 1 ; 
1 
1 


w. z. b. w. 
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Nun sei & ein endlicher Kérper aus q Elementen. Auf jeder Geraden 
liegen y+ 1 Punkte. Die Anzahl aller Punkte in J", ,,4, ist 
_.t.. -!_ m 1 gm—1 
on emmy ee TE +...+1. 
LF (m +-1, q) ist eine zweifach transitive Permutationsgruppe der » Punkte 
aus Dy. ww 41 

In Analogie zu der Frage nach den vierfach transitiven Permutations- 

gruppen vom Grade x + 2 und der Ordnung 

(mn + 2) (n + 1)” (n—1) 

habe ich die Frage gestellt, ob es von Gruppen zwischen LF und 
transitive Erweiterungen © gibt, derart, daB eine transitive Permu- 
tationsgruppe von » + 1 Ziffern P,. P,Q, ... ist und die Untergruppe G,., 
aller Permutationen, die P, festlassen, gleich einer zwischen LF (m + 1, q) 
und Y% m4: gelegenen Gruppe von Automorphismen der n Punkte aus 
Dy. m+1 ist. 

Eine triviale Lésung existiert im Falle q = 2. Dann kann = ©, 4, 

gleich der Gruppe der Permutationen 

a(x) = Ax+b 
aller Vektoren (einschlieBlich des Nullvektors) aus M,,,., gesetzt werden. 
Dabei bedeutet 4 eine nichtsinguliire Matrix und b einen festen Vektor 
aus M,,.,, abhaingig pur von 2. 

Falls © existiert, so fragt sich, ob © transitiv erweitert werden kann, 
und so fort. 

Als Resultat meiner Untersuchung habe ich erhalten, daB auBer den 
trivialen Lésungen G, ,,4; nur im Falle g = 4, m = 2, (G», : LF) = 1,2 
eine Gruppe © existiert. © laBt sich noch zweimal transitiv erweitern, 
falls Gp, = LF. Diese drei Gruppen von der Ordnung 20160. 22 bzw. 
20 1160-22-23 bzw. 20 160-22-23-24 sind von Miller behandelt worden. 
Sie sind einfach. 

Voraussetzung: sei eine transitive Permutationsgruppe von 
n+ 1 Ziffern P,, P,Q,.... Gp, sei die Untergruppe aller Permutationen, 
die P,, festlassen. Die Ziffern P,@,... seien die n Punkte aus J} ,, +1, 
und jede Permutation aus ,, bedeute einen Automorphismus von J’, » +1, 
©, sei zwischen LF (m+ 1.9) und W. m4. gelegen. Da  zweifach 
transitiv, so gibt es eine Permutation o, die P, und P vertauscht. Die 
Abbildung s(X) = 0 (X), wenn X CT, ,,4, und X + P, s(P) = P, ist 
einc Permutation der Punkte aus J. 

Zunichst wird yezeigt werden, daB in den meisten Fiillen (q = 2 
bzw. q = 4 und m = 2 sind ausgenommen) s ein Automorphismus von J" 
sein muB. Diese Annahme kann zum Widerspruch gefiihrt werden. 
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Satz 2: s fithrt lineare Riume durch P wieder in lineare Réiume iiber. 

Beweis: ZL sei ein durch P gehender linearer Raum der Dimen- 
sion r. Fir r = 0 ist die Behauptung trivial. Es sei r > 0 und die 
Behauptung fiir 0, 1, 2,...,7 — 1 bewiesen. 

Die Punkte aus s(Z) liegen wegen der Induktionsvoraussetzung, an- 
gewendet auf s~? statt s, nicht alle in einem r — 1-dimensionalen linearen 
Raum. 

Es gibt r+ 1 Punkte P, P,,..., P,4, in L, so daB die r+ 1 Bild- 
punkte P, s(P,) = Q,, ..., 8(P-+:) = Q,-4;: wmabhangig sind. Aus der 
Induktionsvoraussetzung folgt, daB P, P,, .... P,., wnabhingig sind. Nach 
Satz 1 liegt in LF ein Automorphismus 1, der P festlaBt und P, auf Q; 
abbildet. 

o, = t~'o laBt P,... P,4, fest und vertauscht P mit P,. Wenn 
bewiesen wird, daB die zu o, gehérige Permutation s, der Punkte aus I 
den linearen Raum L auf sich abbildet, so bildet s = rs, Z auf einen 
anderen r-dimensionalen durch P gehenden linearen Raum ab. 

Es kann Q, = P,, Q, = P;, ...,Qr41 = Pr+, angenommen werden. 

Angenommen, es gibt einen Punkt Q in L, so daB o(Q) = P,4, 
auBerhalb von L fallt. Auf jeder Geraden P,,,.X (X c L) liegt ein von 
X und P,,, verschiedener Punkt X’. Alle Punkte X’ sind untereinander 
verschieden und liegen nicht in Z. Da ihre Anzahl ebenso groB wie die 
Anzahl der in L gelegenen Punkte ist, so gibt es unter ihnen einen 
Punkt Q,,,. der von allen o(X) mit X c L verschieden ist. 

Nach Satz 1 gibt es in LF einen Automorphismus 1,, der P, P,,..., P, +, 
festlaBt, aber P,,, auf Q,,, abbildet. 

o—'z,o0 abt Py, P, P,,..., P+, fest, also 

o—' 1,0 C Gp, C Angie: 
Folglich 
o-'t,0(L) = L. 
Aber 
o~*1,06(Q) = 07 '1,(P, 42) = o~* (Gr +2) 
liegt nicht in ZL; das ist ein Widerspruch, w. z. b. w. 
Sei g= 2. Dann ist 
Gp, = LF (m + 1,2). 


Satz 3: Wenn eine Gerade von s wieder auf eine Gerade abgebildet 
wird, so gehen beide Geraden durch P. 

Beweis: Angenommen, s bildet die Gerade QR auf eine andere 
Gerade ab und P liegt nicht auf QR. Nach Satz 2 liegt P nicht auf der 
Geraden s(Q) s(R). Nach Satz 1 gibt es eine Permutation rt in LF, die 
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P festlaBt und Q auf s(Q), R auf s(R) abbildet. +-*'o vertauscht P 
und P, und lat die Gerade QR punktweise fest. 

Es geniigt, die Annahme, daB s die Gerade Q R punktweise festlaBt, 
zum Widerspruch zu fiihren. s laBt dann PQR punktweise fest nach 
Satz 2. 

Wir werden zeigen, da8 s mit einem Punkt S auBerhalb PQR den 
ganzen linearen Raum PQ RS punktweise festliBt. s soll also jeden 
Punkt T auBerhalb von PQR in PQRS festlassen. Es geniigt, 
die Annahme Tc SQ, T +Q,S, s(T) + T zu _ widerlegen. Da 
s(PSQ) = PSQ nach Satz 2, so liegt s(T) auf Gerade PT. Es sei 
P = (x,), Q = (x,), R= (x,), S = (x,). Dann ist T = (x,+ %,) und 
s(T) = (x, + %,+4,). Nach Satz 1 gibt es in LF eine Permutation r,, 
die P und Q festlaBt, aber R mit S vertauscht. Da (t,o)? P,, P,Q, R,S 
festlaBt, so laBt (r,c)? PQ RS punktweise fest. Aber 


7,07, 0(%, +%,) = tT, 07, (X, +2, +%,) = 1,9(2, +2, + 4,) 
= 1 (4, + %,+%,) = 3,+%,4+4%,, 
und das ist ein Widerspruch. 


Es seien P,Q, R, P,,..-,; Pm41 m+ 1 unabhingige Punkte aus J’), » +. 
Nach Satz 2 sind auch 


P,Q, R,a(P,) = Q,, o(P,) ag Q;, very O(Pngs) = Qm +1 
m-+ 1 unabhangige Punkte. 

Nach Satz 1 gibt es eine Permutation rt, aus LF, die P,Q, R fest- 
1aBt, aber P; in Q, iiberfiihrt (i = 4,...,m-+ 1). ty'o vertauscht P 
mit P, und laBt Gerade Q R punktweise fest, ferner laBt t>1o die Punkte 
Pos once Rey oe 

Es geniigt, die Annahme, daB s PQ R punktweise festli®t und daB 
s die Punkte P,,..., Py +, festlaBt, zu einem Widerspruch zu fiihren. 

. Nach der vorhin angestellten Uberlegung mu8 s simtliche Punkte 
aus I, +, festlassen. o ist eine in © enthaltene Transposition. Da 
n > 7 und © wenigstens zweifach transitiv, also primitiv vom Grade 
n-+-1, so ist G wenigstens vierfach transitiv. LF miiBte wenigstens 
dreifach transitiv sein, und das ist ein Widerspruch, w. z. b. w. 

Satz 4: Eine transitive Erweiterung von LF(m-+ 1,2) ist not- 
wendig isomorph zu Gs y +1- 

Beweis: Es geniigt der Nachweis einer eindeutig bestimmten Permu- 
tation o, aus G, die mit LF zusammen © erzeugt. 

o sei eine Permutation, die P und P, vertauscht. P,P,,..., Pm+, 
seien m-+1 unabhingige Punkte aus Iy,,+,- Nach Satz 2 sind 
P,o(P,) = Q,,---5 0 (Pms1) = Quai m+ 1 unabhingige Punkte. Nach 
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Satz 1 gibt es eine Permutation t in LF, die P festlaBt und P, auf Q, 
abbildet. o, = 1t~'o vertauscht P mit P, und la8t P,, P,, ..., P+, fest. 
Q R sei eine beliebige Gerade aus I;,,,,,. S sei der dritte Punkt auf Q R. 
Um nachzuweisen, daB o, eindeutig bestimmt ist, geniigt es zu zeigen, 
da8 o(S) eindeutig durch o(Q) und a(R) bestimmt ist. Falls Q R durch 
P geht, so ist das nach Satz 2 der Fall. Es gehe QR nicht durch P. 
Nach Satz 2 geht auch o(Q) o(R) nicht durch P. T sei dritter Punkt 
auf Gerade o(Q) a(R). Nach Satz 2 liegt o(S) auf Po(Q) a(R), aber 
weder auf Po(Q), noch auf Po(R), also liegt a(S) auf PT. Nach 
Satz 3 muB o(S) der dritte Punkt auf PT sein. 

Da © zweifach transitiv, so ist G primitiv. LF = Gp», ist maxi- 
male Untergruppe von ©, folglich erzeugt o, und LF ganz ©, w.z.b.w. 

Satz 5: Wenn q>2 und im Fall q = 4 die Dimension m gréper 
als 2 ist, so ist die Permutation s ein Automorphismus von Iy, +1 

Beweis: Es geniigt zu beweisen, daB s eine Gerade Q R, die nicht 
durch P geht, wieder auf eine Gerade abbildet. Nach Satz 2 sind 
P, s(Q), s(R) drei unabhingige Punkte. Nach Satz 1 liegt in LF eine 
Permutation t, die P festlaBt und Q auf s(Q), R auf s(R) abbildet. 
o, = t~'o vertauscht P mit P,, aber laBt Q und R fest. Wenn gezeigt 
ist, daB o, die Gerade QR festlaBt, so fiihrt o = to, die Gerade QR in 
eine andere Gerade iiber. Es kann s(Q) = Q, s(R) = R angenommen 
werden. 

Angenommen, es gibt einen Punkt S auf QR, so daB s(S) = T 
nicht auf QR liegt. Nach Satz 2 liegt T in PQR, aber weder auf PQ, 
noch auf PR. Es kann 

P=(z,), Q@=(z,), R= (z,), T = (z,+2,+4,) 
angenommen werden. 

S,,S,,..., 8, seien diejenigen Punkte auf QR, die von s nicht auf 
der Geraden Q R gelassen werden. Es sei s(S,) = 7;. Es ist r< q—1. 

Wenn eine Permutation + in LF gefunden ist, die P,Q, R festlabt, 
so daB 


t(T) + T,; é= 12...4% 
so folgt ein Widerspruch. Denn o-'ra laBt P,, P,Q, R fest. Also muB 
o~'ra(S) auf Q R liegen. Andererseits ist 

o~'ra(S) =a-'r(T) ¢QR, 
weil 

t(T) + T,. 

P,Q, R, P, = (x,),..-, Pasar = (¥m41) seien m-+1 unabhingige 
Punkte. 
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Falls m > 3, so setzen wir: 


1 
a 


b 
1 
a. a,b +0. 
1 
1 
Dann bestehen fiir r (7) = (x, + a, + 62,) (¢ — 1)? Méglichkeiten. Wegen 
q > 2 ist 








(q—1*?>q-1, 
t(T) + T, ¢+=1,2,...,f 


also 


lésbar. 
Falls m = 2. so setzen wir: 


fl 
o(* a,b + 0. 
b, 


t(T) = (4% +ax, +bx,) = (x, + a* bx, + ab’ x,). 


Es ist 


Fiir +(7) bestehen (g — 1)* Méglichkeiten, falls g = 1(8), und 4(q — 1)* 
Méglichkeiten, falls g=1(3). Wegen q + 2, 4 ist wiederum 

t(T) + T; $= 1,2,...¢ 
lésbar. W.z. b. w. 

Bemerkung: Wenn im Fall g = 4, m=2 o(S) = T nicht auf 
QR liegt und etwa T = (x, + x,+%,), so ist r = 3, und 7,,7,,7, sind 
die 3 Punkte (x,+%,+%,), (%, + @%,+ 0°%,), (%, + 0°%, + @%,), Wo @ 
eine primitive 3. Einheitswurzel aus k, ist. 

Voraussetzung: © sei eine transitive Erweiterung von Gp,, wo 
LF (m+ 1,q) © Gp, CUgm+i- oo Sei eine Permutation, die P und P, 
vertauscht. 

Satz 6: Es gibt eine nicht durch P gehende Gerade in Ig. m4 1, Ue 
von ao nicht auf eine Gerade abgebildet wird. 

Beweis: Die Annahme, da8 s ein Automorphismus von I’, » +; ist, 
mu8 widerlegt werden. 

Angenommen, s ist Automorphismus von J,,_,+,;. Dao um eine 
Permutation aus LF, die P festliBt, abgeindert werden kann, so kann 
angenommen werden, da s die m-+ 1 unabhangigen Punkte 


P = (3,), P, = (x,), eee Pa +1 = (Em+1) 
festlaBt. . 
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s hat die Wirkung 
s(x) = S A(z), 
wo S ein Automorphismus von k,, und A eine nicht singulare Matrix 
ist. Da LF in Gp, enthalten ist, so enthalt © nach Satz 1 eine Permu- 
tation rt, die P, und P, festliBt, aber P, und P, vertauscht. (ro)* laBt 
P,, P und P, fest. Nach Voraussetzung fiihrt (ra)* die Gerade P P, 
in sich iiber. Aber (ro)* fiihrt jeden von P, verschiedenen Punkt auf 
P P, in einen Punkt auf der Geraden P, P, iiber und das ist ein Wider- 
spruch. W. z. b. w. 

Satz 7: Eine transitive Erweiterung © einer zwischen L F (m +- 1, q) 
und Uo m+: liegenden Gruppe Gp, existiert dann und nur dann, wenn 
q = 2 bew. wenn q = 4, m = 2 und (Gp,: LF (3,4)) /2. G ist isomorph 
zu Gomii, zur Millerschen Gruppe von der Ordnung 20 160-22 bzw. zu 
deren Normalisator in S,,. Eine transitive Erweiterung G,, von © existiert 
dann und nur dann, wenn © die Millersche Gruppe ist. @,, laipt sich 
noch genau einmal transitiv erweitern zu ©,,. ©6,,, G,, sind eindeutig 
bestimmt. 

fll 
Beweis: Es sig=4,m=2. o, = | 1 liegt in Gp,, hat 
1, 
die Ordnung 2 und 1la8t genau sechs Ziffern fest. Es sei P = (z,), 
Q = (z,), R = (z,). Da @G dreifach transitiv, so gibt es eine Permu- 
tation €, in G, die P und Q festlaBt, aber (x, + x,) in P, iiberfiihrt. 

o, = §,0,&;" vertauscht P und P,, libt Q fest, hat genau sechs 
Fixpunkte und die Ordnung 2. «o, hat einen Fixpunkt R,, der nicht auf 
Gerade PQ liegt. Es gibt in Gp, eine Permutation £,, die P und Q 
festlaBt, aber R, in R iiberfiihrt. o, = £,0,6;' liBt Q und R fest. 
Falls o, die Punkte + P auf PQ nicht punktweise festliBt, so setze 
o,=0,. Falls o, die Punkte + P auf PQ punktweise festlaBt, so 1aBt o, 
nicht jeden Punkt + P auf PR fest, denn o, hat genau sechs Fix- 
punkte. &, sei eine Permutation aus Gp, nach Satz 1, die P festlaBt, 
aber Q und R vertauscht. Setze o, = §,0,;'. o, vertauscht P und P,, 
laBt Q und R fest; aber o, laBt nicht jeden Punkt + P auf PQ fest. 
Da o, die Ordnung 2 hat und nach Satz 2 die drei Punkte + P,Q auf 
PQ untereinander permutiert, so laBt o, einen Punkt (x,+22%,), wo 
z + 0, fest. Setze 


Ba ( = }. 


0 sei eine primitive dritte Einheitswurzel aus k,. o = §,0,&;' vertauscht 
P mit P,, abt Q, R und (x,+,) fest, vertauscht (x,+ 0%,) mit 
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(x, + 0? x,), hat genau sechs Fixpunkte und hat die Ordnung 2. Nach 
Satz 2 permutiert o die drei Punkte + P, R auf PR, la8t mithin einen 
von ihnen fest. R = (x,) kann so normiert werden, da8 


o (x, + £5) = (%, + 45). 


1 
In Gp, liegt die Permutation tr = ( 1 \. (ro)® liegt in Gp,, laBt 
1 


die Gerade PQ punktweise fest und laBt R fest. Daher ist 


1 
wor =(1 ), 
y 


wo y + 0. Falls (to)’ + 1, so JaBt (ro) genau sieben Ziffern fest, 
to hat die Ordnung g und kann nur einen q-gliedrigen Zyklus enthalten. 
Dann muB8 aber (ro)* wenigstens dreizehn Ziffern festlassen. Daher ist 
doch (t0)® = 1. 

Wenn o(QR) =QR, so wiirde to die vier Punkte + Q auf QR 
mit den vier Punkten + P auf PR vertauschen und dann wiirde (ra)* 
nicht die Gerade PR festlassen. Folglich ist o(QR) + QR. Nach 
Bemerkung zu Satz 5 ist o(X) ¢QR fiir alle X cQR, + Q,R. 

Nach Satz 2 laBt o entweder x,+ ox, und x, + 9*x, beide fest, 
oder o vertauscht diese beiden Punkte. 

Wenn. o (x, + 0%;) = (%, + @%,), 80 

a (3, + 0° ¥;) = (%, + 9 Xs), 
(ro)* (x, + 9x,) = (to)? (x, + @%;) = (¥,+ 0%,), 


to (%,+ 0%;,) = o(%, + of,). 
Folglich 


o(%,+ 9%) = 3,+%,+ 4%, wo a+0, 
ebenso 


o(z,+ 0?x,) = ¥, 4-2, + 54;, wo b+ 0. 
Nach der Bemerkung zu Satz 5 muB aber 

o (%, + o* x;) = %,+0%+ oak, 
oder = 4,+0°%,+ 0a, 
sein. Daher vertauscht o doch die Punkte (zx, -+ @x,) und (x, + 9*,) 
miteinander. Es ist 

o(¥,+ %,) = (%, +a,%, + «, 3), Wo a, % + 0, 
(r0)* (x, + 2,) = (to)? (a, 2, + 2, + %,%,) = (x, + 2,). 


O (%%, + %y+ a x;) = (%,+ 4,), 
o(x,-+ 2;) = (a, %, + 2, + a, 4). 


Mathematische Annalen. 111. 49 
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Da andererseits 
o (x, + ,) = (4, + aX, + a; %,), 


1 
so ist a, = 1. Wenn tr durch 1, = ( 1 ersetzt wird, so folgt nach 
1 


demselben Verfahren «a, = 1. o vertauscht (x, + x;) mit (x, + x, + 2,). 
In Gp, liegt die Permutation 


e 
z= ( } 
o 


(t,0)° laBt P, und R, ferner die Gerade PQ punktweise fest. Daher folgt 
wie vorhin: 
(rt, 0)* =1, 
(x, + ¥,) = (1,0) (%, + 2,) = (1,0) (2, + 9%, + 07%), 
0%, +2, = 9(%,+ et, + 0° %,), 
o(%, + 0°%,) = %, + 0%, + 074s. 


e 

Ebenso folgt, wenn r, durch t, = ( 1 ersetzt wird, daf 
0 
o (x, + 0%,) = x, + 0? 2, + 0%. 
o(z,+%,-+ 0x,) liegt auf der Geraden durch P und (x, + 9’x,) nach 
Satz 2. Da o die Punkte (x,+ x,) und (x,) festliBt, nicht aber den 
Punkt (x, + x,+4%,) auf der Geraden durch (x,+ x,) und (x,) la8t, so 
liegt nach Bemerkung zu Satz 5 auch o(x,+ %,+ 0%,) nicht auf der 
Geraden durch (x, + x,) und (x,). Folglich 
o(z,+%,+ 0%,) = (t, + 0%, +4), 
ebenso 
o(, + %,+ @'%;) = (x, + @* 2, + 4,). 
Wenn L, , in Gp, liegt, so enthalt Gp, die Permutation 
° : 
™Z= ( 1 | 

1/ 
(rt, 0)? laBt die Geraden PQ und PR punktweise fest, ferner laBt (1, 0)’ 
die Ziffer P, fest. Daher ist (t,c)* = 1. Aber 

(t,o)? (x, + 4;) = to, (2, + 2 + %) 
= 1,0 (k, + 0°, + 0*8,) 
= 1, (t, + o x, + 07)  (%, + 35). 

Folglich ist (Gp, : L F (3, 4)) Teiler von 2. 
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Da © aus Gp, und o erzeugt wird, so ist G eindeutig bestimmt. 
Leicht wird bewiesen, da8 tatsichlich die Permutationsgruppe LF (3, 4) 
der 21 Punkte aus J, zusammen mit der Permutation 
o = (Py, ¥,)(¥, + 9%, ¥, + 0°24) (¥, + 0%, 2, + 0%) 

(Xp + Egy X + Ey t¥s) (Fy t+ OFs, F, +0" Xp +O ¥s) (X.+ 0°85, ¥, + 024+ 07 F5) 

(X, + ¥y + O%,, X, + O%y + ¥5)(¥, + ¥ + 0725, 4%, + 072, + ¥,) 
eine dreifach transitive Permutationsgruppe ©,, von der Ordnung 20 160-22 
erzeugt. Der Index des Normalisators von ©,, nach ©,, in S,, ist 
Teiler von 2. Tatsiachlich transformiert die Permutation S (x), wo S Auto- 
morphismus von k,, die Gruppe ©,, in sich. Daher besitzt (8, L F (3, 4)) 
ebenfalls eine transitive Erweiterung 6,,. 

In einer transitiven Erweiterung ©,, von ©,, mu8 die Permutation 
o = (Poo, ¥) (¥ + O%y, ¥, + O? ¥s) (¥, + O%s, % + 4%) 

(X4+0° 5,2, +%y +0" ¥s) (Xp +¥y, +0? Xp +25) (Xp + O%3,%, + 0% +0%;) 

(¥, +X + X5, 4, + OF. + O45) (%, + y+ OFs, X, + 07%, + 0°45) 
liegen (eventuel! muB P, und P,, vertauscht und die x, miissen umnormiert 
werden). o wird dhnlich wie vorhin a gefunden. Es muB beachtet 
werden, da8 in ©,, kein dreigliedriger Zyklus vorkommen kann. Denn 
G,, soll vierfach, aber nicht fiinffach transitiv sein. 

Tatsichlich erzeugt ©,, und die Permutation o eine Gruppe 6,, 
von der Ordnung 20160-22-23. Eine transitive Erweiterung von 6), 
kann es nicht geben, weil S die aus o’ und LF (3, 4) erzeugte Untergruppe 
Up, von ©,, nicht in sich transformiert. 

In einer transitiven Erweiterung von ©,, mu8 die Permutation 
O” = (Poo, %) (2, + OF, ¥, + O°) (E, + 07 %s, X, + 45) 

(X)+ 02g, ¥,+Xy+ O¥s) (¥y +07 Xs, ¥, +07 y+ 07 Xs) (¥.+ ¥5,¥, + O%y + 45) 

(x, + % + 0°25, ¥, + OX, + O%s)(X, + % + ¥y, ¥, + 0" X, + O85) 
liegen. Tatsichlich erzeugt o” und @,, eine fiinffache transitive Permu- 
tationsgruppe ©,, von 24 Ziffern, deren Ordnung 20 160-22-23-24 ist. 

Eine transitive Erweiterung von ©,, existiert nicht. 


(Eingegangen am 6. 4. 1935.) 
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Uber die Abbildungen bikompakter Riume 
in Euklidische Riume. 


Von 


A. Tychonoff in Moskau. 





Fiir einen kompakten metrischen Raum F gilt der Satz, da8 es fiir 
jedes ¢ eine e-Abbildung von F in einen Euklidischen Raum R* gibt’). 
Unsere Aufgabe ist, diesen Satz auf den Fall bikompakter topologischer 
Raume?*) zu verallgemeinern. Dabei haben wir ein topologisches Analogon 
der e-Abbildungen zu finden. Das eine und das andere ist im folgenden 
Satze enthalten. 

Satz. Fiir jede offene Uberdeckung {U} eines bikompakten Hausdorff- 
schen Raumes F gibt es eine Abbildung dieses Rawmes in einen Euklidischen 
Raum, bei der das Urbild jedes Punktes in einem Element der Uberdeckung 
enthalten ist. 

Beweis. Fir jeden Punkt @ gibt es in {U} ein Element U = U (2), 
welches diesen Punkt enthalt. Da jeder bikompakte Hausdorffsche Raum 
regular ist, gibt es eine Umgebung V (Zz) mit V(z) c U(@), und eine 
stetige Funktion /(z) mit 


f(z) = 0 fir 2c V(@, 
0<sf@s1 , «tc U(@—V(, 
f(z) =1 , wc R—U(Z)*). 


Auf solche Weise erhalten wir eine Uberdeckung {V} des bikompakten 
Raumes F. Wir ersetzen diese Uberdeckung durch eine endliche Teil- 


1) Unter einer e-Abbildung versteht man eine solche, bei der der Durchmesser 
des Urbildes eines jeden Bildpunktes kleiner als ¢ ist. Der Begriff einer e-Ab- 
bildung und der obige Satz riihren von Herrn Alexandroff her. 

*) Ein topologischer Raum R heiSt bikompakt, wenn in jeder offenen Uber- 
deckung des Raumes (d. h. in jedem System offener Mengen, deren Vereinigungs- 
menge der ganze Raum R ist) endlich viele offene Mengen gefunden werden kénnen, 
die eine Uberdeckung von FR bilden. Vgl. P. Alexandroff und P. Urysohn, Zur 
Theorie der topologischen Raume, Math. Annalen 92 (1924), S. 258 u. ff. 

8) Siehe A. Tychonoff, Uber die topologische Erweiterung von Raéumen, Math. 
Annalen 102 (1929), S. 551. 
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iiberdeckung V,,V,,...,V,. Es seien U,, U,,..., U, die entsprechenden 
Elemente von {U} (einige von ihnen kénnen in dieser Reihe mehrfach 
vorkommen) und f, (2), f,(z),.-.,/,(z) die zugehérigen Funktionen. 

Wir bilden nun den Raum F in den R" ab, indem wir einem Punkte z 
den Punkt £ c R" mit den Koordinaten x, = /;(z) zuschreiben. Diese 
Abbildung ist stetig*), da alle /,(z) stetig sind. 

Wir behaupten nun, daB das Urbild eines Punktes § = {z,,..., 2} 
zu einem der U,(i = 1,...,) gehdrt. Ist die i-te Koordinate xz, von & 
kleiner als 1, so liegt nach der Definition von f,;(z) jeder Originalpunkt 
von z in U,. Die offenen Mengen V,, V;,..., V, bilden aber eine Uber- 
deckung von R, also ist wenigstens eine Koordinate jedes Punktes gleich 0, 
woraus unsere Behauptung folgt. 


4) P. Alexandroff, Math. Annalen 98 (1928),.S. 617. 


(Eingegangen am 22. 4. 1935.) 








—<——= 


Uber einen Funktionenraum. 
Von 
A. Tychonoff in Moskau. 


In der vorliegenden Arbeit soll ein neues Haufungsstellenprinzip fiir 
Funktionenmengen aufgestellt werden; es wird sodann auf die Lésung 
eines Problems aus der Theorie der bikompakten topologischen Raume 
angewandt, welches vor mehr als zehn Jahren von Alexandroff und 
Urysohn gestellt worden ist'). Unter einer Funktion wird hier durchweg 
eine reelle Funktion einer reellen Verinderlichen verstanden. Die Uber- 
tragung auf allgemeinere Funktionen- bzw. Abbildungsklassen liegt auf 
der Hand. 


§ 1. 

Definition. Eine Funktion {,(x),9< 2 <1, heift eine Haufungs- 
junktion einer Funktionenmenge M = { (x), wenn es fiir jedes « > 0 und 
jede endliche Punktmenge 2,,..., 2, der Streke 0= «= 1 eine 
Funktion {(x) aus M gibt, so daf 


f(z) —f,(2)| < e (¢ =i, ...,8) 
ist. 


Betrachtet man die Menge aller Haiufungsfunktionen der Funktionen- 
menge M als die abgeschlossene Hiille von M, so wird dadurch in der 
Menge aller auf der Einheitsstrecke der Zahlengeraden definierten reellen 
Funktionen eine topologische Zuordnung erklart, so daB die letztgenannte 
Menge als ein topologischer Raum F aufgefabt werden kann*). Betrachtet 
man unter den Elementen von F nur diejenigen Funktionen f(z), die 
der Ungleichung 

—-k<sif(z)<k, 05251, 





1) Die Formulierung dieses Problems findet der Leser zu Beginn des § 2 
dieser Arbeit. 

%) Vgl. Alexandroff-Hopf, Topologie I (Berlin, Springer) Kap. I, § 1, Nr. 1, 
oder auch Alexandroff, Math. Annalen 96 (1926), S. 555. 
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fiir eine feste natiirliche Zahl k geniigen, so erhilt man eine Teilmenge F, 
des Raumes F, die ihrerseits als topologischer Raum (als Relativraum 
von F) betrachtet werden kann. Von diesen Raéumen F, beweisen wir 
nun, daB sie bikompakte Hausdor{fsche Réume sind. 


Wir beweisen sogar mehr, namlich daB bei jedem k der Raum F, 
dem bikompakten Hausdorffschen Raume R, (¢ ist die Machtigkeit des 
Kontinuums), den ich bei einer anderen Gelegenheit definiert habe, 
homéomorph ist‘). 


Die Punkte des Raumes R, sind Systeme 


y =(... Ya, ---) 


der Michtigkeit ¢ von ,,Koordinaten“, wobei jede Koordinate eine reelle 
Zahl y., —1 < y. <1, ist. Eine Umgebung eines Punktes y’ = (... y2 ...) 
erhalt man, wenn man ein willkiirliches « > 0 wahlt, eine willkiirliche 
endliche Anzahl von Koordinaten, y,.,, ..., yu, herausgreift und diejenigen 
Punkte von R, betrachtet, die in diesen endlich vielen Koordinaten 
Yu,> +++» Yo, den Ungleichungen 


| Ya, — Ya, | <e¢ Gwi, ..., 8 


geniigen (die iibrigen Koordinaten sind keinen Bedingungen unterworfen). 


Zwischen den Punkten von R, und den Punkten von F, stellen wir 
eine eineindeutige Beziehung dadurch her, da wir zuerst irgendwie die 
Menge der Punkte der Kinheitsstrecke auf die Menge aller Koordinaten 
(-stellen) eineindeutig abbilden (eine solche Abbildung ist méglich, weil 
die beiden Mengen die gleiche Machtigkeit baben). Es sei 


zz 
diese Abbildung. Wir lassen sodann der Funktion f(z) den Punkt 


y = (... Ya —e 


von R, dadurch entsprechen, daf wir y, = f{(x) fiir c 2 « setzen. Diese 
Zuordnung ergibt eine eineindeutige Abbildung von F, auf R,; die Topologie 
in R, und in F, wurde so eingefiihrt, daB die gewonnene eineindeutige 
Abbildung eine Homéomorphie zwischen F, und R, darstellt. Bildet 
man noch die Strecke [— 1; 1] auf die Strecke [— 4; k] proportional ab, so 
erhilt man eine Homéomorphie zwischen R, und F,, wie wir sie haben 
wollten. 


3) Vgl. A. Tychonoff, Uber die topologische Erweiterung von Réumen, Math. 
Annalen 102 (1929), S. 544. 
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Aus der soeben bewiesenen Bikompaktheit der Raiume F, folgt 
insbesondere : : 

Satz I (Haufungsstellenprinzip). Zu jeder Menge gleichmipfig be- 
schrankter Funktionen gibt es mindestens eine Haiufungsfunktion. 

Wir beweisen ferner: 

Satz II. Fine gleichmdfig beschrinkte Funktionenfolge 


(1) f(a), fy{@), ~+ +> fn (Zs +> 
besitzt dann und nur dann eine einzige Haufungsfunktion, wenn sie (im 
gewohnlichen Sinne) konvergiert. 

Beweis. Es ist klar, daB, wenn die Folge (1) gegen die Funktion / (z) 
konvergiert, diese Funktion die einzige Haufungsfunktion der Funktionen- 
menge (1) ist. 

Es sei umgekehrt f(z) die einzige Haufungsfunktion von (1). 
Wiirde (1) nicht gegen f(z) konvergieren, so giibe es eine Teilfolge 


(2) fa (2)> Ing (2)s «+5 fay (2)s «+ 


von (1), ein festes e > 0 und einen festen Punkt x, der Einheitsstrecke 
derart, da8 


(3) | f(,) — fn, (2,)| S} € 


fiir alle h ist. Da die /,,(z) gleichmaBig beschrankt sind, besitzen sie 
eine Haufungsfunktion f(z); aus der Definition einer Haufungsfunktion 
folgt, daB es ein /,,(x) mit |/’(z,) —f,,(z,)| << e gibt; aus dieser Un- 
gleichung und der Ungleichung (3) folgt, daf /f'(z,) + f(z,) ist, daB 
somit f’ (x) eine von f(z) verschiedene Beriihrungsfunktion der Funktionen- 
menge (2), also auch der Funktionenmenge (1) ist. Durch diesen Wider- 
spruch ist der Satz II bewiesen. 


§ 2. 

Wir wollen in diesem Paragraphen einen bikompakten Hausdorffschen 
Raum konstruieren, welcher keine einzige nicht triviale konvergente Punkt- 
folge enthdlt*). Eine Folge a,, a,, ..., @,,... nennen wir dabei trivial, 
falls alle ihre Glieder von einem bestimmten n an untereinander identisch 
sind. 

Zu diesem Zweck konstruieren wir zuerst eine Folge von Funktionen, 
die keine nicht triviale konvergente Teilfolge enthilt. Es sei 


z = 0, @, @,...G,.-., @, = a, (2) 


*) Vgl. z. B. Alexandroff und Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques 
compacts, Verh. Kon. Akad. Amsterdam 14, Nr. 1, S. 54. 
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die dyadische Entwicklung der Zahl z, 0 < x < 1; falls x zwei dyadische 
Entwicklungen besitzt, wahlen wir diejenige, die von einer bestimmten 
Stelle an aus lauter Nullen besteht. Wir betrachten die Funktionenfolge 
(4) @, (x), a(x), .--, @,(Z), .-- 
Es sei 
(5) Gy, (Z), Any (Z), -- +, Gn, (2), --- 
eine Teilfolge von (4). Wir betrachten den Punkt 
a, = 0, 6,6, ...6,... 


der dadurch definiert ist, daB an den Stellen n.,, als b, die Ziffer 1, an 
allen iibrigen die Ziffer Null steht. Es ist 


Any », (Zo) _ bn. =1 
Gnome +1 (20) = Ong 4 = 9, 
die Funktionenfolge (5) konvergiert also im Punkte z, nicht. Das heiBt: 
(4) enthalt keine nicht triviale konvergente Teilfolge. 
Wir betrachten jetzt die Funktionenfolge (4) als eine Punktmenge A 


des Raumes F,. Die abgeschlossene Hiille A von A in F, ist ein 
hikompakter Hausdorffscher Raum; wir beweisen, daB dieser Raum keine 
nicht triviale konvergente Punktfolge enthiilt. 


Nach dem Satz II geniigt es zu zeigen, daB die Funktionenmenge A 
keine (im gewdhnlichen Sinne) konvergente nicht triviale Folge enthalt. 
Es sei: 


(1) f(a), fo(2), «++» fa), - 


eine beliebige Folge, deren Elemente zu A gehéren und alle untereinander 
verschicden sind. Wir nehmen an, daf® diese Folge gegen ein /(x) kon- 


vergiert. Wegen der Kompaktheit von A und nach dem Satz II gehért 
f(z) ebenfalls zu A. Es sei U, eine Umgebung (in A) des Punktes 
} = f(z) von 4; es sei f,, ein dieser Umgebung angehérendes Element 
der Folge (1). Wir wihlen eine Umgebung U, von f so, dab U,cU, 
und f,, ¢ U, — U, ist. Es sei ferner f,, c U, und U, c Uy, f,, c U,—U;, 
Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir eine Folge von ineinander ge- 
schachtelten Umgebungen 
630,23 sD WD «se 

von f und eine Teilfolge 


fay» bags oe eg fags o9 o9@ 
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so daB 
AP ee ee eA 


h+1 h+1 
ist. Wir bezeichnen mit A, den Durchschnitt von A mit U, — 0,4,; 
keine der Mengen A, ist leer, und alle diese Menge sind disjunkt, also 
erst recht paarweise voneinander verschieden. Die Elemente von A, be- 
zeichnen wir mit 

a (2), a, . an Be: Cavs 


und betrachten den Punkt 
a, = 0, 6,6,...6,... 


der Strecke (0;1), wobei 6, fiir » = nj" (bei beliebigem i) die Ziffer 1, 
fiir alle anderen » die Ziffer 0 ist. Dann sind fiir ein gerades h alle 
Funktionen aus A,, also auch /,, als ihre Haufungsfunktion, in dem 
Punkte z, gleich 1; fiir ein ungerades A sind diese Funktionen gleich 
Null; die Funktionenfolge (1) divergiert somit im Punkte z,, w. z. b. w. 


(Eingegangen am 22. 4. 1935.) 








Ein Fixpunktsatz. 
Von 


A. Tychonoff in Moskau. 





Unsere Aufgabe ist, den Schauderschen Fixpunktsatz') auf allgemeinere 
topologische lineare Raume zu erweitern und einige Anwendungen des so 
verallgemeinerten Satzes zu geben. 


§ 1. 
Einleitende Betrachtungen, 

Eine Menge RF heiBt ein allgemeiner linearer Raum’), falls fiir ihre 
Elemente (im folgenden Punkte genannt) eine assoziative, kommutative, 
eindeutig umkehrbare Addition und eine den Bedingungen 

a(bxz) = (ab) z, 
axr+ba=(a+b)a, 
ax+ay =a(z-+ y), 
lz= z, 
0r=90 
geniigende Multiplikation der Elemente mit reellen Zahlen definiert sind. 

Unter einer die Punkte z und y verbindenden Strecke versteht man 
die aus allen Punkten az+by, a>0, b>0, a+6=1 bestehende 
Menge. 

Eine Menge heif®t konvex, falls jede Strecke, die je zwei der Menge 
gehérende Punkte verbindet, ganz der Menge angehdrt. 

Einen allgemeinen linearen Raum RF nennen wir einen linearen topologi- 
schen Raum, falls in der Menge R eine topologische Zuordnung eingefiihrt 
ist und in bezug auf diese topologische Zuordnung die Addition der Elemente 
von R und Multiplikation dieser Elemente mit reellen Zahlen stetig sind‘). 

Dabei folgt aus der zitierten Kolmogoroffschen Arbeit, daB R, als 
topologischer Raum _ betrachtet, notwendigerweise ein Hausdorf{scher 
regularer Raum ist. 


1) Vgl. Schauder, Der Fixpunktsatz in Funktionalréumen. Studia Mathematica 
2 (1930), S. 171. 

2) Vgl. S. Banach, Théorie des opérations linéaires. Warszawa, 1932, Kap. II. 

%) Vgl. A. Kolmogoroff, Zur Normierbarkeit eines allgemeinen topologischen 
lineaten Raumes. Studia Mathematica 5 (1934), S. 29. 
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Einen linearen topologischen Raum nennen wir endlich einen lokal-kon- 
vexen Raum, falls fiir jede Umgebung U des Nullpunktes eine konvexe 
Umgebung V des Nullpunktes existiert, welche ganz in U liegt. Offenbar 
folgt daraus, daBS auch jeder vom Nullpunkt verschiedene Punkt des 
Raumes R die analoge Eigenschaft besitzt. 


Ein linearer Raum R heiBt ein normierter Raum, wenn fiir jeden 
Punkt z eine reelle Zahl |x|, die Norm von z, definiert ist, wobei die 


Bedingungen 

(1) |0| = 0, 

(2) |z|>0, falls z + 0, 
(3) |ax| =|a| |2|, 

(4) lz+y|Sl2|+Iy! 


erfiillt sind. Als Entfernung von z und y wird |x — y| erklart. Mit 
dieser Entfernung bildet X bekanntlich einen metrischen und folglich auch 
einen topologischen Raum, in welchem die Addition und die Multiplikation 
stetig sind. Da auSerdem die sphirischen Umgebungen konvex sind, so 
gehéren alle normierten Riume zur Klasse der lokal-konvexen linearen 
topologischen Raume. 

Wir wollen zeigen, daB es lineare topologische Réiume gibt, welche keine 
lokal-konvexen Réiume sind. Dazu betrachten wir den Raum H,,, dessen 
Punkte abzaihlbare Zahlenfolgen z = (z,, ..., 2, ...) sind, mit konver- 


genter z V\z,|. Die Addition und Multiplikation werden wie gewéhnlich 
1 
definiert. Als Norm des Punktes x setzen wir 


|a| = (2 V|2,\)*. 
Die so definierte Norm geniigt den Bedingungen (1), (2) und (3). 
Statt (4) gilt aber nur die abgeschwichte Bedingung 


(4') jo+y| S 2(\2| + |y)). 
In der Tat ist 


(SViz+ yl) S(LVal+ SViyl? < 2((L Vai? + (L Vim]. 


Man beweist leicht auf Grund der Bedingungen (1), (2), (3) und (4’), daB 
H,,, ein linearer topologischer Raum ist. Die Annahme, daB Hi), lokal- 
konvex ist, fiihrt dagegen zu einem Widerspruch. Wir betrachten, um 
das zu beweisen, die spharische Umgebung K, vom Radius 1 um den 
Nullpunkt. Gibt es eine konvexe in ihr enthaltene Umgebung V (0), so 
gibt es auch eine spharische Umgebung K, vom Radius «, die’ in V (0) 
liegt. Sind also 2, = {z{°, ..., af, ...) (i =1, ..., N) irgendwelche 
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, 


N 
Punkte von K, und a,,..., ay irgendwelche Zahlen x, > 0, 5 a, = 1, so 
1 
N 
liegt auch der Punkt y = J a, 2; in V (0), also auch in K,. 
i=1 


Die Punkte x; mit 2? = 0 und 2 = « liegen in K,. Wir nehmen 
irgendeine Anzahl N dieser Punkte i = 1,..., N und wahlen die Zahlen «; 
y 
den Zahlen 5 proportional: «; = = a sie sind > Ound Y a; = 1, falls 
N i=1 
N N 
Cy=2 s Der entsprechende Punkt y = [y,,..., Ya,---} = Do a 2% 
i=1 i=1 
hat als Komponenten y, = —— -e(n = N), yn = O(n > N) und seine 
Nv 
Norm ist 


= ~~ — - (ply 
lvl =(2 Va)’ = a-(2 5). 
Fiir hinreichend groBe N ist |y| > 1, also liegt y nicht in K,, was ein 
Widerspruch ist. 
Zum SchluB beweisen wir den folgenden Satz: 
Hat ein linearer topologischer Raum R eine n-gliedrige Basis x,, 2,...,%n; 
d.h. ist jeder Punkt x des Raumes R auf eine und nur eine Weise in der 


Form ra xz, darstellbar, so ist R dem n-dimensionalen Euklidischen 
k=1 


Raum E™ linear homéomorph. 

Beweis. Jedem Punkte (a,,a,,...,@,) des Euklidischen Koordi- 
natenraumes E” lassen wir den Punkt a, x, + a, 2, +...+ 4, Z, des Raumes R 
entsprechen. Man iiberzeugt sich leicht, daB die so erhaltene Abbildung 
des Raumes E auf den Raum R linear, eineindeutig und stetig ist. (Die 
Stetigkeit folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der Multiplikation und der 
Addition.) Es bleibt dann die Stetigkeit der umgekehrten Abbildung 
von R auf E*" zu beweisen. Da ein linearer topologischer Raum homogen 
ist, haben wir nur zu zeigen, daB es fiir jedes » > 0 in R eine solche 
Umgebung V des Nullpunktes gibt, daB ihr Urbild in E* in der sphiri- 
schen 7-Umgebung K, des Nullpunktes 7 liegt. Es sei S, die Sphire 
Sa} = 7? im E". Bekanntlich ist S, bikompakt. Das Bild S), von S,, 
in R ist folglich auch bikompakt. Der Nullpunkt ist also kein Haufungs- 
punkt der Menge S;. Es gibt folglich eine Umgebung U (0) des Null- 
punktes in R, deren Urbild in E* mit S, keinen gemeinsamen Punkt hat. 
Es gibt weiter ein « und U,(0) derart, daB az c U, falls a< « und 
zc U, Man beweist jetzt leicht, daB das Urbild der Umgebung 
V =eU, ganz in der sphiarischen Umgebung vom Radius 7 liegt. Es 
sei in der Tat z ein Punkt von V, dann ist z= ey, wobei y c U,. 
Fehmen wir jetzt an, daB das Urbild z’ von z auBerhalb K liegt. Dann — 
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gibt es eine reelle Zahl gq < 1 derart, daB das Urbild gz’ des Punktes qz 
auf S, liegt. Der Punkt gz = qey liegt also auf S,. Da ge < q ist, 
gehért aber gey zu U, was unméglich ist. Dieser Widerspruch beweist 
unseren Satz. 


§ 2. 
Fixpunktsatz. 

Satz. Bei jeder stetigen Abbilduny einer konvexen bikompakten*) 
Menge eines linearen topologischen lokal-konvexen Raumes in sich gibt es 
wenigstens einen Fixpunkt®). 

Beweis. Wir setzen voraus, daB es bei einer Abbildung y = /(z) 
einer konvexen, bikompakten Menge F in sich keinen Fixpunkt gibt, d. h. 
/ (xz) + a fiir alle Punkte der Menge F gilt. Wir trennen jeden Punkt z 
von seinem Bilde y = /(z) durch die punktfremden Umgebungen W’ (z) 
und W”(y). Weiter kénnen wir vermége der Stetigkeit der Abbildung 
im Innern von W'(z) eine andere Umgebung W(z) von x wihlen, deren 
Bild ganz in W”(y) liegt: f(W(z))  W"(y). Die so gewahlte Um- 
gebung W (zx) hat also die Eigenschaft, da8 sie mit ihrem Bilde keinen 
gemeinsamen Punkt hat. Auf solche Weise bekommen wir eine Uber- 
deckung {W(z)} der Menge F. Wir werden zu einem Widerspruch 
kommen, falls wir zeigen, da8 in jeder Uberdeckung eines bikompakten 
Raumes wenigstens ein Gebiet mit seinem Bilde gemeinsame Punkte hat. 

Wir kénnen voraussetzen, da8 die Uberdeckung {W(z)} aus konvexen 
Gebieten besteht, da sie sonst durch eine andere, die vorausgesetzte 
Eigenschaft besitzende ersetzt werden kénnte. 

Eine Uberdeckung {UV} nennen wir die zweifache Verfeinerung einer 
Uberdeckung {W}, falls man jedem U ein W>U zuordnen kann, so 
daB jedes U’, welches zu U nicht fremd ist, auch in W enthalten ist **). 

Um diese Uberdeckung {U} zu konstruieren, ersetzen wir {|W} durch 
eine endliche Teiliitberdeckung {W,,..., W,}. Dieses ist wegen der vor- 
ausgesetzten Bikompaktheit immer méglich. Fiir jeden Punkt z wihlen 
wir eine Umgebung W*(z), deren abgeschlossene Hiille in einer der 


*) Siehe P. Alexandroff und P. Urysohn, Zur Theorie der topologischen Raume, 
Matb. Annalen 92 (1934), S. 258. 


5) Bei Schauder ist der entsprechende Satz fiir metrische Raiume bewiesen. 
5a) Fir den metrischen Raum kann man als {W} die Gesamtheit aller e-Um- 
gebungen der Punkte F nehmen. In diesem Falle bilden alle 3 - Umgebungen eine 
zweifache Verfeinerung von {W)}. 
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W,,..., W, enthalten ist: W*(z) c W,, und ersetzen die Uberdeckung 
W* (zx) durch eine endliche Teiliiberdeckung Wf, ..., W%,. Weiter setzen wir 


(1) U(x) =( TT Wi)-( IT (R—W}))-( IT Wy), 

zcut zcR-i} 2Cw; 
wobei im ersten bzw. dritten Produkte nur den Punkt z enthaltende 
Gebiete Wi (bzw. W;), im zweiten Produkte nur diejenigen auftreten, fiir 
die R— W}><-ist. Liegt also zc W* — W*, so kommt W* in den 
U (x) bestimmenden Produkten nicht vor. Es gibt nur eine endliche An- 
zahl verscbiedener U,,...,U,. Es seien U(x) und U’(2’) zwei nicht 
disjunkte Umgebungen: U (z)-U'(z’) + 0. Wir wahlen jetzt ein Wf aus 
dem ersten Produkte in (1). Dann ist U(z) c W*. Zu diesem W* 
waihlen wir ein W > W*; die Umgebung W enthilt z, gehért also zum 
dritten Produkte in (1). Der Punkt z’ liegt in W*, da, falls 2’ c F— W* 
wire, U'(2') c F — W*, also U(x)-U’(z’) = 0 sein miBte. Daraus folgt 
a’ ¢ W*c W und auch U’(z’) c W. Wir haben also fir eine Uber- 
deckung {W} eine andere {U} konstruiert und jedem U ein W > U zu- 
geordnet derart, daB aus U-U’ + 0 auch U’ c W folgt. 

Wir wihlen noch um jeden Punkt z eine Umgebung V(z), deren 
Bild ganz in einem U liegt. 

In jedem Gebiete U,,...,U, wahlen wir die Punkte z,,..., z,, 
xz; < V;, und betrachten die aus den Punkten 

y= Sway (a> 0, ¥ a = 1) 

1 i=1 

bestehende Menge L. Nach dem Satze des § 1 ist diese Punktmenge einem 
r-dimensionalen Simplex (r < p) homéomorph, also bikompakt. Wir 
unterteilen die Menge Z in endlich-viele so kleine Simplexe {S}, daB 
jedes S im Innern eines V liegt, d.h. /(S) ganz zu einem U gehért. 
Es seien y,,..., y, die Eckpunkte dieser Simplexe. Wir bestimmen eine 
Abbildung g der Menge ZL in sich, indem wir o(y;) = 2 setzen, wo 2, 
demjenigen U, zugeordnet ist, zu dem f(y,) gehért. Die Abbildung » 
ist dadurch nur in den Eckpunkten der Simplexe S bestimmt. Sie 
wird auch in allen anderen Punkten definiert, indem wir sie linear inter- 
polieren. Diese Abbildung g bildet das Simplex LZ auf sich selbst ab. 
Also gibt es nach dem bekannten Brouwerschen Satze einen Punkt 2,, 
fiir den p(x.) = 2. 

Wir wollen zeigen, daB g(x) und f(z) fiir jeden Punkt (von LZ) in 
demselben W liegen, was ein Widerspruch ist, da z, = y(z,) und f (z,) 
nach Konstruktion von {W} nicht zu demselben W gehéren kénnen. 

Es sei z ein Punkt von L. Er liegt in einem Simplex S, dessen 
Eckpunkte y,...., y, seien. Das Bild von S bei der Abbildung f, also 
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/(x) und alle f{(y,) (i = 1,...,2) liegen in demselben U,. Dann liegen 
i (y,) und @(y,) nach Definition von g (y,) in U,, so daB U,-U;> f(y) +0 
ist. Daraus folgt aber, daB alle U; (¢ = 1, ..., 1) einem U, zugeordneten W 
angehéren. Alle p(y,;) gehéren zu W,, und wegen der Konvexitit von W, 
gehért auch @(z) zu Wo, also ist f(z) c U, c W, und auch p(z)c W,. 


§ 3. 
Anwendungen. 

Zuerst wollen wir eine Definition des Produktes von Raiumen geben, 
wobei die Gesamtheit der Faktoren eine beliebige Machtigkeit haben kann °). 

Es sei |R,} eine Menge von topologischen Raumen, wobei der einzelne 
Raum durch ein Element « einer Menge M charakterisiert wird. Ein 
Punkt des zu definierenden Raumes R ist definitionsgemi8 ein System 
von ,,Koordinaten“ {..., Z,...} (% C R,). Das Umgebungssystem eines 
Punktes z = {...,22,...} wird folgendermaBen definiert. Wir nehmen 
irgendeine endliche Anzahl von irgendwelchen Umgebungen U (zz,),...,U (x2,) 
der Punkte Ze,» . ++) Zz, in den betreffenden Raiumen R,,, -- +» Ra, Dann 
besteht eine Uneshong des Punktes z, = {..., 22,...} definitionsgemaB 
aus allen Punkten z = {...,2_,...} mit ZC - U (28) (¢ =1,...,). Die 
anderen Koordinaten werden dabei keinen Bedingungen unterworfen. Da- 
durch, daB man die Elemente a,,...,a, von M, sowie die Umgebungen 
U (x2,) variiert, erhalt man verschiedene Umgebungen von 2,. 

Das Produkt von bikompakten Raumen ist wieder bikompakt. Diesen 
Satz beweist man wértlich so wie die Bikompaktheit des Produktes von 
Strecken’). 

Sind alle Raume R, lineare topologische Raume, so kann man die 
Elemente von R gliedweise addieren und mit reellen Zahlen multi- 
plizieren: 


Be aw am {. . 2, Bay oc 0) He fo ony Mery ooo} BE fence Be Se oe}, 


GZ = G{.. ., Bay ---) = [0.09 Buy sss} 


Die so definierte Addition und Multiplikation erfiillt alle Forderurgen, 
welche in der Einleitung formuliert wurden. Das Produkt R ist also ein 
linearer topologischer Raum. 

Man beweist noch leicht, daB wenn alle R lokal-konvex sind, auch R 
lokal-konvex ist. 


®) Vgl. A. Tychonoff, Uber topologische Erweiterung von Raumen, Math. 
Annalen 102 (1929), S. 544, wo die Definition des Produktes von Strecken ge- 
geben ist. 
7) Vgl. A. Tychonoff, ibid. § 2. 
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Man sieht leicht, da8 man das Produkt von endlich vielen normierten 
linearen Raumen R,(i = 1, ..., m) auch als einen normierten Raum 
R = {a,,..., Z} betrachten kann, wobei als Norm von zx = {z,,..., 2} 


die Zahl |z| = Z| a;| oder |x| = ) 3’|2,|* genommen werden kann. Das 
1 
Produkt von abziahlbar vielen normierten Raumen ist metrisierbar durch 


o(2z’, 2”) = min (= aa (2’,2”)n) als Entfernung zweier Punkte*) 


a = (g,, .. +) Bes - ++) und @” ae (ay, oo 0p Bay oo 0h S 
dabei ist (2’, 2”), = max(|z, — a|,...,|%, — 2%, |). Man kann den Pro- 
duktraum auch als linearen topologischen Raum, aber nicht als normierten 
Raum auffassen*) (falls unendlich viele unserer Riume mehr als einen 
Punkt enthalten). Es sei in der Tat R = R,-R,-...-R,-..., wobei alle R, 
mehrpunktig und normiert sind. Wir setzen jetzt voraus, daB R normiert 
ist. Es sei 0 der durch alle Koordinaten 0, 2x” der durch die n-te 
Koordinate zx, + 0 und alle anderen 0 charakterisierte Punkt von R, 
und d,=j|2™|. Die Entfernung zwischen 0 und 2 = poe ist 


|2*| = z |2"| = 1. Die Punkte 2” konvergieren aber nach der Produkt- 


definition gegen 0, was ein Widerspruch ist. 

Nun wollen wir einige Anwendungen des Fixpunktsatzes angeben. 
Eine Funktion von unendlich vielen Verinderlichen /(..., y.,...) nennen 
wir an der Stelle (...,y.,...) stetig, falls man fiir jedes ¢ ein 6 und 
eine endliche Anzahl] von Argumenten «,,...,a, angeben kann, so daB 

If(- ++ Yar ++ )—F(e- Yar I< 
falls 
| Ya, — Ya,| < 4 (¢ = 1,..., ”) 
(die iibrigen Verinderlichen kénnen dabei beliebige Werte annehmen). 

Hangt die Funktion f nur von endlich oder abzihlbar vielen Ver- 
ainderlichen ab, so fallt die gegebene Definition mit der Vollstetigkeit zu- 
sammen. Wir beweisen nun den folgenden Satz: 

Jedes System von Differentialgleichungen 

dy, _ 
(A) = fa(%,-++1Upre++)s | 
wo « und B Elemente einer Menge M von einer beliebigen Midchtigkeit + 
sind, hat wenigstens eine Lésung, die vorgegebene Anfangswerte 





Ya (Ly) = Yo (x c M) 


8) Vgl. M. Fréchet, Les espaces abstraits, Gauthier- Villars. 
%) Vgl. Urysohn, Sur un probléme de M. Fréchet, Congrés Dijon, 1925. 
Mathematische Annalen. 111. 50 
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annimmt, falls die rechten Seiten fiir alle Werte von y,(a <M) und fiir 
|x — | < @ definiert, stetig und beschrinkt sind: 
\fa(2,-- ¥,--)| SM. (a c M). 
Setzt man in eine stetige Funktion f(z, ..., y.,...) statt y, stetige 
Funktionen y,(z) einer Veriinderlichen x ein, so ergibt sich auf diese 
Weise, wie man leicht sieht, auch eine stetige Funktion von z. Daraus 
folgt, daB unser System folgendem System von Integralgleichungen aqui- 
valent ist 


(B) Ya(t%) = y2+ f fe (z,..., Ya(z),...)da (a <c M). 


Betrachten wir nun den Funktionenraum C, dessen Punkte alle stetigen 
Funktionen f(z) einer reellen Veranderlichen z, |x — z,| < a sind, und 
wo eine Umgebung U von /,(z) aus allen f(z), fiir die 

\f, (2) 7 f (z)| <= é 
gilt, besteht. Dieser Raum ist bekanntlich normierbar und folglich topo- 
logisch und linear, wobei wir als Summe von /,(z) und f,(z) den Aus- 
druck /, (x) +-f,(z) und als Produkt von A und f(z) den Ausdruck 4 f(z) 
annehmen. Wir betrachten alle Funktionen f(z), fiir welche die folgenden 
Bedingungen gelten: 

1. ye—M.-asf(t)S ye + Maa. 

2. f(x) hat absolut unter M, gelegene derivierte Zahlen. 

Diese Funktionenmenge bezeichnen wir mit 9),. Nach dem Arzela- 
schen Satze ist diese Menge kompakt. Sie ist aber auch bikompakt, da 
sie ein abzahlbares definierendes Umgebungssystem besitzt. Es ist ferner 
evident, daB sie konvex ist. 

Jedem « (aus Mt) ordnen wir ein Exemplar von C:C, zu, und in 
jedem C, betrachten wir Y,. Das Produkt aller C, sei C,; seine Punkte 
sind die Funktionensysteme (..., y.(z),...) (a C M). Offenbar ist C, ein 
linearer topologischer Raum. Es sei 9 das Produkt aller %, (a Cc M). 
Es ist eine konvexe, bikompakte Menge des Raumes C,. Die Funktionen- 
transformation 


(B) 2a (2) = yo t+ ffa(t, ---s Yo(2),-..)dx 


ist fiir alle Punkte der Menge Y sinnvoll und stellt eine Abbildung der 
Menge 9 auf sich dar. Diese Abbildung ist stetig. Ist in der Tat 
(..., Za (z),...) baw. (...,2%.(a),...) das Bild von (..., ¥.(z),...) bzw. 
(..., Ya(x),.-.), 80 ist 


Zap (x) me Za, (2) — j (fa, (2, -+09 Yo (z), ots .) me x bay (2, -+09 Yo (z), ee )} dz, 


zo 


|jr—2| Sa. 
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Man sieht leicht, daB fiir den Punkt (..., y.(x),...) umd jedes « unab- 
hangig von z ein 6 und a®, «205 an derart existieren, daB 
| fag (Zp «+ +> Fas +++) — fay (2, -- 2 Yor ++) | <8, |jz—2,|Sa 
ist, falls 
1H — Yl < 4, (¢ = 1,...,%,) 
gilt. Liegt also der Punkt (..., y.(x),...) in der durch die Bedingungen 
| Ya (@) — yx (z)| < 4, (6 = 1, ..., %) 


bestimmten Umgebung des Punktes (..., y.(z), ...), 80 ist 
| Za, (@) — 2, (")| << e-a. 
Es sei eine durch die Bedingungen 
| Za, (2) — 2, (2)| << ea Gul, ...@ 


bestimmte Umgebung U von (..., 2,,(z),...) gegeben. Nehmen wir eine 
durch die Bedingungen 


bestimmte Umgebung von (..., y.(z),...), 80 gehért das Bild jedes Punktes 
(..-5 Ye(a),-.-) aus dieser Umgebung zu U, d.b. die untersuchte Ab- 
bildung ist stetig. Nach dem bewiesenen Fixpunktsatze besitzt diese Ab- 
bildung einen Fixpunkt; das entsprechende Funktionensystem ist eine 
Lésung von (B), also auch eine Lésung von (A) und geniigt den gestellten 
Anfangsbedingungen. 

Um eine zweite Anwendung unseres Fixpunktsatzes zu formulieren, 
betrachten wir einen fiir alle Funktionen einer reellen Variablen bestimmten 
Operator A (f(z)) = A (f,y) = p(y), der folgenden Stetigkeitsbedingungen 
geniigt. Fiir jedes y und e gibt es ein 6 und z,,..., 2, derart, daB 


|A(f,y)—A(fy)| << «, 
falls 


\F (a) — f(a)| <6 (¢ = 1,...,m). 
Fiir jeden Operator, welcher erstens der gestellten Stetigkeitsbedingung 
geniigt und fiir den zweitens | A (f,y)| << M ist (M ist eine von f(x) und y 
nicht abhiingende Konstante), gibt es wenigstens eine Funktion g(zx), die 
der Gleichung 
A(y(z),y¥) = p(y) 
genugt. 
Wir betrachten den Raum £,, das Produkt von geraden Linien, 
deren Menge die Machtigkeit des Kontinuums hat. Ein Punkt dieses 
Raumes ist also die Gesamtheit von Koordinaten {...,y,,...}, wobei 
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—-e<a<c+o und —wo<y< +o ist. Man erhilt eine Um- 
gebung eines Punktes y, = {...,y2,...}, wenn man alle Punkte 
y = |..., Ye,--.} betrachtet, die fiir ein 6 und eine endliche Anzahl von 
Indizes «,,...,%, der Bedingung 

lye, — Ya,| < « (¢ = l,..., #) 
geniigen. 

Wir lassen nun jeder Funktion /(z) einen Punkt y = {..., y., ...} 
entsprechen, indem wir y, = /(«) setzen. Dabei entspricht jedem Punkte 
nur eine Funktion. Die Umgebung einer Funktion /,(z) besteht aus 
allen Funktionen /(z), die fiir ein 6 und eine endliche Anzahl von Punkten 
Z,,--+) Z, der Ungleichung 

| fo (as) — f(a)| < 6 
geniigen. Dieser Raum ist linear, die Summe /,(z) und f,(z) ist 
},(z) +f,(~) und das Produkt von A mit /(z) ist Af(z). Die Menge 
aller beschrinkten Funktionen {/(z) < M} ist eine konvexe bikompakte 
Untermenge dieses Raumes"). Der Operator A(f(z), y) bildet diese 
Menge in sich ab, und diese Abbildung ist stetig. Es gibt also einen 
Fixpunkt 

A((2),y) = ely), 
der die Lésung dieser Gleichung darstellt. 


1) Vgl. A. Tychonoff, Uber einen Funktionenraum, dieser Band, S. 762—763. 


(Eingegangen am 22. 4. 1935.) 

















Uber die Biegung der Kreisplatte mit exzentrischer 
Einzellast. 


Von 


Erich Reissner in Berlin 


Das Problem, die Biegungsflachen einer diinnen elastischen Kreisplatte 
zu bestimmen, die lings des Randes gestiitzt und in einem Punkte 
innerhalb des Randes durch eine Einzelkraft P beansprucht ist (Greensche 
Funktionen), lautet in mathematischer Formulierung bekanntlich') folgender- 
maBen: 


Es ist eine Lésung der Gleichung 


1@;/.0\,1 @ 
(1) AAw=0; =—5(r5-)+ aan 
zu bestimmen, die folgenden Bedingungen geniigt: 
(2) (w)r—1 = 0, 
a é 

®) (Gat or), =% 

P 
(4) w = 5S \z— aff In |z —a|+ 0 (r, 0). 


Dabei sind », 9,, 0 <= a <1 und N Konstanten, z = + ty = re? und ¢ 
eine Lésung von (1), die fir r< 1 keine Singularitéten aufweist. 

Diese Aufgabe ist in geschlossener Form bisher nur fiir den Fall 
vy = oo, und zwar von J. H. Michell*) durch Inversion des zentralsymme- 
trischen Ansatzes gelést worden, wahrend fiir » + oo, wo das Verfahren 








1) A. E. H. Love, Mathematical Theory of Elasticity, 4.ed. 1927; 8S. 489--491. 

2) J. H. Michell, London Math. Soc. Proc. 1902; S. 223. — Die Annahme 
v = co bedeutet, daB die Platte starr eingespannt ist. Beim Problem der gelenkig 
gestiitzten Platte ist » die Querkontraktionszahl (0 = »v = 0,5). Wenn man der 
Zahl » > 0 eine andere Bedeutung zulegt, kann man (3) auch als Randbedingung 
fir eine elastisch eingespannte Platte ansehen. — Es sei noch die Bedeutung der 
Konstanten in (4) angegeben: 9) ist der Plattenradius, N die Biegungssteifigkeit 
der Platte, ao, der Belastungsradius (das Koordinatensystem ist so gew&hlt, daB 
6(P):= 0] und wo, die Biegungsflache in wahrer GréBe. 
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nicht zum Ziele fihrt, A. Féppl*) vermittels Reihenentwicklungen nach 
einer klassischen Methode von Clebsch*) eine Lésung gegeben hat. 


Die vorliegende Note enthilt eine Lésung der von Féppl behandelten 
Aufgabe in geschlossener Form. 


Um diese zu finden, wird ausgegangen von der bekannten Tatsache, 
daB sich jede Lésung von (1) in der Form 
w= ro, + 292+ Os 
mit 
4y,=0 (i=1,2,3) 
darstellen last. Also ist auch 
i] a 








(5) w = & {\z — a)? In — + (1— YF (2); 


eine Lésung von (1). Man erkennt, daB sie die naa (2) und (4) 
bereits im Ansatz erfiillt, wenn /(z) eine fiir r< 1 regular analytische 
Funktion ist. Die Bedingung (3) dient dazu, diese Funktion zu bestimmen. 

Es ist zweckmaBig, die Bedingung (3) etwas umzuformen. . Wegen 





(2) ist 
a la 
(5z),., = (4w—— Fe )ees" 
Damit wird 
(3) (4w—(1—») 5) = 0. 


Beachtet man, daB 
A(r* 8 {f(2)}) = 48 [Z e/ (2), 
A(x ®R (f(2)}) = 2K {£(4 (2))}, 


(6) 


so erhalt man mit (5) aus (3) die folgende Gleichung zur Bestimmung 
von { (z) 


1--) 





(3a) ®{5~—— — (1 — a) (1 — ») — 429 —2(1 + ») f(2)} _,=0. 
(3a) ist in bekannter Weise als eine Differentialgleichung fiir f(z) auf- 
zufassen®). Ihr allgemeines Integral ergibt sich mit einer willkiirlichen 





3) A. Féppl, Ber. d. Kgi. Bayr. Ak. d. Wiss. 1912; S. 155. 

*) A. Clebsch, Theorie der Elastizitét fester Kérper. Leipzig 1862. 

5) Auf diesen direkten Schlu8 hat mich freundlicherweise Herr Prof. G. Hamel 
hingewiesen. Urspriinglich war die Lésung gefunden worden durch Ansetzen einer 
Potenzreihe fir f(z), deren Koeffizienten sich aus (3a) bestimmen, und Identifi- 
zierung der Reihe mit der Funktion (8). 
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Konstanten c und unter Weglassung einer bedeutungslosen rein imaginaren 
additiven Konstanten zu 
Vaz 


(3) f@)—er * +20-ayay * | PA 1otioe 


1+ 1+¥ 





0 
Wegen der vorausgesetzten Regularitat von f(z) ist c = 0. 
Wenn man (8) in (5) einsetzt, wird die gesuchte Biegungsfliche 
w= ie wy R( le —a/l? In —, 
—az 


(9) Yaz 
“4 





i= udu 1—y 
+(1—e)—e) [202 * | HS -aay all: 

Nun 1a8t sich das Integral in (9) in allen den Fallen geschlossen 
ausintegrieren, in denen y eine rationale Zahl ist, also praktisch immer, 
und damit hat man in (9) die gesuchte Lésung der Aufgabe in geschlos- 
sener Form. 

Fiir den Grenzfall » = 0 z. B. erhalt man in reeller Schreibweise 


P 00 
162N 


r? + a? — 2ar cos # 
1+ a*r? — 2ar cos # 


w= 





(r? + a? — 2arcos #) In 








cos 5 L+ar+ 2Var cos > 
(9a) +a—a—n] a te 
Yar 1+ ar—2Var cos + 


2 sin + 2Var sin & 
- + arctg | 
‘Var l—ar ‘ 

















+ (1—a@)(1 -*|-3 ; +e (0 bd ae fea Het — IF ag «(2h) | 


Fiir die Durchbiegung unter dem Lastangriffspunkt (Biegungspfeil) ergibt 
sich daraus 





vy = 0; w(a,0) = pee (1 — at [= In te 1], 


1 
oe re [wt VV WB sey g HE) 1 


Va a4 Vat 





a © _ Po 
7 3° ” (2,0) = Boy 
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Man kann als einfache Verallgemeinerung des vorstehenden Lésungs- 
gedankens den folgenden Satz aussprechen: 

Die Randwertaufgabe der Bipotentialtheorie fiir den Kreis lapt sich im 
Falle gegebener Funktionsrandwerte auf eine Randwertaufgabe der Potential- 
theorie fiir den Kreis zuriickfiihren, deren Art von der zweiten Randbedingung 
fiir die Bipotentialfunktion abhéngt. 

Dieser Satz kann mit Vorteil noch fiir andere technisch wichtige 
Aufgaben aus der Theorie der durch eine oder mehrere Einzelkrifte und 
stetige Belastung beanspruchten Kreisplatte verwendet werden. Es ist 
beabsichtigt, dies an anderer Stelle auszufiihren. 


(Eingegangen am 18. 5. 1935.) 
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